Zaro6 beszamolo a Csoportelmélet cimii, K84233 szamu kutatési projektrol

A projekt a csoportelmélet tertiletén kiilonbozd intézményekben (MTA Rényi Alfréd Matematikai Kutatdintézet, ELTE
TTK Algebra és Szamelmélet Tanszék, Kozép-Eurdpai Egyetem Matematika és Alkalmazédsai Tanszék) dolgozé ku-
taték Osszefogasat tiizte ki célként. A kutatési tervben nyolc kiilonb6z6 problémakért kérvonalaztunk, egytuttal azt is
jeleztiik, hogy a tudomaéanyteriilet fejlédése sordn felvetddd és csoportunk szakértelméhez illeszkedd jabb témak ku-
tatdsaba is belefoghatunk. Ezeket a beszamol6 végén ismertetjiik, el6szor a munkatervben megjelolt témakat vessziik
sorra.

A projekt eredményeként 38 publikdcid késziilt. Ezek koziil kiemelkedik Pyber és Szab6 52 oldalas munkéja, amelyet
a vildg egyik legjelentdsebb matematikai folydirata, a Journal of the American Mathematical Society koézolt. Emel-
lett szamos mas publikdciénk is vezeté nemzetkozi folydiratokban jelent meg, pl. Journal of Combinatorial Theory
(Ser. A), Journal of Group Theory, Journal of Algebra, Combinatorica, Bulletin of the London Mathematical Society,
Transactions of the American Mathematical Society, Advances in Mathematics stb.

1. Nowvekedési tulajdonsdgok. Pyber és Szabd a kovetkezo nagyjelentoségii eredményt bizonyitottdk: Legyen L egy
Lie-tipusu egyszerii csoport, amelynek rangja r. Ekkor valamilyen csak r-tél fiiggd c(r) 1-nél nagyobb kitevével az L
csoport barmely A generatorrendszerére teljesiil, hogy az A-bol képezett haromtényezls szorzatok halmaza vagy az
egész L csoportot kiadja, vagy elemszdma nagyobb mint A elemszdménak c(r)-edik hatvdnya. Veliikk padrhuzamosan
hasonlé eredményt ért el Breuillard, Green és Tao is.

A csoportbeli novekedési kérdésekkel kapcsolatos a kozelit részcsoport (approximate subgroup) fogalma, amikor a
szorzat novekedése kismértékli. Helfgottnak a korlatos rangui linedris csoportokban levé kozelité részcsoportokra
vonatkozoé sejtését sikertilt visszavezetnink a feloldhaté csoportok esetére.

A csoport-novekedés témajiban a berkeley-i Mathematical Sciences Research Insitute-ban rendezett konferencia ki-
advanyaban jelent meg egy attekinté cikkiink, amelynek 1ij eredményei kozé tartozik a linearis csoportok nem nové
részhalmazainak leirdsa.

2. Részcsoporthdlok. Tulajdonképpen a részcsoporthalékkal kapcesolatos kérdés, hogy a csoportot hany részcsoportjaval
lehet lefedni. Mar6ti és Britnell szdmos esetre meghatdrozta, hogy a GL(n,q) teljes lineéris csoport hany val6di
részcsoportjanak konjugaltjaival fedhetd le.

3. Szofikus csoportok és hatdsok. Ebben a témaban nem sikeriilt elérelépniink.

4. Cayley grdfok izomorfizmusproblémdja. Somlai meghatdrozta, hogy mely 8p (p > 2 primszam) rendelkeznek a CI
(Cayley Izomorfizmus) tulajdonsiggal.

5. Linedris p-csoportok konjugdltosztdlyainak szdma. A témat kiterjesztve mas csoportban is vizsgdltuk a kon-
jugéltosztalyok szamét. Legyen G egy véges csoport és p egy G rendjét oszté primszam. Mardti olyan éles alsé
korldtot bizonyitott G konjugéltosztalyainak szdmara, amely egyedil p fiiggvénye. Maro6ti és Garonzi — kordbbi
eredményeket élesitve — megmutattdk, hogy egy n-edfoki permutaciécsoport konjugdltosztalyainak szama legfeljebb
57/3_ TetszOleges 7 primhalmaz esetén vizsgaltuk a csoport m-elemeibl 4116 konjugéltosztalyok szamat.

6. Loop-ok. A munkatervben jelzett egyik vizsgdlandé probléma volt, hogy paratlan elemszami Moofang loop-ok
nukleusza mindig nemtrividlis-e. Azt sikeriilt bebizonyitani, hogy péaratlan elemszdmu Moofang loop-okban a re-
lativ prim renddi elemek felcserélhetésége ekvivalens a loop nilpotencidjdval. Ennek vizsgalata sordn elégséges (és
esetenként szitkséges) feltételek adédtak nemtrividlis nukleusz létezésére. A bizonyitdsban a most bevezetett kom-
mutans-nilpotencia fogalma volt az alapveté eszkoz, ami egyébként paratlan elemszami Moufang loopok esetében
ekvivalensnek bizonyult a szokdsos centralis nilpotencidval.

Csorg6 foglalkozott automorf loopokkal, azaz olyanokkal, amelyeknek minden belsé leképezése automorfizmus. Bebi-
zonyitotta, hogy ha a loop elemeinek szdma egy primszam négyzete, akkor a loop asszociativ, azaz csoport. A masik
dolgozatban altaldnosan igazolta, hogy minden automorf loopra teljesiil az elemenkénti Lagrange tulajdonsig.

7. A k(GV) probléma dltaldnositdsai. Az eredeti k(GV') problémaban a G csoportnak és a V' vektortérnek az elem-
szama relativ prim egymashoz. Maréti Guralnickkal k6z6s dolgozatdban ejti ezt a feltevést, helyette azt a gyengébb
kovetelményt teszi, hogy G hatasa teljesen reducibilis G-n. Abban az esetben sikeriilt eredményt elérniiik, amikor G
feloldhat6 és primitiven hat V-n. Ide kapcsolédnak a bazisszammal kapcsolatos vizsgalataink is. Halasi és tarszerzoi
igazoltak, hogy hi relativ prim linearis hatds esetén a bazisszam legfeljebb kettd, azaz talalhaté két olyan vektor,
amelyek stabilizatorainak metszete csak az egységelemet tartalmazza. Ezt azdta tobben felhasznaltédk, pl. Sambale
éppen Brauer k(B) sejtésének vizsgdlataban. Altaldnositottuk Halasi és Podoski kordbbi eredményét, feloldhaté
helyett olyan p-feloldhaté linedris csoportokra (p az alaptest karakterisztikdjat jeloli), amelyekben nincs nemtrividlis
p-normalosztd. Igazoltuk, hogy ilyenkor a minimalis bazis mérete legfeljebb 3.

8. Raciondlis csoportok. A raciondlis csoportok altaldnositasaként olyan csoportokkal foglalkoztunk, amelyekben
minden elem konjugdlt egy rogzitett kitevGjii hatvanyaval. A feloldhaté csoportok korében azt sikeriilt kimutatni,
hogy ilyen csoportoknal a csoport rendjének primosztéi vagy kicsik, vagy aritmetikailag kicsik, azaz a rogzitett kitevo
rendje kicsi a csoport rendjét oszté minden primszamra, mint modulusra nézve.
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Tovabbi témak, amelyekben dolgoztunk.

Osszeghalmazok torziémentes csoportokban. Palfy Boroczkyvel és Serraval azt bizonyitotta be, hogy torziémentes cso-
portok A és B véges részhalmazaira AB elemszama A és B elemszamaéanak Osszegét legaldabb B elemszaméanak hatodik
gyOkével meghaladja, kivéve persze ha A egy ciklikus részcsoport mellékosztdlydban van. Ha a csoportra az egyértelmi
szorzat tulajdonsag is teljestil, akkor még erésebb becslést sikeriilt adni. Additiv kombinatorikai eredmények nem-
kommutativ valtozataival kapcsolatban egy masik irdnyban is értiink el eredményeket. Ez Liebeck, Nikolov és Shalev
egy egyszerl csoportok szorzatfelbontasaira vonatkozo sejtéséhez kapcsolddik, amit a korlatos rangu esetben sikertilt
igazolni.
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Csoportok szorzatelddllitdsai. Maroti és kiilfoldi tarsszerzoi masok korabbi eredményeivel kapcsolatosan megmutattak,
hogy minden véges egyszerli Lie tipusu csoport el6all, mint négy unipotens Sylow részcsoport szorzata. Egy masik
dolgozatban azt igazoltédk, hogy minden olyan csoport, amely rendelkezik BN-parral és a Weyl csoportja véges, el6all
harom B-vel konjugdlt részcsoport szorzataként. Ezt az eredményt aztan arra hasznaltak, hogy megmutassak, hogy
minden nem feloldhaté véges csoport eléall harom, egyméssal konjugalt valédi részcsoportjanak a szorzataként.

A konjugdltosztdalyok exrpanzidja. Mardti Halasival, Sidkivel és Bezeraval azt a kérdést vizsgalta, hogy mikor igaz egy
csoport minden normalis részhalmazéara és minden konjugaltosztalydra, hogy a normalis részhalmaznak a kivalasztott
konjugaltosztallyal vett szorzata legalabb annyi konjugaltosztalybdl all, mint a kiindulasul vett normaélis részhalmaz.
Azt talaltak, hogy ezek a csoportok egyszerii csoportoknak és kommutativ csoportoknak a direkt szorzatai.

A konjugaltosztalyok expanzidjara vonatkozo témat karakterekre dtfogalmazva kezdtik vizsgalni a karakterek ex-
panziéjat. Azt sejtjiik, hogy minden karakter-expanziv csoport Abel-féle, illetve egyszerii csoportok direkt szorzata.
Az eddig elért részeredményekrdl méar elkésziilt egy dolgozat.

Direkt hatvanyok generdtorszama. Wiegold kérdezte, hogy az egyszerii csoportok mekkora direkt hatvanyai generalhaték
még 2 elemmel. A kérdés lényegében azzal ekvivalens, hogy milyen explicit alsé korlat adhaté arra, hogy két véletleniil
vélasztott elem mekkora valdszintiséggel generalja az adott véges egyszert csoportot. Mardti Tamburinival kozosen
igazolt ilyen korlatot, ezzel mevélaszolva Wiegold kérdését.

Affin csoportok komplementumai. Olyan affin csoportokat vizsgaltunk, amelyek minden eltolast tartalmaznak. Az
eltolasok csoportjanak kiilonboz6é komplementumai izomorfak, de nem feltétleniil konjugaltak a csoportban. Ily médon
a komplementumnak sok, paronként nem izomorf modulushatasat kapjuk a vektortéren. FEzekrol a modulusokrdl
megmutattuk, hogy nagyban hasonlitanak egymashoz, példaul kanonikus faktoraik mind izomorfak.

Tokéletes szdmok €s csoportok. Leinster vezette be a tokéletes szamok csoportelméleti megfelel6jét. Maroti De Medts-
szel koz6s munkdjaban szamitogépes modszerek alkalmazasaval djabb ilyen tulajdonsagu csoportokat taldlt.

Volterra derivilds konstansainak gyidrigje. Hegediis pontosan leirta ezt a gylriit és ezaltal sikeriilt igazolnia Zielin-
ski sejtését, miszerint ez minden esetben egy polinomgytirti. Késobb ezt altalanositottuk tetszéleges Lotka-Volterra
derivaldsra.

Vizsgaltuk Gluck sejtését, ami szerint minden feloldhaté csoportnak van olyan komplex irreducibilis reprezentaciéja,
amelynek dimenziéja legaldbb a Fitting részcsoport indexének négyzetgyoke. Bizonyos esetekben sikeriilt a sejtést
igazolni, tovdbba nem feloldhaté csoportokra is megkiséreltiik a legnagyobb dimenzidju irreducibilis reprezentécié
nagysaganak becslését. Az egyszerii csoportok irreducibilis reprezentaciéinak maximélis dimenzidjara vonatkozéan
Isaacs fogalmazott meg egy sejtést, amit Larsen, Malle és Tiep a Lie-tipusi, valamint a sporadikus egyszerti csoportok
esetén igazolt. Halasi tarsszerzdkkel bizonyitotta a sejtést az alternalé csoportok eddig hidnyzé esetére is.

Megvizsgaltuk, hogy a csoportnak az a numerikus invariansa, hogy az irreducibilis reprezentaciok dimenzidinak 0sszegét
osztjuk a csoport elemszamaval, milyen informaciét ad a csoportrdl, példaul mikor lesz a csoport feloldhaté.

Definidltunk egyfajta dualitast nem-kommutativ csoportokra azaltal, hogy bizonyos esetekben a karaktertablazatot egy
egyszeri silyozas utdn transzpondlva szintén karaktertabldzatot nyertink. Sikeriilt behatarolni az ilyenfajta dudlissal
rendelkez6 csoportok korét.

Az S-kvéazinormalis részcsoport fogalméat Kegel vezette be 1962-ben, nagyszamu dolgozat foglalkozott azdta ezzel a
fogalommal. Csorg6 Asaaddal k6zos munkajaban azokat a csoportokat jellemezte, amelyekben az dltalanositott Fitting
részcsoport adott elemszamu p-részcsoportjai valamennyien S-kvézinormaélisak.

Sikgorbékre vonatkozdlag a kovetkez6 csoportelméleti eredményt sikeriilt belatni. Adott haromszor n sikgorbe gy,
hogy a haromszoros pontok szdma n-ben legalabb kvadratikus. Ekkor (bizonyos technikai feltételek mellett) a gérbék
rendszere egy algebrai csoportbdl szarmaztathaté egy viszonylag egyszerii geometriai konstrukciéval.

Hegediis és Pyber beldttdk, hogy ha egy G véges csoport Noether indexe (ami a csoport rendjének és a Noether
szédmnak a hdnyadosa) k akkor G-nek van legfeljebb f(k) indexfi ciklikus részcsoportja.



