OTKA K81310 Zarojelentés

A projekt kapcsan kb. 40 megjelent/elfogadott munka sziiletett a bs 4 év alatt,
tovabbi kozel 20 van folyamatban. Kiemelném, hogy ezek kozott van négy olyan
megvédett PhD értekezés (Fancsali Szaboles, Csajbok Bence, Héger Tamaés, Harrach
Nora), és egy MTA doktori disszertacid (Sziklai Péter), amelynek létrejottében az
OTKA projektnek fontos szerepe volt, valamint tovabbi két doktori dolgozat &ll
kozvetlen beadés el6tt (Nagy Zoltan Lorant és Takats Marcella).

A kutatasi eredményeket jorészt (informalis) nemzetkozi egyiittmiikodésben ér-
tiik el, tobb témén dolgoztunk Aart Blokhuis-szal, Andries Brouwer-rel, Leo Stor-
méval és tanitvanyaival (Jan De Beule, Geertrui Van De Voorde, Maarten De Bo-
eck), Korchmaros Gaborral és a koriilotte levs olasz kollégakkal (Franco Mazzocca,
Giuseppe Marino, Angelo Sonnino, Francesco Pavese) is. T6bb hazai és kiilfoldi
kutatoval konzultaltunk egy-egy téméaban, illetve meghallgattuk szeminariumi els-
adasaikat (Kovacs Istvan, Nagy Gabor, Ruff Janos, Bacsé Gabor). Ezek a konzulta-
ciok, eléadasok nem minden esetben vezettek kozvetlen publikidciokhoz, de szervesen
kapcsolédtak a projekt téméaihoz.

Mivel a palyazat extremalis kombinatorika és véges geometria kapcsolatarol szol,
el6szor a tisztdn extremalis eredményeket ismertetjiik, majd azokat, amelyben a
véges geometria el6bukkan, végiil pedig a véges geometriai extremélis kérdések ke-
riilnek sorra. A megjelent vagy elfogadott cikkekben szerepl6 eredményeket réviden,
a friss eredményeket részletesebben ismertetjiik.

CSIKVARI PETER t6bb dolgozataban grafok, ill. specialisan fak transzformacioit
vizsgalta (pl. a Kelmans-transzformaciot és az altalanositott fatranszformaciot). Ki-
dertilt, hogy ez rengeteg grafpolinomnak noveli (csokkenti) az egyiitthatoit abszolut
értékben, ill. noveli a legnagyobb gyok értékét. Az elSkésziiletben levs [4] cikk-
ben CSIKVARI Zhicong Linnel fak homomorfizmusainak szamét vizsgélta. Tobbek
kozott belattak, hogy adott cstcsszamu fak koziil a csillagnak van a legtobb endo-
morfizmusa, az utnak pedig a legkevesebb. Megmutattak, hogy adott cstcsszamu
fak kozil az utnak van a legkevesebb homomorfizmusa egy adott hosszisigu utba.
CSIKVARI Frenkel Péterrel kiterjesztette Abért és Hubai Benjamini—Schramm kon-
vergens korlatos foku grafsorozatok kromatikus polinomjaira vonatkozo eredményét
korlatos exponencialis tipusi grafpolinomokra. CSIKVARI Abért Miklossal és Hubai
Tamassal (|1]) a statisztikus fizika egy klasszikus problémajara alkalmaztak a nemrég
bevezetett parositasi mértéket. Ezzel a Z¢ monomer-dimer szabad energidjara adtak
az eddigieknél pontosabb becsléseket kis d-k esetén. A cikk célkézonsége a statiszti-
kus fizikusok, de a leirt eredmények matematikailag teljesen precizek. CSIKVARI [2]
Friedland un. als6 parositasi sejtését bizonyitja be a sejtettnél erésebb formaban. Ez
a sejtés Schrijver egy nevezetes tételének kiterjesztése, amely d-regularis paros grafok



teljes parositasainak szaméra ad aszimptotikusan pontos alsdé becslést. CSIKVARI
[3] csticstranzitiv paros grafok parositasait vizsgalta. Jo néhany klasszikus reguléris
paros grafokra vonatkozo tétel erdsitését adta ezen grafokra. A Turan problémakor
egy strtségi valtozata a kévetkezd probléma: milyen élstirtiség garantalja a H graf
egy felfujtjaban H-nak részgrafként valé megjelenését? A problémat fikra NAGY
ZOLTAN LORANT megoldotta, az altalanos esetben CSIKVARIval j6 becslést adtak a
legnagyobb fokszam fiiggvényében. NAGY irdnyitott tournamentet tartalmazo teljes
grafokban a mindkét irdnyban iranyitott élek szaméanak fiiggvényében meghatéarozta
a legnagyobb tranzitiv tournament méretét. Emellett meghatarozta a legnagyobb
monokromatikus klikk méretét, ha egy teljes n cstcsu graf éleit szinezziik ki két
szinnel gy, hogy meghatarozott szamu élet mindkét szinnel kiszinezhetiink. NAGY
tobb tarsszerzével maximalis metsz6 reguléris halmazrendszerek maximalis és mini-
malis fokszaménak aranyat tanulmanyozta. Az aszimptotikusan éles példak véges
geometriakbol szarmaznak. Tovabbi két, tobbszerz6s cikkben az extremaélis stuk-
tardk vizsgalata extremélis grafelmélet hatarteriileteiben tortént, kombinatorikus
jatékelméletben, illetve egy kodelméletivel rokon grafelméleti keresési problémaban.
A grafelméleti eszkoztar mellett ezekben valoszintségi modszerekkel is dolgoztunk,
illetve utobbi téméaban a nem trividlis exremaélis példa a Fano sik illeszkedésén ala-
pult.

HEGER TAMAS ES WEINER ZSUZSA Gacs Andréssal elkezdett munkajukat befe-
jezve, a cage-grafok problémakoréhez kapcsolodoan algebrai modszerekkel leirtak az
osszes, PG(2, q) illeszkedési grafjanak feszitett részgrafjaként el6allo kis, k-regularis,
6 boségi grafot, ha ¢ — k kicsi. HEGER és SZONYI TAMAS Damésdi Gaborral
vizsgaltak a Zarankiewicz-probléma egy esetét, a Cy-mentes péaros grafok maximaélis
élszaméat. Szamos, véges sikokhoz ,kozeli” esetben, viszonylag tag paramétertarto-
manyban meghataroztak a vonatkozo Zarankiewicz-szamok pontos értékét. SZONYI
extremalis kombinatorikai problémak ¢-analdgjait vizsgéalta tobb dolgozatban is, el-
s6sorban Blokhuis-szal és Brouwer-rel egyiittmiikodve. A kritikus n = 2k esetben
meghataroztak a g-Kneser-graf kromatikus szaméat, valamint a k£ = 3 esetben nagyon
pontos leirast adtak a nagy fiiggetlen ponthalmazokrol. Egy idén megjelent cikkben
az altalanositott g-Kneser-graf elég nagy fiiggetlen halmazait irtak le teljesen. A
témakorbsl WEINER ZSUZSAVAL is irtak egy, a lefog6 ponthalmazokra vonatkozo
stabilitasi tételek és a fenti vektortér analdogok kapcsolatarol szolé dolgozatot.

HEGER és TAKATS MARCELLA Robert F. Bailey felvetésére véges projektiv stkok
(illeszkedési grafjanak) megoldo- és féligmegoldo-halmazait vizsgaltak. Megmutat-
tak, hogy minden ¢ > 23 rend{ véges projektiv sik metrikus dimenzidja 4q—4, és leir-
tak az Osszes ekkora megoldohalmazt. Megmutatték tovabba, hogy PG(2, ¢) minden
elég kicsi féligmegoldo-halmaza kiegészithets kétszeres lefogd halmazzé legfeljebb két
pont hozzavételével. HEGER ES TAKATS Patkos Balazzsal a klasszikus kombinato-



rikus keresés g-analogjat vizsgaltak, azaz egy GF(q) feletti vektortér valamely egy-
dimenzio6s altere azonositasanak lehetGségét. Az azonositashoz valaszthatunk egy
alteret, és megkérdezhetjiik, hogy a kérdéses egydimenzios altér része-e annak. Két-
féle keresési modot vizsgaltak: az adaptiv és a nem adaptiv keresést. Kidertilt, hogy
mar harom dimenziéban is a klasszikus esettdl eltéréen a minimalis kérdésszam a
két valtozatban nem egyezik. A harom dimenzids esetben adaptiv keresésnél 2q — 1
kérdés sziikséges és elegendd, mig a nem adaptiv keresésnél ennél mindig t&bb, és a
véalasz erésen fiigg a g szamelméleti jellemzGitsl is. Az eredmények bizonyitasdhoz
a lefogd ponthalmazokra és a féligmegoldé-halmazokra vonatkozé ismeretekre volt
sziikség. Eme keresési probléma vizsgalata érdekes kérdéseket vetett o6l hipersik-
generalo halmazokrol. Ezzel kapcsolatban FANCSALI SZABOLCS és SZIKLAI PETER
megvizsgaltak, hogy legalabb hany egyenes kell ahhoz a PG(d, F) projektiv térben,
hogy minden hipersikot generaljon ezen egyeneseknek az adott hipersikkal val6 met-
szete. Bebizonyitottak, hogy ha az I test elég nagy, akkor egy ilyen tulajdonsagu
egyeneshalmaz legalabb |1.5d] egyenest tartalmaz. Algebrailag zart F test folott
egy ilyen tulajdonsagi egyeneshalmaznak legalabb 2d — 1 egyenesbdl kell allnia. Ha
a test > 2d — 1 elemt, akkor konstrukciét adtak ilyen méret halmazra. A téma
szorosan Osszefligg az erds, illetve gyenge (s, A) altérdizajnokkal. Belattak, hogy a
Guruswami és Kopparty altal konstrualt explicit altérdizajnok A paramétere kisebb
a vartnal. Most késziilg cikkiikben [5] FANCSALI ES SZIKLAI a fenti eredményii-
ket altalanositjak stkokra és magasabb dimenziés alterekre: be kivanjak bizonyitani,
hogy PG(d, F) projektiv térben az L;, ;, (1) = V(w, ... w') ot FTi=k=1 Pliicker-
koordinatakkal jellemzett k-dimenziés projektiv alterek (ahol ¢ € F az alaptestbél
(k4+1)-(d—k)+1 darab kiilénb6z6 elem, w pedig egy legalabb (d+1) rendi testelem)
ugy metszenek minden k-kodimenziés projektiv alteret, hogy a metszet generalja az
adott k-kodimenzios alteret. Algebrailag zart test felett nem létezik ennél kevesebb
k-dimenios altérbél allo ilyen tulajdonsaga halmaz.

Szamos vizsgélatot folytattunk klasszikusnak mondhaté és ijabban kutatott vé-
ges geometriai struktirakkal és azok stabilitasaval kapcsolatban. FANCSALI, SZIK-
LAI ES TAKATS altalanositottdk Blokhuis, Ball, Brouwer, Storme és Szényi ¢ af-
fin pont altal meghatarozott irdnyokrol szolo klasszikus eredményét g-nal kevesebb
AG(2,q = p") affin sikbeli pontra.Két paraméter segitségével lehetett also és felss
becslést adni a meghatéarozott irdnyok szamara. Hasonld eredmény kordbban csak a
q = p prim esetre volt ismert. Jan De Beule, SZIKLAI ES TAKATS nagyon altalanos
moédon igazolték, hogy AG(n, q) egy ¢" '-nél kicsit kisebb ponthalmaza kiegészit-
hetd ¢"~! pontiva tigy, hogy az altaluk meghatarozott irAnyok halmaza valtozatlan
marad, hacsak a nem-meghatarozott iranyok halmaza nem nagyon specialis struk-
taraju. SZIKLAI és TAKATS definialtdk a klasszikus ,meghatarozott irany” fogal-
manak egy természetes altalanositédsat. Az 14j definici6 alapjan bizonyos estekben



klasszifikaltdk az extremalis, azaz ¢"~! pontil, nem minden iranyt meghatarozo affin
ponthalmazokat.

HARRACH NORA, SzONYI TAMAS ES WEINER ZSUZSA Klaus Metsch-csel p?
elemt testre épitett projektiv terek lefogd ponthalmazaira vizsgalta SZIKLAI line-
aritasi sejtését és ért el elGrelépést. A sejtést erre az esetre végiill HARRACH és
Metsch, valamint téliik fiiggetleniil Lavrauw, Storme és Van De Voorde bizonyitot-
tak. SZIKLAI és Van De Voorde bebizonyitottak, hogy PG(n,p')-ben egy olyan kis
minimaélis lefogohalmaz, mely (¢ — 1)-dimenzios alteret feszit, linearis. HARRACH
belatta, hogy ha egy (sulyozott) t-szeres (n — k)-lefogd ponthalmaz mérete (sulya)
kisebb, mint (t+1)¢g" %+ (¢"* —1)/(¢—1), akkor az altala tartalmazott minimalis
(sulyozott) t-szeres (n — k)-lefogd ponthalmaz egyértelmi. Also becslést adott egy ¢-
szeres (n — 1)-lefogd ponthalmaz egy sziikséges pontjara illeszkedd t-szel egyenesek
szdmara. HARRACH és Leo Storme projektiv terek lefogé ponthalmazait vizsgalta,
és altalanositotta Blokhuis, Lovasz, Storme és Szényi egy sikokban elért eredményét.
Ferret, Storme, SZIKLAT ES WEINER négyzetrendd projektiv terek tobbszoros lefo-
gohalmazainak egy karakterizaciojat adtdk meg. HARRACH NORA és Leo Storme
magasabb dimenzios terek részleges fedéseit is tanulmanyoztak. Megmutattak, hogy
ha PG(n, ¢)-ban hipersikok egy nem tul nagy halmaza ¢ pontot hagy fedetleniil, ahol
§ nem tul nagy, akkor §/¢"~! hipersik hozzavételével kiegészithetd teljes fedésse. Ez
az eredmény a duélis megfogalmazasban Weiner Zsuzsa és Szényi Tamas sikbeli kis
lefogd ponthalmazok stabilitasarol szolo tételének altalanositasa.

SzZONYI ES WEINER folytattak PG(2, ¢) kombinatorikusan definialt ponthalma-
zal stabilitdsanak vizsgalatat. A palyazat kezdetekor volt egy hosszu kéziratunk sta-
bilitasi kérdésekrdl, ezt szedtiik részekre és fejlesztettiik tovabb. Nem csupan szamos
pontatlansagot és (kisebb) hibat kellett javitanunk, hanem lényeges 1j eredmények
is sziilettek. A paros halmazok esetén a g kozeli méretd halmazokat metszd egye-
nesek szamara vonatkozo stabilitast igazoltunk, ha ¢ paros illetve az ilyen méreti
(0,2, 3) halmazok nemlétezését lattuk be. Itt a legkevesbb egyenest metsz§ pont-
halmaz a hiperovalis, de a stabilitds nem erre, hanem péros halmazokra vonatkozik.
Az eredmény alkalmazhat6 arra, hogy paros rendi sikon a kis Kakeya-halmazokat
meghatarozzuk. A kis lefogd ponthalmazok stabilitasanal az algebrai gorbés részben
a bizonyitésok teljesen tjak, a kitérd egyenesek szamara adott korlatunk pontosabb,
illetve a ¢ prim esetben 1j példédkat adtunk olyan halmazokra, amely moédszeriink
hatarait mutatja. Ezeket az eredményeket egy még benytjtas el6tt allo kéziratban
[19] kiterjesztettiik egyrészt multihalmazokra, masrészt ¢ modulo p halmazokra, pé-
ratlan q esetén. Itt az a feltétel, hogy a nem ¢ modulo p szel6k szama kicsi legyen, a
konklazi6 pedig az, hogy a halmaz egy alkalmas ¢ modulo p halmazbdl all el6 pontok
(ill. azok multiplicitasdnak) modositasaval. Ezeket az eredményeket a ¢t = 0 eset-
ben projektiv sikok egyenesei altal generalt kodok kis silyt kodszavainak lefrasara
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(t.i. hogy ezek egyenesek linearis kombinéciéi) tudtuk hasznalni. Erdekesség, hogy
a primrendd alaptest esetén csak a kodszo sulyarél tudunk mondani valamit, itt
altalaban nem igaz, hogy a kis sulyu kodszavak csak egyenesek linearis kombinacioi
lehetnek. A De Boeck és Vandendriessche éltal adott 3p silya kodszavakat, melyek
nem allnak el6 3 egyenes linearis kombinaciojaként, sikeriilt lefrnunk. Ugyancsak ér-
dekes a t = 1 eset, amikor az unitélok stabilitdsara vonatkozé eredményeket kapunk
(legalabbis a g = p* esetben).

Vizsgéaltunk olyan (hiper)grafszinezési és graffaktorizacios kérdéseket is, melyek
kapcsolatban allnak véges geometridkkal. Egy hipergraf folsé kromatikus szama az a
legnagyobb szinszam, mellyel megszinezhetSk a cstucsai anélkiil, hogy keletkezne szi-
varvany (azaz olyan hiperél, melynek nincsenek azonos szint csticsai). Ha a szinezés
kiegyenstlyozott (azaz a szinosztalyok mérete legfeljebb eggyel térhet el egymastol),
akkor kiegyensilyozott f6ls6 kromatikus szamrol beszéliink.

HEGER ES SzZONYI Bacso Géaborral kézosen véges projektiv sikok mint hipergra-
fok f6ls6 kromatikus szamat vizsgéaltak. Megjavitottdk Bacso és Tuza erre vonatkozo
korabbi kombinatorikus becslését, tovabba testre épitett sikok esetén pontos va-
laszt adtak bizonyos, a sik rendjére és a test karakterisztikajara vonatkozo feltételek
mellett. A vélasz szoros kapcsolatban all a sik legkisebb kétszeres lefogd ponthal-
mazanak méretével. Explicit példat adtak két diszjunkt lefogd ponthalmazra a g
nem-négyzet esetben. HEGER ES SZONYI kiterjesztették a fenti eredményt maga-
sabb dimenzits projektiv terekre. Itt a vizsgalt hipergraf a PG(n, q) tér pontjaibol
és annak k dimenzios altereibdl (mint hiperélekbdl) all.Ha k > n/2, a sikon hasznalt
modszerek altalanosithatok, és analog eredmények nyerhetdk, felhasznalva a ma-
gasabb dimenzios terek tobbszoros lefogdhalmazaira ismert eredményeket. Araujo-
Pardo, Kiss és Montejano a [9] cikkben ugyanezen hipergrafok kiegyenstlyozott
kromatikus szamara adtak korlatokat, valamint j optimalis szinezéseket konstrual-
tak. Araujo-Pardo, Kiss, Rubio-Montiel és Vazquez-Avila a [10] cikkben kiilonbozé
blokkrendszerek pszeudoakromatikus indexét vizsgaltak. Meghatéaroztak a véges af-
fin sikok indexének pontos értékét és korlatokat adtak véges projektiv terek indexe-
inek értékeire. Kiss és Rubio-Montiel a AK, teljes multigrafok néhény 1j, egyszert
és felbonthatatlan m-faktorizacidjanak konstrukcioit adtak meg kiillonb6zé m, A és
v értékekre, felhasznalva az affin és projektiv terek altereit, részgeometriait és egyéb
geometriai konfiguracioit.

To6bb dolgozat sziiletett szemiovalisok es szemiivek kutatasabol. Egy véges pro-
jektiv sik egy nemiires S; ponthalmazét t-szemiivnek neveziink, ha minden pontjaban
pontosan t darab érintd egyenese (azaz a halmazt egy pontban metszé egyenese) van.
A Kklasszikus példak ilyenekre a szemiovalisok (ezek az 1-szemiivek) és a részsikok.
CsAJBOK BENCE ES Kiss GYORGY also és felsd korlatokat adtak szemiivek mére-



tére, valamint vizsgaltak azon szemiiveket, melyeket egy sugarsor hdrom egyenese
tartalmaz. Additiv csoportelméleti tételek segitségével korlatokat adtak ezen szemi-
ivek méretére, valamint teljesen leirtdk az Gn. erds szemiovalisokat. Bartoli, KIss,
Marcugini és Pambianco egy elfogadott dolgozatban megadtak a 2-szemiivek teljes
leirasat a PG(2, q) sikokon, ha ¢ kis paratlan primhatvany. CSAJBOK Dover sze-
miovalisokra vonatkoz6 eredményeit altalanositva azokat a t-szemiiveket vizsgalta,
melyek tartalmaznak ¢ + 1 — ¢ kollinearis pontot (¢ > 2). Belatta, hogy ¢ rendi
projektiv sikon ez csak ¢t > 1/q — 1 esetén lehetséges, és erésebb, éles korlatot adott
PG(2, ¢)-ban. Korchméros és Mazzocca perspektiv ponthalmazokra vonatkozo ered-
ményeit felhasznalva karakterizacios tételeket igazolt. A [11] cikkben CSAJBOK,
HEGER Es Kiss a Rédei-polinom és a Szényi-Weiner-lemma segitségével vizsgaltak
azon szemiiveket PG(2, ¢)-ban, melyeknek van nagy kollinearis részhalmaza. Ezek-
hez kicsi lefogd ponthalmazokat rendeltek, majd a kis lefog6 halmazok struktura-
jara vonatkozo tételeket alkalmazva erGs karakterizécios tételeket igazoltak a szemi-
ivekre. Segre ,érint6k lemmaja’-nak szamos alkalmazéasa van. CSAJBOK a Segre-féle
modszert polinomos modszerekkel (pl. Rédei polinomok, interpolaci6) kombinalva
PG(2, q) kis méretd szemiovalisait, illetve kis méretd ponthalmazok paratlan szeld-
inek minimalis szamat vizsgalta. Blokhuis karakterizalta PG(2,q) azon ¢ — 1 + a
méretl szemiovalisait, melyeket a sik minden egyenese 0, 1, 2 vagy a pontban metsz.
CSAJBOK altalanositotta a Blokhuis-féle eredményt, illetve Gj strukturalis eredmé-
nyeket adott olyan ¢ — 1 4+ a méretd szemiovalisokra, melyek tartalmaznak a elemi
kollinearis ponthalmazt. Az elmult évek szamitogépes kutatasai azt sejtetik, hogy
PG(2, g)-ban kicsi a és ¢ > 2a+ 1 esetén a legfeljebb g — 1 4+ a méretii szemiovalisok
egyediil az ovélisok. Az a = 3 esetben ezt Blokhuis igazolta. Haromnal nagyobb
karakterisztikaju sikokon CSAJBOK belatta az a = 4 esetet. Egy friss cikkiikben
Balister, Bollobéas, Fiiredi és Thompson azt vizsgaltak, hogy péaratlan q és rogzitett
k esetén legkevesebb mennyi darab paratlan szelgje lehet PG(2, ¢) k elemt ponthal-
mazainak. CSAJBOK a kis méretd szemiovalisok vizsgalatara kifejlesztett modszerek
segitségével a (q+2), illetve (¢ + 3)-elemt ponthalmazok paratlan szelinek szaméra
adott korabbi als6 korlatokat megjavitotta. Azt reméljiik, hogy eredményeink to-
vabb javithatoak, ezért ezek az eredmények még nem keriiltek benyujtésra.

NAcGY Karolyi Gyulaval kozosen a statisztikus fizikdbol eredd polinomazonossé-
gokra vonatkozo tételek és sejtések megkozelitési lehetdségét vizsgalta Alon Kombi-
natorikus Nullhelytétele segitségével. A g-analogian keresztiil torténd bizonyitas a
klasszikus Dyson-azonossag mellett sikeresnek bizonyult a Morris, Kadell-Aomoto,
és Forrester nevével jelzett azonossigok igazolaséara is. A bizonyitasok erénye a més
problémakra (pl. 6sszeghalmazok) valo alkalmazhatoség.

Minden biuniform matroid reprezentalhatd valamilyen kell6en nagy test felett.
Azonban nem tudjuk, hogy milyen nagynak kell lennie a testnek, valamint altala-



nos konstrukcié sem ismert ilyen reprezentaciora. WEINER tarsszerzéivel egy olyan
sok esetben a test dimenzidja kisebb a kordbban ismertnél (melyek raadasul csak a
biuniform matroidok egy osztalyara miikodtek).
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