Szakmail beszamol6 a K81188 szamu "Algebrai
logika, relativitaselmeélet logikai struktirajanak
vizsgalata" cimi OTKA zarojelentéséhez

Ez a projekt a korébbi, hasonlé témaju OTKA projektek folytatésa. Ezek
témaja a relativitaselmélet kutatidsa matematikai logikai eszk6zokkel, és ezzel
pérhuzamosan az alkalmazott logikai eszkozok tovabbfejlesztése. A jelen
projekt soran, az el6z6 projektek eredményeinek koszonhetéen, tobbek kézott
a matematikai logika definidlhatosig-elméletének — aminek az algebrai logika
egyik 4ga — konkrétabb alkalmazasat tiiztiik ki célul. Ugy érezziik ezt sikeriilt
elérni, tovabbé ezen alkalmazasok a definialhatosagelmélet gazdagodasihoz
is vezettek.

(I) EREDMENYEK

1. A speciilis relativitaselmélet vizsgalata elmélet-
halézat alakjaban

Célunk a relativitaselmélet (specialis, altalanos, kozmologiai) elsérendii logi-
kaban felirt elméletek rendszereként valé vizsgalata. Ezen elméletek kozos tu-
lajdonsaga, hogy mind a relativitdselméletrdl szol, kiillonb6zd részletességgel,
kiilénbozd aspektusbol nézve, kiilénbozs részeirdl és kiilonbozd formalizmust
hasznalva. HAalozattd a koztiikk 1évS kapcsolatok teszik &ket, ezek a kap-
csolatok pedig az elméletek kozt hatéo matematikai logikai értelemben vett
interpretaciok. A relativitaselmélet ilyen szellemi vizsgélata azt is jelenti,
hogy nem egy végsé és monolitikus elméletet kereslink, hanem kiilonbo6zé
alapfogalmakat és alapfeltevéseket tartalmazé elméletek rugalmas, allanddan
béviils rendszerében dolgozunk, ahol figyelemmel kisérjik az elméletek egy-
masba vald interpretalhatésagat. Ez a kozelitésmod Gsszhangban van azzal
a fizikdban sokszor hangsilyozott elvvel, hogy egy konkrét fizikai probléma
megoldasakor sosem lehet csak egy elméletet alkalmazni, hanem mindig az
Osszes relevans elméletet figyelembe kell venni.



Elmélethéalé keletkezik egy elmélet axiomatikus strukturajanak vizsgé-
latakor, amikor olyan tipust kérdéseket vizsgalunk, hogy az elmélet mely
axiéméibol kovetkeznek bizonyos predikciok és melyekbdl nem, az elmélet
egyes axiomait mely més szellem axiomakkal lehet helyettesiteni, sth. Az
ilyen tipusu vizsgalatok hozzatartoznak egy axiomatius elmélet szokasos vizs-
galatdhoz, a matematikai gyakorlatban ez egy elterjedten hasznalt médszer.
A specialis relativitaselméletre felirt SpecRel axiémarendszeriinket alapos
vizsgalat ald vetettiik ebbdl a szempontbodl. Bizonyitottuk példaul, hogy
az elmélet 5 axiomajabol kovetkeznek a jolismert predikcidk a mozgd orak
lelassulasarol, a mozgd méterrudak megrovidiilésérsl, az orék szinkronbol
valo kiallasarol. Bizonyitottuk, hogy kovetkezik a fénynél gyorsabb megfi-
gyel6k lehetetlensége, de nem kovetkezik a fénynél gyorsabb jelek létezésének
lehetetlensége. Beemeltiik a képbe a gyorsuld megfigyelGket az AccRel nevi
elméletiinkben, és felirtuk az altalanos relativitdselmélet GenRel nevi axio-
marendszerét, amely azt fejezi ki, hogy minden megfigyels lokélisan specialis
relativitdselméletet tapasztal. Ezekben a vizsgalatokban nem véaltoztatjuk
az axiomak felirasara hasznélt elsérendid nyelvet, mas széval nem lépiink ki
a megadott fogalmi keretbdl.

A jelen projektben a relativitaselmélet 4j tipusa vizsgalataba kezdtiink:
a kiilénbo6z6 nyelven felirt elméletek kozti kapcsolatokra koncentraltunk. Ez
azt is jelenti, hogy azok a kérdések keriiltek elGtérbe, hogy milyen fogal-
makat hasznalunk, milyeneket lehet kifejezni az elméletben, milyeneket nem,
hogyan torténik teljesen Gj fogalmak felfedezése, beemelésiik a nyelvbe. Tehat
az allitasok szerkezete utan a fogalmak szerkezetét kezdtilk el vizsgalni.
Az ilyen tipusu vizsgalatok nem annyira elterjedtek az irodalomban, az al-
gebrai logika és a matematikai logika definidlhatosag-elméletének erdteljes
hasznalatat igénylik. Valoban, jelen projektben az e téren a végzett kutata-
saink hatasara kideriilt, hogy ezen eszkozok fejlesztése sziikséges ahhoz, hogy
jobban hasznalhatok legyenek az ilyen jellegii kutatasokhoz. Tovabba, ezen
1) tipusu vizsgalatok izgalmas felfedezéseket hoztak, més megvilagitasba
helyezik a kutatando teriiletet, jelen esetben a relativitaselméletet.

Az 0j modszer lényege a kovetkezs. Egy konkrét axidmarendszer felirasa-
nal régzitjik a logikai nyelvet, mas szoval rogzitjiik, hogy mely fogalmakat
tekintjiik alapfogalmaknak, olyanoknak amik adottak a szdmunkra, amiket
nem analizdlunk tovabb az elméletben. Kiilonboz6 elméletek kiilonb6zé
alapfogalmakat hasznalnak. Példaul, a mi SpecRel axiémarendszeriinkben
alapfogalom a koordinatarendszer (megfigyelének nevezziik), alapfogalom a
mennyiség és struktiraja. Nem vizsgaljuk, hogy hogyan keletkeznek. Mas
elméletekben alapfogalom példaul az esemény és az események kozott hatd
relativisztikus tavolsag (az un. Minkowski-metrika). A dontés, hogy mely



fogalmakat tekintjiik alapfogalmaknak az elméletben, azonban nem egyszer
s mindenkorra szol. Ha ezeket az alapfogalmakat tovabb akarjuk analizélni,
részeikre bontani, mas fogalmakbdl felépiteni, azt vizsgalni, hogy hogyan
keletkeznek, akkor egy n. interpretéaciot épitiink két kiilonbo6zé nyelvi elmélet
kozott. Egy adott nyelven az alapfogalmak segitségével kifejezhetSk Osszetett
fogalmak (ezek a szabad valtozokat tartalmazoé an. nyitott formulaknak felel-
nek meg). Két kiilonb6z6 alapfogalmakat hasznald elmélet kozotti inter-
pretacié az egyik nyelv alapfogalmait a maésik nyelv Osszetett fogalmainak
megfeleltetd olyan strukturatarto forditofiiggvény, mely a két elmélet allita-
sait is ,tiszteletben tartja”. A jelen projekt keretében kivalasztottunk két,
erGsen eltérs szellemi és tartalminak latszo elméletet, SpecRel-t és SigTh-t,
és a kettd Osszehasonlito logikai vizsgalata meglepd eredményekkel szolgalt.

Bizonyitottuk, hogy SpecRel interpretdlhaté SigTh-ba; meg is adtuk ezt
az interpretaciot [8]. Itt SpecRel a mi altalunk felirt attekinthets, aramvo-
nalas 5 axiéméabol all6 axidémarendszere a specidlis relativitaselméletnek,
amelynek alapfogalmai: a "megfigyel6" (koordinatarendszer), "mennyiségek
struktaraja", "foton", "probatest". A mésik elméletet James Ax kozolte a
Foundations of Physics folyoiratban 1978-ban [12], fotonokat kibocsato és el-
nyel§ részecskékrsl. A SigTh elméletnek csak a "jel", "jel-kibocsatéas", "jel-
észlelés" az alapfogalmai, nincsen "id6", "hely", "mennyiség", "esemény",
"jel életut", "inerciélis életat" (mely fogalmak konnyedén értelmezhetsk a
mi SpecRel-inkben). Az, hogy megadtunk egy interpretaciot SpecRel-bol
SigTh-ba, azt is jelenti, hogy felirtunk egy-egy definiciét a mennyiségekre
és strukturajukra csak fényjelek kibocsatéasa és észlelése segitségével, a ko-
ordinatarendszerek felallitasara adtunk algoritmust, és értelmeztiik az "idG"
és "hely" stb. fogalmakat SigTh spartai egyszertiségii alapfogalmaival. Min-
dezeknek tobb kévetkezménye van, harmat felsorolunk.

— Adtunk a specialis relativitaselméletnek egy tin. operacionista szeman-
tikat. A tudoménymetodologidban van egy olyan szemlélet, hogy a fizikai
elméletek kiillonboznek abban a matematikai elméletektdl, hogy egy fizikai
elméletnél minden egyes alapfogalmat kotni kell a fizikai valosaghoz. Példaul
minden egyes alapfogalmat egy tn. mérési eljarassal lehet definialni (ezt
hivjak operacionista szemantikédnak). Esetiinkben a mérési eljaras eszkozei
fényjelek kibocsatésa és észlelése, és ezek segitségével definidltuk az idg,
hely stb (relativisztikus) fogalmait. Ezzel a térids fogalmainak egy jobb
megértését is nyertiik.

— Megmutattuk, hogy milyen értelemben axiémarendszere SigTh a speci-
alis relativitdselméletnek. James Ax tugy kozolte ezt az axiémarendszert,
mint a specialis relativitaselmélet egy lehetséges axiémarendszerét. Azon-
ban eredetileg egyéltalan nem volt vilagos, hogy mi koze van SigTh-nak



az Einstein-féle specialis relativitdselmélethez, annyira kevés dolog latszik
kifejezhetének benne. Megmutattuk, hogy ha SpecRel-hez hozzdadunk pér
egyszertisits, lényegtelen axiomat (pl. hogy minden foton-életiton csak egy
foton "utazik") és ugyanakkor a SigTh-ban kijel6liink egy "méterrudat" (pl.
az egyméastol egységnyi tavolsagra lev eseménypéarok halmaza alakjaban),
akkor az igy kapott két elmélet definicidsan ekvivalens. Fz azt jelenti, hogy
ugyanazok a fogalmak definidlhatok a két elméletben, s6t ezek strukturaja,
azaz a két elmélet fogalom-algebraja izomorf egymassal. (Ezek a fogalom-
algebrak az algebrai logikabol jolismert cilindrikus algebrék.) Az izomorfiz-
mus pedig ad egy kétiranyua forditést a két elmélet nyelve, éallitasai és fogal-
mai kozott. Azaz, a két elmélet, SpecRel és SigTh el6bb emlitett verzioi,
ugyanazt fejezik ki, csak kiilonb6z8 nyelven— ugyanaz a tartalmuk, de més a
"csomagolasuk". E kozelitésmod kiterjeszthetd altalanos relativitaselméletre
is, pl. a fekete lyukak Schwarzshild féle téridejére. Az eziranyu kutatést méar
elkezdtiik és jol haladunk vele.

— Az az algoritmus, amit a koordinatarendszer fényjelek segitségével valod
felallitasara megadtunk, értelmezhetd/kivitelezhets egy fénynél gyorsabb ré-
szecske szamara is. Igy kapunk fénynél gyorsabb "megfigyelSket". Ezek
azonban sziikségképpen megkiilonboztethetSk a fénynél lassabb megfigyel6k-
t6l. Példaul, mig egy fénynél lassabb megfigyel6 koordinata-tere 3-dimenzids
Euklideszi tér, egy fénynél gyorsabb "megfigyel6" igy kapott koordinatatere
3-dimenziés Minkowski tér. Minden igy kapott fénynél gyorsabb "megfi-
gyel§" egyforma (automorfizmus viszi at egyiket a masikba). Tehét egy meg-
figyeld ra tud jonni, hogy fénynél lassabban vagy fénynél gyorsabban mozog,
de annak a kérdésnek méar nincs értelme, hogy mennyivel lassabban vagy
gyorsabban [8, 4]. Mindezek a fénynél gyorsabb mozgast Gj megvilagitasba
helyezik, 1d. az alabbi 2.2 pontot.

Ahhoz, hogy megadjunk egy interpretaciot SpecRel és SigTh kozott, fej-
leszteni kellett a definialhatésag-elméleti eszkozoket. Nevezetesen, 0j tipusu
jelenséget kell kezelniink: nemcsak tulajdonsidgokat hanem 1j entitasok hal-
mazait is kellett definidlnunk. Ez azért van igy, mert pl. a SigTh elméletben
nem léteznek mennyiség tipusi entitasok, a SpecRel nevii elméletben vi-
szont igen, tehat amikor SpecRel -t SigTh-ba interpretaljuk, akkor definialni
kell SigTh eszkozeivel a SpecRel -ben alapfogalomként jelenlevd mennyiség
entitdsokat. Speciélisan az ilyen tipusu feladatokra alkalmas eszkozoket fej-
lesztettiink ki. Ennek vizsgalata informaciot szolgaltat arrél is, hogy bi-
zonyos elvont fogalmak, mint pl. a szamok milyen értelemben 1éteznek, tehét
ontoldgiai vonatkozésa is van a modszertinknek. Ebben az irAnyban tervez-
ziik tovabbfejleszteni az eszkozeinket, hogy minél kényelmesebben és intui-



tivabban lehessen hasznalni ¢ket.

Egy adott elmélet tobb kisebb, jol kezelhets elmélet rendszereként valo
felirdsa mindeniitt el6fordul a tudoményban, pl. a gépi tételbizonyitasnal is
fontos. A csoportunk altal mrtivelt axiomatikus kozelités kiilonosen alkal-
masnak latszik tételbizonyitok alkalmazasara. Valbéban, t6bb ilyen munka
is sziiletett. A [19] cikkben kozoltiik tapasztalatainkat az ISABELLE nevi
tételbizonyité program arra valé hasznélatarél, hogy SpecRel-b&l bizonyit-
suk azt, hogy fénynél gyorsabb megfigyeld nem létezhet (a SpecRel axio-
marendszer keretei kozott). Hasonlo szellemben alkalmaztak tételbizonyito
programokat a mi altalunk felirt SpecRel elméletre mas kutatok is, pl. [13].

2. Idé, fény mint hatarsebesség, és dinamika

2.1. 1dé algebrai struktiraja

A relativitaselméleti felfogasban az id& fogalma Gsszefiigg az in. koordinata-
id6 fogalméaval. Az el6z6 pontban leirt vizsgéilatokbdl is kideriil, hogy ez
pedig szorosan Osszefiigg azzal, hogy milyen strukturat hasznalunk a meny-
nyiségek megjelenitésére. Milyen mennyiségfogalmat érdemes illetve kell
hasznalnunk? A legaltalanosabban hasznélt mennyiségfogalom a fizikiban
a valos szamoké. De nem ez az egyetlen, pl. hasznaljak az imaginarius
szamokat az id§ leirasara (Hawking), beszélnek tobbdimenzids id6rol, ids-
hurkokrol. Axiomatikus kozelitésmodunk alkalmas e kérdések érdemi vizs-
galatara, ebben az irdnyban a kévetkezd eredményeket kaptuk.

— A speciélis relativitaselmélet axiomarendszereiben hasznélatos szam-
testekrsl gyakran kikotik, hogy minden pozitiv mennyiségnek van gyoke,
tobbek kozott azért, mert a Minkowski metrika képletében szerepel a gyok-
jel. A racionalis szamtest felett megadtuk a speciélis relativitaselmélet egy
olyan modelljét, amelyben tetszGleges iranyban, tetszéleges fénynél kisebb
sebességhez tetszGlegesen kozeli sebességgel mozoghat inercidlis megfigyels
(minden 2-nél nagyobb dimenzi6 esetén). Ez az eredmény azért meglepd,
mert nem lehet olyan modellt adni a racionalis szdmtest felett ketténél nagy-
obb dimenzi6 esetén, ahol barmely fénynél kisebb sebességgel mozoghat meg-
figyels [15].

Mint emlitettiik, a téridé geometridja és a mennyiségek algebrai struk-
tardja Osszefligg. Példaul, ha 2-nek nincs négyzetgyoke a mennyiségek tes-
tében, akkor a tér 000 pontjabol nem lehet fényjelet kiildeni a tér 110
pontjaba, de fénynél lassabb probatestet lehet (mert a 0000, 1000, 1100
pontokat 0sszekotd sikban nincsen 1 délésszogl egyenes, de vannak 1-nél



kisebb délésszogl egyenesek). Kérdés, hogy megfigyel tud-e mozogni a 000
pontbol az 110 pontba (azaz tudunk-e koordinatarendszert tenni ezekre a
probatestekre tgy, hogy a kapott megfigyelG-egylittesben a relativitas elve
igaz legyen, tehat hogy a megfigyelk egymastol megkiilonboztethetetlenek
legyenek).

— Bizonyitottuk, hogy 4 dimenzié esetén nemcsak olyan testek felett
lehet a specialis relativitaselméletet kielégits gazdag modellt megadni, amely-
ben minden pozitiv szamnak van gyoke. Egy modellt gazdagnak neveziink,
ha minden megfigyels vilagképében, minden 1-nél kisebb ddlésszogd térids-
egyenesen van megfigyels. Tehat, amelyik 3-dimenzids tér-egyenesen (egy
fénynél kisebb sebességti) probatest tud mozogni, azon megfigyels is tud.
Ez egy 2002-ben publikalt probléma megoldasa és megleps a valasz, mert
azt mutatja, hogy a térid6 elméletben ez a lényeges kérdés mas valasszal bir
harom illetve négy dimenzié esetén. Tovabbra is nyitott probléma, hogy 5
dimenzidéban lehetséges-e. Ha igen, akkor minden dimenzidéban lehetséges,
ha nem, akkor paros dimenzidéban lehetséges és valdszintileg semelyik parat-
lanban nem.

— A gyorsul6 megfigyel6k AccRel elmélete csak valosan zart testeket
enged meg a szdmok lehetséges strukturiinak, viszont minden val6san zart
test felett van modellje. Bizonyitottuk, hogy az alland6é gyorsulast meg-
figyelSk specialis relativitaselméletben val6é axiéomatikus vizsgalatdnak nin-
csen modellje az algebrai valos szamok teste felett. Nevezetesen, ehhez a
természetes logaritmus alapszama, az e sziikséges: egy relativitaselméleti
modellben allandé gyorsulast megfigyel§ csak akkor létezhet, ha a mennyi-
ségek struktiraja tartalmazza az e szdmot. Ez az eredmény azt jelenti, hogy
mig altalaban a gyorsulé megfigyel6k elméletéhez elegendd a valds szamok
els6rendd elmélete, specialisan az allandé gyorsulast megfigyelSk 1étezését
feltételez6khoz mar ez nem elég. Ehhez ki kell béviteni az elmélet matema-
tikai részét egyfajta (gyenge) halmazelmélettel. Mindez az altalanos relati-
vitaselméletre is jelent kovetkezményeket [21].

2.2. Fénynél gyorsabban, dinamika

A relativitaselméletet néha abbdl vezetik le, hogy a fény sebessége hatar-
sebesség, azaz informécio (okozati hatas) nem terjedhet gyorsabban mint a
fény. Valoban, tudoményos szenzécionak szamitott 2011-ben, hogy a CERN
kisérlete alapjan tgy tiint, hogy létezhetnek fénynél gyorsabban mozgd ne-
utrinék, és gy tekintettek a kisérletre mint olyanra, ami megdontheti a
relativitaselméletet. Az 1-es pontban leirt szemlélettel arnyaltabb a kép. A
relativitdselméletet abbdl is le lehet vezetni, hogy a fénysebesség alland6. Az



1 pontban leirt eredményiink azt mondja, hogy ha egy tetszdleges sebességet
kittintetiink és ilyen sebességi jelek hasznéalataval definialjuk (épitjik fel
kisérletek eredményeként) a koordinatarendszereket, akkor a SpecRel nevi
elméletet kapjuk (amiben pl. levezethet6 a Minkowski-metrika). Ha egy
fénynél kisebb sebességet hasznalunk a téridg "letapogatasara", akkor meg-
kapjuk tehat a specialis relativitaselméletet, de ebben lesznek a letapogatasra
hasznélt jeleknél gyorsabban mozg6 jelek. Tehat ugy ttinik, hogy ha feladjuk
a fénysebesség hatarsebesség voltat, de megtartjuk a fénysebesség allando
voltat, akkor még mindig megkapjuk a speciélis relativitaselméletet szinte
teljes egészében. Vizsgaltuk, hogy mik azok a fizikai jelenségek, amiknél
kihasznaljuk a fénysebesség hatarsebesség voltat. Ebben az irdnyban a
kovetkez6 eredményeket kaptuk.

— Annak alatamasztasara, hogy a fénynél gyorsabb részecskék léte (in-
formaciohordozo képességgel) onmagaban nem mond ellent a specialis rela-
tivitaselméletnek, konstrualtunk minden véges térid6-dimenziéban egy olyan
modellt, amiben minden téridé-egyenesen lehet informéciot kiildeni (pon-
tosan egy iranyba), és amiben még sincsen informécio-kor. Az informécio-
koroket az informacié multba vald visszakiildéseként lehet értelmezni, és ezek
paradoxonokat vetnek fel. Fzek a modellek teljesitik az einsteini relativitéis
elvét és minden inercialis megfigyels szamara mind a tér mind az idé ho-
mogén (de nem izotrop) benniik [3].

— Kidolgoztuk a relativisztikus dinamika (iitkozések, tomeg) olyan ver-
ziojat, amely fénynél gyorsabban mozgd tomegpontokra is vonatkozik. El-
s6rendt logikdban megadtunk a specidlis relativisztikus dinamikara egy ter-
mészetes axidmarendszert Ggy, hogy az axiémak a fénynél gyorsabb iner-
cialis tomegpontokra is vonatkoznak. Megmutattuk, hogy a fénynél gyorsabb
inercialis tomegpont létezése fiiggetlen az axidmarendszeriinktl. Tehét az
axiomarendszeriinkkel konzisztens az, hogy létezik fénynél gyorsabb iner-
cidlis tomegpont. Megmutattuk azt is, hogy hogyan valtozik az inercialis
tomegpont relativisztikus tomege és négyesimpulzusa koordinatarendszerrél
koordinatarendszerre. A fénynél gyorsabb inercialis tomegpontokra ez egy
1j eredmény, a fénynél lassabbakra pedig a megszokott eredményt kapjuk
vissza.

Modszeriink erGssége az, hogy az altalunk nyert szamszert dinamikai
képlet egy maroknyi elvi allaspontot tiikrézd, egyéaltalan nem szémszerd ax-
ioma kovetkezménye. Ezzel azt is megmutattuk, hogy a kapott képlet nem
egy a lehetséges jol mikods képletek koziil, hanem az egyetlen sz6bajové.

Az altalunk levezetett képletbdl az deriil ki, hogy fénynél gyorsabb tomeg-
pont esetében a sebesség novelésével a relativisztikus tomeg és az impulzus
is csokken. Negativ tomegi inercidlis tomegpontok létezese is fliggetlen az



axiomarendszeriinktdl (ez dsszecseng a gyorsulva taguldé Univerzum kozmolo-
giai elméletébsl adodo negativ energiastirtiségek lehetdségével), de ha van
negativ tomegi inercialis tomegpont, akkor van fénynél gyorsabb is. Eredeti
axiémarendszeriinket ki tudjuk béviteni tgy, hogy a fénynél gyorsabb iner-
cialis tomegpont létezése fliggetlen maradjon, de Gj axiémarendszeriinkhoz
hozzavéve azt, hogy nincs fénynél gyorsabb inercialis tomegpont (vagy azt,
hogy van fénynél gyorsabb inercialis témegpont) mar teljes elméletet kapunk.
Ez a szituicié analog azzal, ahogy a geometriaban a parhuzamossagi axiéma
figgetlen a tobbi euklidészi axiomatol [14, 20, 16].

— Megmutattuk, hogy ha vannak fénynél gyorsabb részecskék, akkor mar
a specialis relativitdselmélet keretei kozott is lehet a téridd sajatossagait ki-
hasznélva olyan kisérletet tervezni, ami eldont egy nem Turing-kiszdmithato
problémat (példaul a halmazelmélet ZFC axiomarendszerének konziszten-
cidjat). Azt is megmutattuk, hogy ilyen kisérlet csak akkor létezik a speciélis
relativitaselmeélet keretei kozott, ha vannak fénynél gyorsabb részecskék [18].
Megjegyezziik, hogy altaldnos relativitaselméletben sarkosan mas a helyzet,
mint azt pl. [10]-ben megmutattuk.

— A téridGelméletek potencidlisan létezs probatestek illetve fotonok élet-
utjarol szolnak. Ez alatt azt értjik, hogy pl. azt, hogy "barmely esemény-
ben barmely irdnyban ki lehet kiildeni egy fotont" tgy fejezziik ki, hogy
"barmely eseményben barmely iranyban kiindul egy (potencialisan létezs)
foton". Relativitdselméletben van egy par témakor, ahol kivinatos azonban
megkiilonboztetni az aktualisan és potenciélisan 1étez dolgokat. Ilyen pl. a
gondolatkisérletek leirdsa, ami kiilonosen hidnyzik a relativisztikus dinamika
megfogalmazasanal. Megjegyezziik, hogy kozmologiaban teljesen hasonlo
okokbdl hasznal intuicionista logikat a "fejl6dé Univerzum" lefrasara a lon-
doni Isham-iskola (1d. pl. Markopoulou elGadasait, frasait). Modalis logikat
hasznéltunk olyan vizsgalatok végzésére, ahol fontos kiilonbséget tenni ak-
tualisan létezd és potencialisan létez6 objektumok kozott. Modalis axio-
marendszeriink keretében a relativisztikus tomeget expliciten lehet definialni
(azaz kisérletek megadaséaval) csak kinematikai fogalmakkal és egyetlen etalon
test segitségével. Tovabba a modalis elméletbdl (par természetes segédax-
i6ma hozzavételével) bebizonyitottuk a relativisztikus tomegnovekedési tételt,
mely elvezet az Einstein-féle tomeg-energia ekvivalencia elvhez, azaz a hires
E = mc? formuléhoz [17].



3. Logikai és algebrai eszkozeink vizsgalata, tovabb-
fejlesztése

Legfontosabb eszkoziink a matematikai logikdban leginkabb elterjedt un. el-
s6rendt logika (FOL), tobb kiilonb6z6 formaban, pl. tobbszortd, modalis.
Mivel ezt az eszkozt fizikai elméletek vizsgalatara hasznéljuk, kiilléndsen
fontos az a kérdés, hogy a FOL mint eszktz hasznalata sziikiti-e a lehet&ségein-
ket, torzitja-e a vizsgéalatainkat, mikor mely forméjat, gyengitését lehet il-
letve nem lehet hasznélni. A kévetkezd eredményeket kaptuk.

3.1. A logika vizsgalata

— A jelenlegi tudoméanyos gondolkodas "anyanyelvét", az tn. els6rendi
predikadtumkalkulust rekurzivan beleinterpretaltuk (méasnéven leforditottuk)
egy igencsak egyszert L(Df3) nevii modalis kijelentéskalkulusba (mely algeb-
rai formaban nem mas, mint egy Boole-algebra harom kommutalé komple-
mentélt lezarasi operatorral kibévitve). Ezzel egy régota nyitott problémét
oldottunk meg, és modszert adtunk mas nyitott problémak megoldésédhoz.
Példaul, a forditds mentén az L(Df3) modalis kijelentéskalkulus orokli a
Godel nem-teljességi tulajdonsagot a predikatumkalkulustoél, tovabbéa a for-
dités segitségével bizonyithatd, hogy a Df3 algebraosztaly szabadalgebrai
nem atomosak. Ezen ) eredményekrsl négy alkalombol all6 ismeretterjeszté
el6adassorozatot tartottunk laikusok szamara, ahol azt kivintuk megvilagi-
tani, hogy hogyan hasznalja a tudoméany az "anyanyelvét", az elsérendi
predikatumkalkulust. A Tarski iskola koreiben jelentds visszhangot keltett
ez az eredmény, mert sarkosan élesiti Tarskinak egy 1946-os eredményét (a
Tarski-Givant konyv f6tételét), és ezzel meg is oldunk nyitott problémakat a
konyvbél, 1d. pl. |22, pp.89-90, p.124], [7].

— Bizonyitottuk, hogy a sztenderd dinamikus logika ZF-abszoliat de nem
KPU-abszolut. Ez a nem-abszolitsag azt jelenti, hogy a dinamikus logika
formalizalasanal hasznalt halmazelméleti eszk6zok tulajdonsigai szétvalaszt-
hatatlanul 6sszefondédnak, 6sszemosddnak a modellezni kivant jelenséggel. A
dinamikus logika fontos, a cselekvések kovetkezményeirsl valoé gondolkodashoz
ad eszkozoket (pl. programok helyességének bizonyitasa, vagy pedig fizikai
kisérletek eredményeirdl szolo allitasok). A dinamikus logika abszolut val-
tozata, az Gn. nemsztenderd dinamikus logika, az els6rendd FOL logika egy
szelete. Kz is megerssiti azt a nézetiinket, hogy a FOL mint eszk6z alkalmas
az altalunk végzett vizsgalatokra [1].

— Megmutattuk, hogy ha n egy 2-nél nagyobb egész szam, akkor n
darab valtozéval impliciten definidlhaté egy olyan n-argumentumu relécio,



amelynek nem létezik n valtozojellel megadhaté explicit definicidja. Ez azt
jelenti, hogy a definici6 cirkuléris, de a hattérelmélet minden modelljében
pontosan egy relacio elégiti ki, tehat értelmes definici6. Viszont a cirku-
laritast nem lehet eliminalni ebbdl a definiciobdl (ha csak n valtozojelink
van). Nem volt ismert, hogy létezik-e ilyen konstrukcié n = 4 esetben, és a
mostani konstrukcio egyszertsiti és egyesiti az n > 3,n # 4 esetekre ismert
korabbi nehéz és diverz konstrukcidkat. Technikai terminolégiaval mindez
azt mondja, hogy a végesvaltozos logikiknak nincs meg még a gyenge Beth
definialhatosagi tulajdonsaguk sem, mely fontos és sokat vizsgélt tulajdon-
sdg. Kiilonosen fontos ez a tulajdonsag a jelen kutatasban, mert az explicit,
cirkularitast nem tartalmazo definiciok az 1-es pontban leirt interpretaciok 6
alkotoelemei. A Beth definidlhatésagi tulajdonsag tovabba a tétel-bizonyito
programoknal is lényeges szerepet jatszik [9)].

3.2. Algebrai logikai vizsgalatok

A matematikai logika algebrai logika nevii 4gét is erdteljesen alkalmazzuk,
ezért az ezekben el6fordulé algebraosztélyokat is vizsgéljuk az algebra mod-
szereivel.

— A szamitdstudomanyban koézponti szerepet jatszo Kleene algebrak
a mar emlitett dinamikus logika algebrai forméai. A Kleene algebriaknak
két motivacids részosztilya van, az dn. nyelvi modellek és az tn. relacios
modellek, e két motivacids osztaly azonossigelmélete megegyezik. Megmu-
tattuk, hogyha a miiveletek kozé felvesszitk a "metszet" miiveletét (ez a
programok parhuzamos futtatasanak felel meg), akkor a nyelvi modellek-
ben tobb azonossag teljesiil mint a relaciésakban, éspedig pontosan harom
azonossaggal tobb (egy jolmeghatarozott értelemben). Ha viszont a metszet
hozzdadasaval egyidejiileg elhagyjuk az iires szobol allo nyelvet (ami a sem-
mit sem csinalé programnak felel meg) mint konstanst a miiveletek koziil,
akkor a két osztaly azonossagelmélete ugyanaz marad. Megmutattuk, hogy
a metszet miveletével kib6vitett Kleene algebrak szabadalgebrai mar nem
reprezentalhatok nyelvi modellekként, viszont ha kizarjuk az iires sz6bol allo
nyelvet, akkor tovabbra is reprezentalhatok nyelvi modellekként [5].

— A Kleene algebrak elméletét szokas vizsgalni ugy is, hogy a miveletek-
hez hozzaveszik a kompozicié (programok egymasutani végrehajtésa) rezi-
duéaltjat, azaz egyfajta inverzét, mert igy tobb szempontbdl jobban viselkedik
az elmélet. A kompozicioé végesen iteralt miiveletét iteracionak hivjuk (az
irodalomban ezt legtobbszor * jeloli), ez a binér relaciok tranzitiv reflexiv
lezartjanak illetve a programozaselméletben a loop programkonstrukcionak
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felel meg. Bizonyitottuk, hogy a reziduéltakkal kiegészitett Kleene algebrék-
ban érvényes iteraciét-nem-emlité azonossagokat nem lehet végesen axioma-
tizalni, még akkor sem, ha az axiomarendszerben olyan els6rendi formulat is
hasznalhatunk, amiben az itericié miivelete el6fordulhat. Kleene algebrakra
ennek az ellenkezGje igaz, ez Dexter Kozen eredménye. Eredményiink tehét
azt mutatja, hogy annak az &ra, hogy bizonyos tulajdonsagai a Kleene al-
gebraosztalynak jobbak lesznek a rezidualt miveletének hozzavételével, az,
hogy a Kleene algebrak egy szép axiomatizalhatosagi tulajdonsaga elvész [6].

— Az algebrai logikdban hasznélatos fliggvénystri relacidalgebrakra ad-
tunk egy 1j, az eddigieknél sokkal szemléletesebb és hasznalhatobb struktara-
leirast [2].

— Bebizonyitottuk, hogy abbol, hogy egy végtelen-dimenziés kvézi-poli-
adikus algebra cilindrikus-reduktuma reprezentalhato, nem kovetkezik, hogy
az egész algebra reprezentalhato. A bizonyitasban szerkesztettiink egy repre-
zentalhato végtelen-dimenzios cilindrikus algebrat, amihez felvettiink abszt-
rakt, a poliadikus axiémékat teljesité permutéacié-miiveleteket agy, hogy nem
lehet az igy kapott teljes kvazi-poliadikus algebrat reprezentalni. Ez az ered-
mény azt mutatja, hogy a permuticié-miiveletek jelentésen megnéovelik a
cilindrikus algebréak kifejezerejét [11].

(II) EREDMENYEINK HATASA, NEPSZERUSITESE, MAS KU-
TATOKKAL VALO KAPCSOLAT

A csoportunkban végzett relativitaselméleti és logikai munkat kiilféldon
ismerik és elismerik. Ezt mutatja az is, hogy gyakran hivnak meg minket
meghivott plenéris eladonak, szervezé és programbizottsagi tagnak kiilfoldi
konferencidkra. A jelen projekt ideje alatt a kovetkezs konferencidkon voltunk
meghivott plenaris vagy valamilyen mas médon kiemelt statusza eladok a je-
len projekt témajaban: Physics and Computation, Egyiptom 2010 (meghivott
plenaris el6adés és tutorial, Madarasz és Székely), Topology, Algebra, and
Categories in Logic, Marseilles 2011 (featured plenary talk, Andréka és Né-
meti), The incomputable, Chicheley Hall Anglia 2012 (meghivott plenaris
eldadas a relativisztikus kiszamithatosag témakorben, Németi), Symposium
on the Future of Logic, Amsterdam 2014 (meghivott plenéris eladéas, And-
réka és Németi), Universal Logic, Istambul 2015 (meghivott tutorial a rela-
tivitaselmélet logikai felépitésérsl, Székely).

Logic and Relativity cimmel nagysikert konferenciat szerveztiink 2012-
ben Budapesten, ennek folytatasaként Logic, Relativity and Beyond cimmel
hasonlé konferenciat szerveziink 2015-re.

Kiilféldi kutatok meglatogatjak csoportunkat abbol a célbol, hogy egyiitt
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kutassék a téméat veliink (pl. Michele Friend USA, Michael Stannett Anglia,
Daniele Molinini Olaszorszag, Thomas Benda Taiwan, Tarek és Amr Sayed-
Ahmed Egyiptom, Pavel Pudlak Csehorszag részvételével haromnapos mini-
workshop a relativitaselmélet logikai felépitésérsl). Kiilfoldi didkok gyakran
csatlakoznak a kutatésainkhoz diplomamunka/disszertacio irasa céljabol (pl.
Benjamin Hoffman USA, Mohamed Khaled Egyiptom, Koen Lefever Bel-
gium).

Eredményeinket ismertetjiik konferencidkon, szeminariumi eladasokban
és egyetemi kurzusokban itthon és kiilféldon is (pl. London, Sheffield, Briisszel).
A kovetkezd konferencidkon tartottunk elGadast a projekt idStartama alatt,
a projekt téméajabol (a fentebb méar emlitett meghivott el6adasokon feliil):
Non-Euclidean Geometry and its Applications, 7-th Bolyai-Gauss-Lobachevs-
ky Conference, Kolozsvar 2010 — Physics and Computation Workshop, 10th
International Conference on Unconventional Computation, Turku Finland
2011 — How the world computes, Turing Centenary Conference, Cambridge
2012 — Foundations of Physics, Miinchen 2013 — Logic Colloquium, Vienna
2014 — 2nd workshop of the Budapest-Krakow research group, Krakké 2014.
A konferencidkon nem tudtunk volna résztvenni a jelen OTKA tamogatéas
nélkiil.
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