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A palyazat cime: Tartoszerkezetek topologia és "layout' optimdlasdanak

alapveto feladatai: determinisztikus és sztochasztikus alkalmazasok

(Részletes jelentés)
Az aldbbiakban a palydzat keretében elért kutatdsi eredményeket foglaljuk 0Ossze.
Irodalomkutatasi munkank eredményeit 6sszefoglald jellegli konyvfejezetekben ismertettiik.
Ezekben kozre adtuk az eddig fellelhetd analitikusan meghatarozott optimalis topologidkat és
a sztochasztikus topoldgia optimalds numerikus eljardsait. A munkdakat felhasznaltuk a
megvédett disszertaciok irasanal.
Analitikusan meghatarozott optimalis topologidkat szdmoltunk a kétszeres szimmetridval
rendelkezd ketté koncentralt er6vel terhelt racsos és ,,truss-like” tartokra. Numerikusan is
ellendriztiik ezeket. Kiigazitassal ¢élhettink a Michell féle analitikus megoldassal
kapcsolatban, ami egy teheresetre és fesziiltségi korlatra vonatkozott. Olyan megoldasokat
kutattunk, ahol az eredeti Michell-féle optimalitési feltétel vagy a Hemp-féle ortogonalitasi
elv. nem ¢érvényes. Ezzel eredményt mutattunk a fesziiltségi korlatra vonatkozo
munkarésziinkre is.
Tovabba analitikusan meghatérozott optimdlis topoldgidkat kiterjesztettiik a huzasra és
nyomasra kiilonbozéen viselkedd rudelemekbdl felépitett szerkezetekre vonatkozodan. Itt
megoldasi javaslattal éltiink,arra az esetre, ha hianyos (vagy nincs) ,,adjont” elmozdulas
mezo.
A sztochasztikus topologia optimalas teriiletén 0j szadmitasi eljarasokat fejlesztettiink ki a
valdszinliségi valtozéval megadott tdmadaspontil terhelés esetére. Itt harom modszert
dolgoztunk ki, melyek alkalmasak az iteracion alapulo, az el6z6 OTKA kutatasunkban leirt
modszer altalanositasaval nyert eljaras kiterjesztésére. Egyszeriibb esetekben az altalunk
»adjoint” modszernek nevezett eljarassal a szerkezeti tamasz — kiilsé erd felcseréléssel
oldottuk meg a feladatot. A masodik eljarasban a -3szigma, +3szigma intervallumon beliil
erdszétosztas alapjan épilt fel a mechanikai modell. A harmadik eljarasban szimuléacidval
valoszinliségi értékeket rendeltiink az egyes teherpoziciokhoz ¢és igy ,.@pitettiik” fel a
helyettesité determinisztikus feladatot. Mindharom modellhez szamitdgépes programokat is
készitettink FORTRAN nyelven. Parametrikus vizsgalataink eredményeképpen tobb

numerikusan meghatarozott valosziniiségi valtozoval megadott timadaspontu terhelésii tartd

crer
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A sztochasztikus topoldgia optimalds soran mint helyettesitd feladat, egymast kizaro, tobb
terhelési esetre készitettiink mechanikai modelleket.

A megbizhatésagelmélet felhaszndlasaval szamitdsi eljarasokat fejlesztettiink ki vazas
szerkezetek ,,]Jayout” optimalasara. A képlékenységtan alaptételeinek szélesitésével épitettiik
fel a mechanikai feladatunkat.

Numerikus szamitasi eljarast adtunk kozre puhulé-lagyuldé anyagok figyelembe vételével
vazas szerkezetek szamitasara. Ez jo kiindulopontot adott a foldrengésteherrel terhelt
szabvanyos szdmitdsok javitdsdra. Itt a gyengeszinti folydsi mechanizmusok elkeriilésére
eljarast készitettlink.

Eredményeink a padlyazat idoszakaban igen széleskoriiek: 62 publikdacio (15 folydiratcikk —
ezek osszesitett impact faktora:15.165-, 1 MTA és 2PhD disszertdacio), ezekre 53 hivatkozds
(MTMT), ami 100 folotti Google hivatkozast eredményezett ezen 5 év alatt.

Valamennyi témaban szdmos mintapéldat is megoldottunk és azok eredményeit elemeztiik.
Ezek ismertetésére ezen a helyen is csak nagyon korlatozottan van lehetdség. Itt csak néhany
részt ismertetiink a fentiekben felsorolt eredmények koziik. A publikaciokbol a tovabbi

munkarészek megtudhatok.

Valogatott fejezetek a kutatasi programbol:
1. Sztochasztikus topologia optimalas és analitikusan meghatarozott

topologiak

A jobb megértés érdekében roviden ismertetjiik a kidolgozott algoritmust kiindulva a determinisztikus
feladatbol. Alkalmazva a végeselemes alapfogalmakat, tekintsiik az aldbbi tervezési esetet:
e Legyen a linearisan rugalmas anyagu szerkezet (tarcsa) 2D tervezési tartomanya ismert. A

szerkezetet a végeselemes diszkretizalas szabalyi szerint osszuk fel G (g=1,2,...,G)

alaptartomanyra. Az egyes tartomanyok 7, vastagsaga legyen konstans (egységnyi). Minden

alaptartomanyt osszunk fel tovabbi E. (e=1,2,...,E ) elemre. (Gyakorlatilag ez azt jelenti,
hogy a halozat generalaskor egy elsddleges halozatot készitlink, majd ezt tovabb osztjuk egy
masodlagos haldzattal.)

o A terhelés egyparaméteres, statikus, determinisztikus adatokkal leirt.

e A megtamasztisok adatai adottak.

o Adottak az elmozdulasi korlatokat definiald feltételek — hely (d=1,2,...,D) és nagysag -.
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Felhasznalva az elobbi normalt vastagsagi szerkezetet, a linearitds miatt a feladat kdnnyen

attranszformalhaté egy ¢, =¢_ vastagsagl szerkezet vizsgalatra. Belathato, hogy a terheket

t, =t tetszOleges értékkel beszorozva a kapott feladatban a fesziiltségek, alakvaltozasok és

g max

elmozdulasok azonosak lesznek az eredeti normalt feladat eredményeivel.

A szerkezet W sulyat az alabbi médon szamithatjuk:

G
W=Dy A, . (1.1)

g=l1

Itt y, a szerkezet anyaganak fajsilya, 4, a g-edik alapelem teriilete. Az elmozdulasi korlat a

szerkezet adott pontjaban a tényleges elmozdulas ismeretében, amit a tartok statikdjdban ismert médon
szamithatunk, felirhato:

i, Ku—-A,<0; (d=1,..D), (1.2.2)

ahol i, a d-edik helyen és iranyban hato, egységnyi nagysagu virtualis erébdl szamitott virtualis
csomoponti elmozdulasok vektora, K a szerkezet merevségi matrixa, u a P teherbdl szamitott
tényleges csomoponti elmozduldsok vektora, A, a d-edik elmozdulasra elére megadott korlat

nagysaga.

Abban az esetben, ha egyetlen elmozdulasi korlatot (d=1) veszink fel a szerkezet egy megadott
pontjaban, és a terhelés is csak itt hat, belathato, hogy (1.2.a) feltétel helyettesithetd a kovetkezd
kifejezéssel:

u'Ku-C<0; (1.2.b)

ahol C (compliance) a kiilsd potencialis energia. A tovabbiakban ezt az (1.2.b) egyenl6tlenséget
hasznaljuk a topologiaoptimalas matematikai programozasi feladataban. (Ezt az un. (compliance)
tervezési modszer elméletét Hegemier és Prager (1969) bizonyitotta és altalanos tervezési modszernek
javasolta.)

Tovabba adjunk meg minden alaptartoméany ¢, vastagsagdra egy also, illetve egy felsé korlatot

(praktikusan 7, =0 ¢és ¢ =1):

~t, +1,, <0; (g=1..,G),

(1.3)

ty =t <0; (g=1,..,G).

Ezek a korlatok (0 és 1) gyakorlatilag azt szolgéljak, hogy a tervezés eredményeként azt adott elem

létezik-e vagy nem. Ahhoz, hogy elkeriiljiikk a kozbensd vastagsagi értékeket a szerkezet sulyat egy
G 1

modositott képlettel szamoljuk. Az 0j formula W = z }/gAgtgp , ahol p (p=1) a biintetd paraméter,
g=1

¢s szerepe ugyan az, mint a klasszikus OC modszereknél hasznalt biintetd paraméter. Megjegyezziik,

hogy ¢, =0 ¢és 7, =1 esetén a modositott képlet is a tényleges sulyt szolgaltatja.
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A topoldgiaoptimalés alapfeladata biintetd paraméterrel kifejezett suly-célfiiggvény és ,,compliance”-
feltétel alkalmazasaval a kovetkezoképpen adhatdo meg:

1

B G 1
min W =min ZygAgtg” (1.4.2)
g=1
az alabbi feltételek mellett
uw'Ku-C<0;
~t, +1,, <0; (g=1...,G), (1.4.b-d)

t, =t <0;  (g=1..,G).

Az (1.4) matematikai programozasi feladatban az u csomoponti elmozdulasok vektora a Ku=P
linearis egyenletrendszerb6l meghatarozott a hato P terhelés hatasara.

1.1 Topologiaoptimalas valésziniiségi valtozokkal adott terhek esetén

A valoszinliségszamitds, mint matematikai elmélet régota szerepet jatszik a mérndki
tervezésben €s az azt szabalyzo nemzeti szabvanyokban. A valoszintiségi adatokkal megadott
tervezés azonban annak komplex volta miatt nem tudott teret nyerni a fontossaganak
megfelelden, ahol nem elkeriilhetetlen, ott ma is a determinisztikus adatokra épiild tervezés
jatszik elsddleges szerepet. A sztochasztikus szamitds elmélete, a megbizhatosagi elméletre
alapul6 optimalis tervezés hosszu ideje foglalkoztatja a kutatokat (lasd Marti), de napjainkban
keriilt igazan az optimalis tervezéshez kapcsolodo kutatdsok kdzéppontjaba. Ennek tovabbi
igen fontos bizonyitéka, hogy két fontos nemzetkozi folyodirat (ZAMM és a Structural and
Multidisciplinary Optimization) is specidlis szamot adott ki a témakorben 2007-ben és 2008-
ban. A kutatdsi teriiletek igen szertedgazdak, de a topologiaoptimdlds teriiletén beliil
nagyszamu tervezési valtozd alkalmazasdval nem publikaltak hatékony eljarast. Jelen
alfejezetben az elézdleg megadott mddszert terjesztjiik ki valdszinliségi valtozokkal megadott
terhek esetére, ahol ismertnek tételezziik fel a terhek eloszlasat, varhatod értékét és szorasat. A
teher megadéashoz sziikséges adatok (nagysag, irany-hatasvonal, tdmadaspont) koziil az erd
nagysaganak és tamadaspontjanak a bizonytalansagait figyelembe vevo szamitasi eljarasokkal
foglalkozunk. Az irany-hatadsvonal problémakore az eré nagysagbol addodo bizonytalansaggal
kezelhetd egy egyszerli dekompozicid elvégzésével. Az altalunk kidolgozott eljaras Prékopa
altal publikdlt tételén alapszik, amely szerint egy valdszinliségi valtozok linearis
kombinaci6jabol képzett valdszinliséggel korlatozott feltétel, egy vele egyenértékii, konvex

determinisztikus kifejezéssé alakithatd. Ennek fontossaga miatt ezt roviden ismertetjiik. A
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tétel Kataoka tételére épiil.

1.1.1 A feladat matematikai alapjai

Legyenek &,¢&,,...,&, valosziniiségi valtozok, normalis eloszlastiak. Tovabba legyen adott egy

valds szamokbdl alkotott x € R” vektor, amely kielégiti a kdvetkezd egyenldtlenséget:
Prob(x,& +x,&, +...+x, & <0)2q; (1.5)

Prékopa megmutatta, hogy az el6z6 (1.5) egyenldtlenség ekvivalens a

> x40 (g) XK, x <0 (1.6)

i1

egyenlStlenséggel. Itt a &, (i=1,2,...,n) valoszinliségi valtozok varhato értekeit (E,, (&)
jelolje p, =E, (&), tovabba K, a & =(&.S,,....E,) valosziniiségi véltozokhoz tartozd
kovariancia matrixot (elemei x; -vel jeldlve), g (0(q(l) egy elbre adott valoszintisegi érték,
®"'(g) un. ,,probit” fiiggvény, azaz a normalis eloszlas kommulativ inverz eloszlasfiiggvénye.

A tovabbiakban az erre a tételre alapulo atalakitast alkalmazzuk..

1.1.2 A sztohasztikus topolégiaoptimalas matematikai programozasi megfogalmazasa

bizonytalan eronagysag esetén
Konnyen belathato, hogy (1.2.b) feltétel atirhaté6 u"P—C <0 alakba, hiszen u'Ku=u"P.

fgy a determinisztikus topologiaoptimalas  feltételes  szélsdérték  feladata maés

megfogalmazasban a kdvetkez6 mddon adhatd meg:

.G 1
W=>Y 7,4t =min! (1.7.2)
g=1
u'P-C<0;
az alabbi feltételek mellett —t, i <0; ( g=1.., G), (1.7.b-d)
ty =ty <0; (g= e

Tételezziik fel, hogy P' =[FB,B,...,P,] tehervektor zérustol kiilénbdzd elemei valosziniségi
valtozoként adottak. Az erémegadas adati koziil az erd nagysagat tekintsiik valoszinliségi
valtozonak, amelyeket normadlis eloszlastiaknak tételeziink fel. A terhek varhato értékét

jeloljik P=E (P)-Vel, (i =1,...,n), mig a kovariancia matrix K elemeit &, -vel;

i~ Hxp \ i

(i=L..,n j=l..m). A l_)T:[E,ﬁz,...,}_’n] terhelés hatasara az ﬁT:[L_tl,ﬁz,...,ﬁn]
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csomoéponti elmozduldsokat a Ku =P linearis egyenletrendszerbdl kapjuk. A virtualis erdk
tételének alkalmazédsaval az u, elmozdulds szdmithato, hiszen u, =u'Ka,. Itt 4, az i-edik

helyen 1év0 egységerébdl szamitott elmozdulds vektor. A kapott elmozdulasok

felhasznalasaval az w'P=u B +u,P, +...+u, P, kiilsé potencial ,,compliance” felirhato, de
(1.5) alkalmazasahoz ennek linearizalasara van sziikségiink. Ezt az alabbi médon teheté meg:

bontsuk két részre aP=P+dP valoszinliségi valtozoként megadott tehervektort. Az

elmozdulésok és a terhek kozotti linearis kapcsolat miatt:

u=K'P ésu=K'P. (1.8)

Mivel a K merevségi matrix szimmetrikus az u’ =P’K™" és az ' =P'K™' elmozdulasok

szamithatok és a ,,sztohasztikus compliance” az alabbi modon irhato fel:
u"P=P'K"'P=(P+dP) K" (P+dP)=P"K'P+2P'K" (dP)+(dP)' K" (dP). (1.9.a)
Elhagyva az utols6, masodfoku tagot, a ,,sztohasztikus compliance” szamitdsa az aldbbi

lineéris képlet alapjan kozelithetd:
u'P~P'K'P+2P'K ™' (dP)=u'P+2u’ (dP)=2u" (P+dP)-u'P. (1.9.b)
Tehat a ,,sztohasztikus compliance” egy lehetséges linearizalt szamitott értéke:
uP~2uP-u'P. (1.9.c)
Adott minimalis g valosziniség, (0{g(l) és C ,,compliance” esetén az alabbi feltétel irhatd

fel:
Prob((2(@R+%P, +...+,P, )~ (MR +LP, +..+T,F,))-C<0) 2. (1.9.d)

Bevezetve a P

n+l

hidnyvaltozot E, (F,,)) =1 varhato értékkel és zérus kovariancia értékekkel

=0;x;

i,n+1

(x

n+l,i

=0;(i=1L...,n+1)), a(1.9.d) feltétel az alabbi mdédon irhat6:

n+l n _
Prob(2Y x,P-> P <0)>q; (1.10.a)
i=1

i=1
itt x, =i ; (i=1,...,n) és x,,, =—C/2. A Prékopa altal megadott (1.6) feltétel alapjan (1.25.a)

az alabbi konvex feltétellé atirhato:

n+l n

ZleE—ZLTI.ISiﬂLZ(D'I(q)«/xTKOVx <0; (1.10.b)

i=1 i=1

itt @' (q) a un. ,,probit” fliggvény, K a hidnyvaltozoéhoz kapcsolatos bdvitett kovariancia

ov

matrix. Belathato, hogy (1.10.b) elsd része ekvivalens a determinisztikus ,,compliace”

feltétellel:
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=1 i=1 : (1.11)
fgy valoszintiségi valtozoként megadott terhelés esetén a bévitett ,.compliance” feltétel az

alabbi mddon irhatd fel:

ﬁTKﬁ—C+2<D'1(q)m50_ (1.12)

Ennélfogva a valosziniségi valtozoként megadott terhelés esetén a  bdvitett

topologiaoptimalas feladata az alabbi modon irhat6 fel:

G 1
W=>y,At! =min! (1.13.2)
g=1
K- C20" (¢)/x'K, x <0;
az alabbi feltételek melletty—, +1,,, <0; (g=1,...,G), (1.13.b-d)

t, =t <0 (g=1..,G).

A kapott matematikai programozasi feladat megoldasa az (1.4) feladatndl ismertetett elvek
alapjan szintén iteracids algoritmus formajaban torténik. Matematikailag a (1.4) és (1.13)
feltételes szélsdérték feladatok azonos tulajdonsdguak, hiszen a (1.4.b) feltételt helyettesitd
(1.13.b) feltétel konvex.

1.1.2.1 Az iteracios képlet szamitasa

Az eldzéekben ismertetett elveket kovetve a sztohasztikus topoldgiaoptimalas feladata
formailag az (1.4) matematikai programozasi feladattal azonos. Megoldasa az ott ismertetett
elvek alapjan torténik, azaz az optimalitasi feltételekbdl az iteraciés formula levezetheto.
Ahogy a klasszikus optimalitasi feltétel (COC) moddszereknél ismert, a Lagrange-szorzo
kiszamitasa elOtt az ismeretlen vastagsagi értékekre egy tartomanyt kell megadnunk, amely
alapjan a kapott vastagsagi értékeket (A ) aktiv, illetve (P ) passziv vastagsagi értékek
halmazéba tudjuk sorolni.

Harom eset lehetséges: ha ¢, <17, <z, (vagyis a g alapelem “aktiv”’, ge A ) akkor a ¢,

max

'
vp(R, +B, )|
vastagsag szamitott értéke: 7, = % . (1.14)
e
g/ 8

E‘S ~
Iit az el8z8ckhez hasonléan az R, =12 ) ul KU

e=l

> ahol K —az egységnyi vastagsagl

elemekbdl (z, =1)) szamitott un. ,,normalt” merevségi matrix. Tovabba a korrelacios értékek
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miatt egy tovabbi tagot eredményez a szdmitas:

n n E.g T Es T
= ="~ — O =
ZZ Kyl “gnge“gei+”f’(zfzugnge“ge/
1 j e=1
- .
X K x

A kovetkezd eset, ha ¢ =1, . Ekkor a Kuhn-Tucker feltételekbdl a kovetkezd

egyenldtlenséget kapjuk

(> s el (1.15)

Ez azt jelenti, ha a (1.15) alapjan szamolt 7, vastagsag also korlatja kisebbre jonne ki mint

a (1.30) egyenl6tlenség a ¢, =1 esetén mindig teljesil. Végezetiil hasonlé modon

Z‘min b
jarunk el a 7, =¢ esetén is. Itt a Kuhn-Tucker feltételekbdl a kovetkezd egyenlStlenséget

kapjuk:

P

Vp(Rg +Bg) P
A7, '

t, <

(1.16)

Ez megengedi, hogy a 7, =17, legyen, amikor a szamolt 7, vastagsag nagyobb min 7 .

Ha 1, =t vagy ¢, =t , akkor a g-edik alapelemet “passziv’-nak nevezzik (geP ).

max
A minimadlis illetve a maximalis vastagsagi érték megallapitasa az el6zéekhez azonos modon

torténik (¢, =107%).

min

Ha az (1.13.b) feltétel aktiv, akkor az egyenldtlenség egyenldségként teljesiil:
u' K- C+20" (¢)x'K, x=0. (1.17)
Mivel a g-edik alapelem ,,determinisztikus compliance” értéke az R, = 2y u ngu

alapjan szamitodik, a teljes szerkezetre (aktiv és passziv elemeket szétvalasztva) a kdvetkezd

egyenletet irhatjuk fel.
C-20"(q){x'K x:Zt—ng > <. (1.18)

Ebbe behelyettesitve az aktiv elemekre szamitott vastagsagi értékeket

20" (WK x=Y ey Fe (19
&P t'g g=A {Vp(Rg +Bg)Jp+1

Ag7g
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az iteracios 1épést szabalyz6 v Lagrange szorzo szamithato. Ertéke

p+l

P P
AJ/ p+l
Z{ - J R
| p(R,+B,)) ¢ _ (1.20)
C—ch"(cz),/xTwa—Z1;eg
geP g

Ezekutan az (1.13) feladat iterdcidos moddszerre alapulé megoldési algoritmusa az

eloz6ekhez hasonldan torténik

1.1.3 A sztohasztikus topolégiaoptimalas matematikai programozasi feladatként valo
megfogalmazasa bizonytalan eré6timadaspont esetén
Legyen a toplogia-optimalés targya az 1.3 abran lathatd szerkezet (adott tervezési tartomany,

erd és elmozdulasi peremfeltételek).

h g E
: Bnd
.—"..__“.1 p—
2y
7 B li‘:’

1.3. abra. Tervezési tartomany és peremfeltételek

A szerkezet anyaga linedrisan rugalmas ¢€s izotrop. A terhelést leird adatok koziil a nagysag €s
irany determinisztikusan, mig a terhek tdmadéspontja sztochasztikusan adott. Itt csak azzal az
esettel foglalkozunk, ahol a tAmadéasponti bizonytalansagok miatt a végsé szerkezeti kialakitas
olyan lesz, hogy akar egy masodlagos teheratado szerkezet beiktatasaval is, de az eré mindig

tud érintkezni az optimalis szerkezettel (a teherdtadds mindig lehetséges). Jeloljiik

P’ :[E,@,...,B,...,a]—vel a tehervektort, ahol az ismert hatasvonali er6komponenst

P, (izl,...,n) jeloli. Ennek az erdnek (az i-edik erd) a tamadaspontjat x., (i=1,..,n)

1

valoészintiségi valtozoval adjuk meg (1.3 abra), melynek ismertnek tételezziik fel az eloszlas
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tipusat -az egyszerliség kedvéért legyen normalis eloszlasu-. Tovabba az X, (i=1,..,n) jelenti
ennek a tdvolsagnak a varhato értékét, mig o, (i=1,..,n) a szorasat. Egy egyszerii szamitassal
(vagy adat formdjaban ismert) meghatarozhatjuk azt, hogy a haté terhek milyen
valoszintiséggel keriilnek egy adott pozicioba. Annak kovetkeztében, hogy a terhek
tamadaspontjai sztochasztikusak a beldliik szamolt ,,compliance” érték is valdszinliségi
valtozoként kezelendé és nem szamithaté kénnyen. gy a topoldgiaoptimélas bonyolultabb,
mint determinisztikus esetben volt.

Ahogy az eldzdekben is megadtuk a ,,compliance” —a most hasznalt alakja a kiils6 potencialis
energia- az alabbiak szerint szamithato ,,formalisan’:

u'P=uP,+u,P,+..+u,P,. (1.21)

Itt (u,, i=1,...,n) elmozdulds értékek a Ku=P linedris egyenletrendszerbdl kapott

elmozdulas komponens értékek a P, (i=1,...,n) er8komponenseknek megfeleld irdnyban. A

kapott energia érték természetesen probabilisztikus €s a tovabbiakra tételezziik fel, hogy

normalis eloszlasu.

1.4. dbra. Helyettesitd szerkezet tervezési tartomanya és peremfeltételei
Alkalmazva a klasszikus topoldgiaoptimalas alapfeladatdban hasznalt ,,compliance” feltételre
vonatkoz6 korlat sztochasztikus esetre torténd kiterjesztését, az 0j tipusu tervezési feltétel az
alabbiak szerint adhatjuk meg:

Prob(u"P-C<0)>q. (1.22)
Itt 0{g{l az un. elvart tervezési biztonsagi értéket jelenti és a gyakorlati tervezésben
hasznalatos szerkezeti 6sszeomlasi valoszintiséggel kapcsolatos (EUROCODE 1990, 1991).
Ennek részleteire itt nem tériink ki.

Kovetve a Prékopa-féle fels6-korlatra vonatkozé megfogalmazast a (1.22) feltétel a kovetkezo

10
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konvex kifejezéssel helyettesito:

ieﬁi —C+®™" (q){b"K, b 0. (1.23)

i=1

Itt w=E,u), (i=1..,n) az u,, (i=1,..,n) elmozdulds értekek varhato értékét jeloli a
sztochasztikusan megadott P, (i = 1,...,n) er6k alatt ¢s irdnydban, mig K_ ezen
elmozdulasok kovariancia értékeibdl szamitott kovariancia matrix. A b" = [Pl,Pz,...,B. ,...,Pn]
vektort a haté er6kbdl allitjuk dssze. Az u, =E, ,(u ), (i=1,...,n) varhato elmozdulasértekek
¢s a hozzajuk kapcsolatos K > (z' =L..,n j= 1,...,n) kovariancia értékek a K kovariancia

matrixban a késdbbiekben ismertetett egyszerli parametrikus vizsgalattal vehetok szamitasba.
fgy a klasszikus topologiaoptimalds bizonytalan tamadaspontd terhelésre Kkiterjesztett

optimalasi feladata a kovetkezd formaban adhaté meg (Logo 2012):

1

G -
W=>y,A,! =min! (1.24.2)
g=1

n

> P, - C+®™ (¢)\[b"K b <0;
i=1

az alabbi feltételek mellett < —¢, +7,;, <0; (forg = 1,...,G), (1.24.b)
t,~l <0;  (forg=1,..,G).

Az ilyen tipusu mechanikai modell a elézéekben részletezett iteracios eljarashoz hasonldan
megoldhat6. A feltételi egyenletek tovabbi feltételekkel bdvithetok (stabilitasi, fesziiltségi

korlat), de ez nem témaja ennek a dolgozatnak.

1.1.3.1 Egyszeriisitett parametrikus eljarasra alapulo topoldégiaoptimalas bizonytalan
tamadaspontu erok esetén

A kovetkezdekben bemutatott mechanikai modellt akkor alkalmazhatjuk, ha a bizonytalan

tdmadéspontokban az adott er6k eléfordulasainak valoszinlisége adott. Tekintsiik a 1.3 abran

megadott optimalis tervezési feladatot. Mivel az egyes terhek tdmadaspontja nem ismert

determinisztikusan, egy mechanikailag ekvivalens erérendszer hozhat6 létre a P erd
tamadaspontjanak elére ismert X, varhato értéke, mint szerkezeti pont kornyezetében a

parametrikus vizsgélat elvégzéséhez. Felhasznalva, hogy ismerjiik a tdmadaspontok

eloszlasdnak tipusait —most normalis eloszlas-, varhatdo értékét ¢&s szorasat egy

P, (i=12,.,n; j=L.,k) helyettesit errendszer allithato eld az eredetileg adott F, erd

11
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helyett annak ismert X, varhat6 értékli timadaspontja koriil —mint bazispont koriil- az ismert

nagysaggal €s iranyitdssal. Jelen esetben ez az egyszerliség kedvéért szimmetrikus elrendezést

és hét erdt jelenet a 4.4 abranak megfeleléen a (P, P,, P;, P,) erékbol komponalva.

Ezen erék a csoporton beliil és kiviil is fiiggetlenek és mindegyikhez egy elére megadott

rrrrrr

Ennek megfeleléen a terheléshez ez a kiegészitd adat tartozik, vagy az el6tervezésbol
szamitando. Tehat a tervezés i-edik terhelésre vonatkozo adata ezzel a paraméterkettzéssel -

w,, G =L..,k=T7), (B,F,, 05, F,)-lesz teljes, természetesen figyelembe vessziik ezen er6k

fiiggetlenségét is. Ennek megfeleléen az optimalis tervezés helyettesitd kiinduléasi feladata a
1.4 abranak megfeleld elrendezésti. Az igy Iétrehozott helyettesitd feladat mar
determinisztikusan megadott feladatok sorozatara bonthato a terhelés és elmozdulds szamitas

szempontjabol. Alkalmazva a B, (i=1,..n; j=1,..,k) fluggetlen erfket, mint terhelési
eseteket, az i-edik teherbdl szamitott w,, (j=1,...k) elmozdulds vektora a szerkezetnek a
Ku, =P, linedris egyenletrendszerbdl szamithato. Mivel az els6rendii elméletet alkalmazzuk

¢s az anyag linedrisan rugalmas, az elmozduldsok szuperponalhatosidga €és a reciprocitasi

tételek (Szabo, Roller (1971)) alkalmazhatok. Felhasznalva ezen u,, (j=1,..,k) elmozdulés
vektorokat €s a kapcsolodo tehergyakorisagi wy, (i =1,...,n; j =1,..,k) valoszinliségeket az i-
edik terheléshez kapcsolodd wu. elmozdulds u, varhato értéke és annak D’ (1))

szorasnégyzete az alabbi dsszefliggésekbdl szamithatoak:

u = iuijwij ; (1.25.2)
j=1
D (u,)= zk:(ul.j ) w, —2. (1.25.b)

j-1
Ezek az egyszerusitett parametrikus vizsgalat alapjan szamitott értékek képezik a (1.24)
feltételes szélsoérték feladatként megadott mechanikai modell egyes elemeit. Mivel az egyes
terhek fliggetlenek, a K, kovariancia matrix csak a fodiagondlisban tartalmaz a zérustol
kiilonboz6 értékeket:
K, =(D}(&).D;(iL,)..... D} (i,)) (1.26)

Felhasznalva, hogy a kiilsd potencidlis energia -a ,,compliance”- értéke az alakvaltozasi

energianak a kétszerese, a (1.24) topologiaoptimalési feladat atirhat6 az alakvaltozasi energia

12
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korlatozasaval megadott altalanositott optimalis tervezési feladatta felhasznalva a Prékopa-

tételt:

W= ZygA t” = min! (1.27.a)

anﬁfKu,. —C+®™" (q)\[b"K b <0;
i=1

az alabbi feltetelek mellett (—7, +7,,;, <0; ( forg= 1,...,G), (1.27.b-d)
fy =Ly S 0; (forg = 1,...,G).

Matematikailag ez a modell és a kordbban bemutatott 1.4 topoldgioptimalasi modellel
hasonlo, valamennyi konvexitési, derivalhatdséagi kijelentés -Rozvany (1997), Log6 (2007d)-
érvényes. A célfiiggvényben -a szerkezet sulya- alkalmazott p ,biintet6” paraméter

alkalmazasa az ismeretlen 7, ,ground” elemvastagsagok jobb mérnoki szamitasba vételét

(van anyag-nincs anyag) teszi lehetévé. Megjegyezziik, ezzel a modszerrel a megoldas
unicitdsa elvész, de a mddszer igen széleskoriien alkalmazott a mérnoki gyakorlatban az élet
minden teriiletén.

A (1.27) feltételes széls6érték feladat az eldzd alfejezetben ismertetett iteracios eljarashoz
(modositott SIMP algoritmus) hasonléan megoldhat6. Az iteraciés képlet a feltételes
sz€lsoérték feladat elsdrendii optimalitasi feltételeibdl szarmaztathato. Itt ennek f6 1épéseit

ismertetetjiik. A (1.27)-bdl szarmaztatott Lagrange-fliggvény alapelem 7, vastagsaga szerinti

parcialis derivaltja a kovetkezo egyenlettel fejezheto ki:

Lp n T
l7/Atp +v z o, Kﬁi+uiT8—K_ K@u
p el T\ Ol ot, ot,
1.28.
| a(«/berb) (128.2)
0 (q) e |, 4 5, =0, (g=1,...G).
4

o(Ko)

ot

g

A kifejezést részletezve és atirva, azt kapjuk, hogy

n E

k ~
o es) B[Stk w | oka)

% (1.28.b)

ot, - [b"K_b VAR,

Itt VAR, jelenti a g-edik alapelemhez tartozo compliance” értéket, mig VAR, a teljes

13
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szerkezet ,,compliance” értékeét szimbolizdlja, az w,,a P, (i=1,..n; j=1,..,k)-bdl szamitott

elmozdulésokat adja az e-dik elemen. Vezessiik be az

L ~ VAR
2 T — r 2 x 1
R, =1> u Kyl és B =1:07"(q) VARg (1.28.c)
e=1 s

kifejezéseket. Ekkor a (1.28) egyenletek atirhatok egy egyszerlibb formaba:

1 “r R, +B,
;ygAgtg -V 2 -a,+p,=0; (gzl,...,G). (1.28.d)
g

Annak kovetkeztében, hogy a (1.28.d) optimalitasi feltételt az el6zéekben bemutatott (1.4)
klasszikus topologiaoptimalasi feladatot CD'l(q)\/bT K, b kifejezéssel bovitett feltételes

sz¢élsoérték feladatabol szarmaztattuk, a regularitasi feltételek azonosak az eredeti (1.4)
topologiaoptimalasi feladathoz tartozé regularitasi feltételekkel.

Ahogy ismert az optimalitasi feltételek modszereiben, két halmazt kell definidlnunk az
ismeretlen elemvastagsagok tekintetében -( A ) aktiv, illetve (P ) passziv elemvastagsagok

halmazai (Berke, Khot (1974))-.

Amennyiben 7, <t, <t (vagy szavakkal kifejezve, ha egy ,.ground” elem vastagsag az

max

aktiv halmazhoz tartozik - g € A -) a (1.28.d) feltételbdl az ezen ,,ground” elem vastagsaga a

kovetkezo formula alapjan szamithato:

P

vp(R,+B,) )"
t, = vp(R, +5,) . (1.29)
A7y

Az Osszes tobbi esetben a ¢, =1, vagy a ¢, =t vastagsdgra vonatkozo eldirast kell

alkalmazni és mindkét esetben az aktudlis g ,.ground” elem az un. ,passziv’ elemek

halmazdba tartozik -g e P -.

A numerikus szamitds soran praktikus okbol —elkeriilendd a szerkezet merevségi matrixanak

rosszul kondicionalt volta- a minimalis elemvastagsagot altalaban egy nagyon kicsi értékre
allitjuk be (pl. ¢ =107°), mig a maximalis vastagsig a megszokott egységnyi értéket jelenti.
Amennyiben a (1.27) topoldgiaoptimalési feladatban a (1.27.b) ,,compliance” feltétel aktiv,

akkor az egyenldség formajaban teljesiil. Azaz

iufKﬁl.+q>-l (q)VAR,~C =0. (1.30)

i=l1

14
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Ly
Ebben az egyenletben a g-edik ,,ground” elem ,,compliance” érteket az R, = thZﬁ; K, u,

e=l

=

Q

E
és @' (q)VAR =" (q)\/[ZG:tgzz Zk:(u;f(eui )2 W, —(ul.TIN(eﬁl. )2J kifejezések dsszegeként

g=1 =1 i=l j=1
tudjuk szamitani. A teljes szerkezet esetében ezeket kell 0sszegezni, ahol az un. ,aktiv”
alapelemek esetében a (1.29) alapjan szdmitott vastagsdgot, mig az un. ,,passziv”

alapelemeknél csak az egységnyi vastagsagiiakat vessziik figyelembe. Igy a (1.30) egyenlet a

kovetkez6 alakba irhato:
R
C-0"(g)\yb' K, b=> t—g+§ e 4 (1.31)

Behelyettesitve az ,,aktiv”’ alapelemek vastagsdgat megadd (1.29) Osszefiiggést a (1.31)

egyenlet a kovetkezd alakban irhato fel:

geP geP  e=l i=l j=I
E n k ~ ~
zRgm‘(q)J[ EES (k) v (ks ) |5, v (132
geA geA e=1 i=1 j=I _ geA )
[VP(Rg+Bg)J:+1 {Vp(Rg+Bg)Jpp”
A7, A7,
Ebbdl az ismeretlen v Lagrange-szorz6 meghatarozhato:
p+l
P P
p+l
S| e (R v Gyar)
Z\ p(R +B,) 1.33
V= 2 , (forA #0). (1.33)
c-> (tg + @ (q)JbTKOVb]
geP g

Ezek utan az (1.27) topologiaoptimalasi feladat iteracidos modszerrel torténd megoldasi algoritmusa az
el6z6ekhez hasonloan torténik.

1.1.4 Téglalap alaki tervezési tartomany két koncentralt erdvel

A topoldgiaoptimalasi feladatok koziil az egyik leggyakrabban vizsgalt feladat a téglalap
alaku tervezési tartomany, két megtamasztas és két koncentralt erd alkalmazasa esetén (1.5.
abra.). A szokasos méretarany (magassag/oldalhossz) a 0.5, de ez nem minden esetben
elegendd, mivel nem elegendd arany esetén az aktiv zona meghaladna a felsd és az als6 ¢l
altal hatarolt magassagot. Ennek elkeriilése érdekében itt az arany 0.7. A tamaszok a bal és
jobb oldali €l kézepén talalhatok.
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1.1.4.1 Aszimmetrikus nagysagu, de szimmetrikus helyzetii koncentralt erék esete

A dimenzi6 nélkiili tervezési tartomany nagysaga 168x240 egység (1.5 &bra), amit a
végeselemes diszkretizalas soran 84x120 alapelemre és minden alapelemet még 2x2 elemre

bontottunk.

ﬂv
P,=100 P,
84
L l |
84
-~
_ 60 60
, 360 , 60 L L
7 7 * 4 #

1.5 abra. Téglalap alaku tervezési tartomany

1.6. abra. Chan-féle analitikus megoldas 1.7. ébra. Melchers-féle analitikus megoldas

1.1. Tablazat Optimalis topolégiak valtozo nagvsagu P, ero esetén

P, Optimalis topologia P, Optimalis topologia

0.01P
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(A végeselemek szama 40320 a feladatban.) A Poisson-tényez6 0. A csukldos megtamasztasok
a bal, illetve a jobb oldali ¢l kozepén taldlhatok. Az P, baloldali koncentralt eréteher 100

egység nagysagu ¢€s a tartomany kozépvonaldnak egy negyedében van a tdmadaspontja. Az
aszimmetriat a kozépvonal harom negyedében (azaz szimmetrikusan) elhelyezkedd £,

koncentralt er6 valtozd nagysdga okozza. Az P, erd praktikusan egy elhanyagolhato
mértektél (P =0.01 F=1 egység) az P =F=100 egység nagysagig valtozik. A p
blintetoparaméter értékét itt is dinamikusan valtoztattuk, a kiindulasi érték p=1. A p paraméter
értéke p=1.5-ig A=0.1 1épéskozzel noveltiik, majd p=2.5-ig (ami a végsd érték volt) mar
A =0.25 volt a ndvekmény.

Az analitikus megoldast zérus térfogati arany esetén eldszor Chan (1963,1964) mutatta be P,
=0 esetén ((1.6.a abra), amit Melchers (2005) késobb szintén megadott (1.7. &bra).

Az 1.1 tablazat tartalmazza a kiilonb6z6 erénagysagok esetére kiszamolt optimdlis topologiak
abrat.

Megallapithato, hogy a numerikus, illetve az analitikus megoldasok jellegiikben egyezdséget
mutatnak.
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1.1.4.2 Szimmetrikus nagysagu, szimmetrikus helyzetii koncentralt erok esete

Analitikus és numerikus megoldasok

-
il |
1
1
]
e
-
I
1
1
i
i |
r—
-]
Ll |
i
i
i
i
e S e

1.8 abra Kiindul6 ,,egy negyedre redukalt” feladat

Kutatasainkban az optimalis topoldgidkat az alabbi tipusu esetekre hatdroztuk meg:

Topology 12 & = My,
T.lI'InllI.ll::\ : [ = b = ..,'?
Topology 32 & <y
Itt az eredményeket a 2 és 3-s tipusu esetekre adjuk meg.
Itt a kovetkezd régiokat kiilonboztetjiik meg:
T régi6é: huzott, nyomott elemek &, = —&, = k
S régid: minden irdnyban ugyan olyan eldjelii elemek & = &, =k
R régio: tetsz6leges pontban csak egy elem |&;| = k és|&| < k

O régio: nincsenek elemek |&,| < k és |&]| <k
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] 5

i 3 Lodai

% | Belichedl § E5H

h=adiof2

-,
11

| b= diy2

o

1.10 abra Optimalis ,,adjoint” alakvaltozasi mez6 2-s €s 3-s esetekben

haO0<L-d<h

1.11 &bra Optimalis ,,layout” 1-s és 2-s esetekben (bal felsd negyed kirajzolva)
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h

1.12 ébra Optimalis ,,layout” 1-s esetben valtoz6 tdamadaspont esetén
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1.13 dbra Optimalis ,layout” 1-s esetben valtozd magassag esetén analitikusan és

numerikusan

1.14 abra Numerikusan kapott optimalis topoldgiak
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1.15 dbra Numerikusan kapott optimalis topoldgiak 3-s eset

1.2 Téblazat: Az analitikusan és numerikusan szamitott topoldgidk 6sszehasonlitasa

Priadslicrmi Car bl sy Shuitiher idf pienlial  Mofrericel Eim wihese el iy
misrhe - vorramer | VL e [ T g W |
Figre Tah 160 = B2 & W] TR 1.5 1607 151353 LW
Fagiie 3ed 1D w M) B 25T 198 AT LETTTY LW
Fige %4 180 « i1 e LE] A L FEF I i
Figiae Sg.h 160« 13 1] i LA e iy LATAL,] Tt
Figuro &b o L] |57 BT f w3 i iad
Figun ied 168 « K3 il TN M) Fl LS il
Frguw bl 189 = ™ L 2% 117 i &% L i3as 0

1.1.4.3 A legkisebb térfogati racsos tartdo pontos megoldasa szimmetrikus nagysagu,

7

szimmetrikus helyzetii koncentralt erék esetén huzasra és nyomasra eltéro

hatarfesziiltség esetén

Jeloljiik az ,,adjoint” elmozdulds mezd értekét megegyezd hatarfeszilltség o, esetén a
kovetkezoképpen:

E=(1/op)sgnF (for F £0),
5l < 1fap (for F=0),

ami eltérd hizo ¢s nyomofesziiltség esetén az alabbi modositasokkal hasznaljuk.
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(for F <0),
(for F>0).
(for F=0Q),
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Ling motaticn: ¢

principal sdjoint strains

in the O-region

region boundarics

I coacentraled members

‘distribuied” members

1.16 &bra Analitikusan szamitott optimalis megoldasok egy teherre kiilonbozo

megtamasztasok esetén.
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Az analitikusan szamolt optimalis értékek:
Vpin—roller = 10.286269P L /oy,
.Il"llp|n_ I:““ = ? .ﬁj‘]ﬁ I '.-.IEI P Ia f'f{.rr .

1.17 &bra Numerikusan szdmitott optimalis megoldasok egy teherre kiilonbozo

megtamasztasok esetén.
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