Algebra és algoritmusok, 2009.03.01-2014.03.31
Projektiink keretében a kdvetkezs témakordkben végeztiink kutatasokat:
Véges ponthalmazok Grdbner-bazisai

A [FHR2009CPC| dolgozatban tovabb tudtuk altalanositani a teljes uniform halmazrendszer Grébner-
bézisaival, standard monomjaival és Hilbert-fliggvényével kapcsolatos korabbi eredményeink egy jelentés
részét a moduldris értelemben vett l-széles teljes csaladok esetére. Pontosabban fogalmazva, legyen q a p
prim egy hatvanya, n, 1, d pozitiv egészek és legyen F az n elemi alaphalmaz sszes olyan S részhalmazanak
csaladja, ahol az S mérete a [d,d+1-1] intervallum valamelyik egész elemével kongruens modulo q. Az F
halmazrendszerhez tartoz6 karakterisztikus vektorok halmazat tekintjiik a a p-elemd test feletti n-dimenziés
vektortérben. A dolgozatban sikeriilt leirnunk ennek a pontrendszernek a Grébner-bazisait. Itt is igaz a
meglepd tény, ami az uniform esetben, hogy a bazis csupan a valtozék sorrendjétél fiigg, ezen tul a vilasztott
tagsorrend kozombos. Sikeriilt formulat adnunk a pontrendszer (halmazrendszer) Hilbert-fliggvényére is.
Utoébbi kovetkezményeként extremdlis kombinatorikai becsléseket nyertiink. A dolgozat két legfontosabb
eszkoze a Felszeghy, Rath és Ronyai altal korabban kidolgozott lex-jaték, valamint a racsutak leszamlaléséara
szolgal6 klasszikus technikik.

A [FR2009SP] dolgozat felkérésre irt attekintd jellegii konyviejezet, amely a Ronyai L. és munkatarsai
Grobner bazisok kombinatorikai alkalmazasaival foglalkozd kordbbi eredményeinek egy részérdl ad Ossze-
foglalot. Az eredmények tehéat nem djak, a bizonyitédsok néhany esetben igen. A lex-jaték madszerét ismerteti
elgszor a dolgozat. Fz egy elméleti és algoritmikus szempontbdl is hatékony médszer véges ponthalmazok
lexikografikus rendezésre vonatkozé normalisanak (standard monomjainak) leirasara, illetve kiszamitaséra.
A moédszer bemutatasa utan alkalmazasok kovetkeznek. Elészor a szimmetrikus polinomok alaptételének A.
Garsia &ltal talalt kiterjesztését bizonyitjuk a lex-jaték segitségével. Ezt kdvetSen a teljes uniform csala-
dok illeszkedési matrixdnak modulo p rangjara vonatkozé Wilson-formulat, illetve annak Friedl, Hegeds és
Ronyai altal adott altalanositdsat igazoljuk. A Hilbert-fiiggvény kombinatorikai alkalmazéasai utan Harima
egy dualitdsi tételének a Boole-valtozatat bizonyitjuk, ennek alkalmazasaként pedig egy minimax-tételt
adunk.

A fenti eredményeket t6bb konferencidn is ismertettiik (Galway, Linz, Einhoven)

A |[RM2011SP] felkérésre irt 6sszefoglald a Grobner-béazisok kombinatorikai tulajdonsagairol a 4th Confer-
ence on Algebraic Informatics kdtetébe, ahol Rényai Lajos meghivott el§adé volt. A korabbi eredmények at-
tekintésén tal a dolgozat tartalmaz eddig nem publikalt eredeti eredmeényeket is az S-extremadlis halmazrend-
szerekril. Ezeknek jellemzését adtuk Grobner-bazisok segitségével, és egy a kordbbinél gyorsabb moédszert
javasoltunk a felismerésiikre.

A [HR2012JAA] dolgozatban az uniform halmazcsaladok szétzuzasi (shatter) korlatjaval foglalkoz6 Frankl-
Pach-tételt terjesztjilkk ki ketténél tébb érték esetére. A bizonyitasban Grobner-bazisokat és standard
monomokat alkalmazunk. Modszeriink segitségével algebrai bizonyitdst adunk Alon egy kapcsolodd kom-
binatorikai tételére is.

A [KR2012C] dolgozatban a Noga Alontél szarmaz6 kombinatorikai Nullahelytételt arra az esetre ter-
jesztjiik ki, amikor halmazok helyett multihalmazokon vett polinomfiiggvényekkel dolgozunk. Az &ltaldno-
sabb tételt a véges differencidk modszerével, illetve gytrtelméleti tton is igazoljuk. Néhany alkalmazast is
targyalunk, ezek multiplicitdsokat tartalmazo kiterjesztései ismert tételeknek.

A [KMR2010AX] dolgozatban test helyett tetsz6leges egységelemes kommutativ gytirtkre terjesztettiik ki
Noga Alon kombinatorikus nullahelytételét. Az altalanosabb gytrid feletti tételben viszont megszoritassal kell
élnlink a vizsgélt ponthalmazokat illetden. Ez altaldban erésen korladtozza az alkalmazhatésdgot, azonban
0,1-vektorok esetén nem jelent érdemi akadalyt. Az altalanos tétel segitségével sikeriilt kiterjeszteniink a
Boole-kocka lefedésérsl szolo Alon—Fiiredi-tételt test helyett kommutativ gytrd feletti hipersikok esetére.

Az eredményekrsl konferencidkon és szeminariumi eladésokon is beszamoltunk. (Colombus, Ohio, Linz,
Debrecen)

Egy F halmazrendszer szétztuzza az alaphalmazanak S részhalmazéit, ha az S minden X részhalmaza
megkaphaté mint H és S metszete, ahol H az F alkalmas eleme. A jdlismert Sauer egyenlétlenség sze-
rint az F legalabb |F| halmazt szétztiz. A [MR2013C| dolgozatban az egyenlGség esetére forditottuk a
figyelmiinket: az F rendszert S-extremadlisnak nevezziik, ha pontosan annyi részhalmazt ziiz szét, mint az
alaphalmaz elemszama. Az S-extremalis halmazrendszerek leirdsa fontos nyitott kérdés a kombinatorikaban.
A jelen munkaban tartalmazasi grafjuk segitségével sikeriilt lefrnunk azokat az S-extremalis rendszereket,
amelyeknek a Vapnik—Chervonenkis-dimenzi6ja 1. Egy tovabbi eredményt tudtunk igazolni Grobner-bazisok



alkalmazasaval, ami kiindulépont lehet a magasabb VC-dimenzios esetek vizsgalatdhoz. S-extremdlis rendsze-
rek vetiileteirdl is nyertiink egy érdekes eredményt. A vizsgalatok egy sejtés megfogalmazéisahoz is elvezettek.

Algebrai varietasok strukturaja

Kutatasaink a palyazati idészakban harom {6 teriiletre koncentralédtak: a részleges kohomologikus pozi-
tivitas tanulmanyozasara (1d. [GK2013AX] és [K2013AIF|), algebrai feliileteken negativ gérbék keresésére (1d.
[BHKKMRSZz2013Duke|. és [BBCRHJKKMSST2012EMS)]), illetve Newton-Okounkov testek megismerésére
(1d.][AKL2013IMRN],[KLM2013iMA], [KLM2012AM],[BKMSz2014AX],[DKMSz2014AX])

A részleges pozitivitds soran a f6bb eredmények eltiinési tételek voltak: egyrészt belattuk Fujita eltiinési
tételének a teriiletre es§ valtozatat, masrészt bebizonyitottuk Kodaira eltinési tételét magasabb koho-
molégidkra Du Bois szingularitdsok esetén.

Az algebrai feliileteken értelmezett negativ gérbék teriiletén a két f6 eredmény
(mindketts a [BBCRHJKKMSSzT2014ILN]| cikkben talalhato) egyrészt a korlatos negativitasi sejtés iga-
zolasa valodi endomorfizmussal rendelkezs feliiletekre, mésrészt annak megmutatasa, hogy varatlan moédon
minden kvaterni6 tipust Hilbert-modularis feliileten csak véges sok negativ énmetszésd Shimura-gérbe van.

A Newton-Okounkov testek kutatasa soran tobbek kézott bebizonyitottuk, hogy csak megszamlalhato
sok van beldliik, és minden feliileten értelmezett egyenesnyaldb Okounkov-testje egy majdnem raciondlis
poligon. Emellett vizsgaltuk Newton-Okounkov testeken értelmezett geometriai fiiggvények tulajdonsagait.

A [HK2011DCG]| dolgozatban racspolitopokkal foglalkoztunk. Golysev sejtése szerint minden legfeljebb
5-dimenzios sima politop Ehrhart-polinomja gytkeinek valos része —1/2. A cikkben erre adtunk egy elemi
bizonyitast és explicit médon le is irtuk a gyokoket. Megadtunk olyan 6-dimenzi6s sima politopokat, ahol ez
a tulajdonsig nem igaz.

A [H2011CA] dolgozatban a szimplicialis politopokra vonatkozé Dehn-Sommerville-egyenletekre adtunk
egy Uj bizonyitast. A bizonyitas szabad feloldasokat és a Stanley-Reisner-gytrik elméletét hasznalja. A
dolgozatban véges részbenrendezett P halmaz rendezésidedljai hildjaban az ¢ rangi Boole-intervallumok
szdma és egy a P-bdl kaphato egyszerti G(P) graf K;yi1-klikkjei szama kozti kapcsolatot is megadtunk.

Linearis algebrai, numerikus és szimbolikus szamitasi modszerek 4j alkalmazasai

A t6bbtényezis dontéshozatal elméletében fontos szerepet jatszanak a péros Osszehasonlitds-matrixok.
Ezek olyan pozitiv valés elemt négyzetes A = (a;;) matrixok, amelyeknél minden 4, j indexpérra teljesiil az
a;jaj; = 1 egyenlség. Az idedlis matrixok itt éppen az 1 rangtak. A gyakorlatban tobb ok miatt is nehéz
ezt elérni. Az egyik dontéshozatali elmélet (Saaty) szerint az A matrix anndl kézelebb van az idealishoz,
minél kisebb a maximaélis sajatértéke (az tn. Perron-sajatérték). Egy masik megkozelités az idealis matrixtol
valo legkisebb négyzetes (LS) eltéssel méri az A josagat. Ebben a két modellben dolgoztunk, és a hidnyos
esettel foglalkoztunk. Ekkor az A matrixnak csak bizonyos elemei adottak, és a kérdéses modell (Saaty, vagy
LS) szerinti legjobb B kiegészitését tanulményoztuk. Sikeriilt egyszerd grafelméleti hatterd sziikséges és
elégséges feltételt adnunk az optimum, azaz B egyértelmiiségére. Ez a feltétel mindkét modell esetén egy az
A métrixhoz rendelt graf GsszefiiggGsége. A tételek alapjan algoritmusokat adtunk a B meghatarozésara. A
modszerek mikodését numerikus példakkal illusztraltuk. Az eredményeket a [BFR2010MCM]| dolgozatban
publikaltuk. Egy tovabbi dolgozatban rekurziv algoritmust dolgoztunk ki paros Osszehasonlitasi méatrixok
approximalasara [FR2011NLAA].

A [TR2011MATEP] dolgozatban pentadiagonalis egyiitthat6 matrixok invertalasara rekurziv eljarast
adtunk meg.

A [BLR2013AX] dolgozatban sikeriilt igazolnunk John Edensor Littlewood egy nevezetes sejtését: a
haromdimenzi6s euklideszi térben 1étezik hét, paronként egymast érintd, végtelen hosszu, 1 sugart henger-
felillet. A megkdzelitésiink algebrai, szimbolikus és numerikus szamitési technikékat is alkalmaz. Abbdl a
polinomegyenlet-rendszerbél indultunk ki, amely lefrja a hengerek szimmetriatengelyének helyzetét a térben.
A két elsé henger szogét 90 fokban rogzitettiik azért, hogy ugyanannyi valtozonk (nevezetesen 20) legyen
mint egyenletiiink. Homotopids modszerrel sikeriilt kozelit6 megoldast taldlnunk. Hauenstein és Sottile al-
phaCertified modszerével, amely Stephen Smale alfa-elméletén alapszik, tudtuk igazolni, hogy az altalunk
nyert kozelit6 megoldas kis kornyezetében a rendszernek pontos és valés megoldésa van.

Algebrai strukturak algoritmikus vizsgalata

Az asszocidcios séméak magasabb dimenzios altalanositédsai hasznosnak bizonyulnak véges testek feletti
egyvaltozos polinomok determinisztikus felbontasdban. Megfogalmaztunk egy sejtést az ilyen struktirak
bizonyos sepciélis eseteivel kapcsolatban. A sejtésbdl determinisztikus polinomidejd faktorizaloé algoritmus



létezése kovetkezne. A sejtés iranyaba mutato elsé eredményeink valamivel megjavitjak az eddig ismert leggy-
orsabb determinisztikus polinomfaktorizalé mddszer futasi idejét, és specialis fokszamok esetére polinomideji
felbontast adnak. Az ereményeket az [IKS2009ISAAC] dolgozatban jelentettiik meg.

Tobb olyan determinisztikus polinomidében megoldhaté algebrai problémat talaltunk, amely métrixal-
terekben maximalis rangl matrixok keresésének specidlis esete. Ide tartozik az az eset, amikor az alteret
egy tetszéleges rangt és tébb egy rangt matrix fesziti ki, tovabba modulusok ciklikussaganak konstruktiv
eldontése. Ujabban sikeriilt arra az esetre is hatékony modszert felfedezni, amikor az altér (ismeretlen) 1
rangd matrixokkal kifeszithetd.

Az eredményeket az [IKS2010SIAM] valamint az [IKQS2014LIPI| dolgozatokban kozoltiik.

Az [12012QIC] dolgozatban kvantum-algoritmust dolgoztunk ki a rejtett részcsoport problémajanak (Hid-
den Subgroup Problem) arra az esetére, amikor a keresendd részcsoport a felsd haromszégméatrixok csoportja-
nak egy ismeretlen konjugéltja. A moddszer polinomidejd, amennyiben az alaptest elemszama nem sokkal
alacsonyabb a dimenzional. Ez az els6 olyan nemtrividlis rejtett-részcsoport-algoritmus, amely (majdnem)
egyszert csoportok egy nemkonstans rangt osztalyaban hatékonyan mikodik.

Sikeriilt polinomidejd kvantum-algoritmust adnunk a rejtett részcsoport problémajanak megoldasara 2
nilpotencia osztalyt véges csoportokban is [ISS2012A]. Egy korabbi eredménytinkre tdmaszkodva feloldhato
csoportok rejtett részcsoport-porblémajara szubexponencialis algoritmust adtunk [FIMSS2014STAM], mely
konstans exponens és konstans feloldhatosagi hossz esetén polinomidsben fut. Ezeken tilmenGen a prob-
lémanak egy olyan 4ltalanositasat taldltuk, amely rdmutat bizonyos fajta rejtett polinomok megtalalésat
célzo feladattal valo kapcsolatra [DISW2013STAM]. Utobbi polinomos problémara sikeriilt fontos esetekben
hatékonyan miikddé, a rejtett részcsoportos megkozelitéstsl teljesen figgetlen hatékony megoldast talalnunk
[DHIS2014AX].

Az [IKLSW2012IARCS]| dolgozatban alsé és felsé korlatokat adtunk bizonyos graftulajdonsagok (tébbek
kozt az Osszefliggbség, teljes parositas valamint Euler-kor létezése) kommunikacios bonyolultsdgara mind a
determinisztikus, mind a klasszikus randomizalt, valamint a kvantum modellben.

Az [IKSR2012MC]| dolgozatban olyan technikakat adunk meg, amelyekkel az Altalanositott Riemann-
Sejtés (GRH) hasznélata kikiiszobolhetd bizonyos korabbi, a véges testek feletti egyvaltozos polinomok felbon-
tasara szolgalé algoritmikus eredményekbél. H. W. Lenstra nagy hatést eredményei nyoméan és szellemében
t0bb Galois-elméleti konstrukciot altaldnositunk véges testekrdl véges, nem feltétleniil kommutativ félig-
egyszert algebrakra (korosztési b6vités, Kummer-elmélet, Teichmiiller-részcsoport). Ezek segitségével tudjuk
GRH-mentessé tenni az érveléseket.

A |[JMRSz2012JSC] dolgozatban a szerzok egyik korabbi kozos munkajukban algoritmust adtak a nyom-
matrix és a radikél kiszdmitasara a polinomgytrd olyan I idealja esetén, amelynek véges sok projektiv zérusa
van csak, egyik sem végtelen tavoli pont, és a polinomgyiirii I szerinti faktora Gorenstein. Az utébbi egy
igen erés, dualitast posztulalo feltevés. A jelen munkaban sikeriilt az algoritmust kiterjeszteniink azokra az
esetekre, amikor létezhet végtelen tévoli zérushelye I-nek, illetve amikor a faktor nem feltétleniil Gorenstein-
tulajdonsagi. Mourrain egy kordbban kidolgozott technikdjara alapozva javasoltunk a dolgozatban egy
Bézout-matrixokra épité modszert az 1 radikaljanak a szamitésara. Ez abban a specialis esetben miikddik,
amikor I teljes metszet.

A nyom métrixok hasznosnak bizonyulnak az egyenletrendszer vizsgalataban, példaul segitségiikkel meg-
kaphatok a rendszerhez tartozo (faktor-)algebra szorzasi matrixai. Két eljarast javasolunk a nyom métrixok
szamitasara. Az els6 Macaulay-tipust rezultansokat hasznal, a masodik Bézout-méatrixokon alapul.

Az [IRSch2012JA| dolgozat jelentds el6relépést nytjt az algebrai szamtestek feletti teljes matrixalgebrakra
vonatkozé explicit izomorfizmus problémat illetGen. Itt az input egy adott A algebra (struktirakonstansokkal
megadva), amelyrdl tudjuk, hogy izomorf a K szédmtest feletti n-szer n-es matrixok algebrajaval. A feladat
egy izomorfizmus (ezzel ekvivalens moédon egy K felett n-dimenzios A-modulus) explicit megadasa. A ko-
rabbiaknal sokkal hatékonyabb algoritmust nyertiink arra az esetre, amikor az alaptest @) feletti dimenzidja
kicsi, és az n dimenzié korlatos. A moédszernek tébb érdekes alkalmazasa van, egyebek kozott az aritmetikai
geometria és az algebrai geometria teriiletén is.

A kutatasrol ismertetés jelent meg az Oberwolfach Reports-ban is [R20110WR37]. A munkdhoz kap-
csoloddan Rektori Kiilondijas TDK-munka sziiletett 2011-ben a BME TTK-n, [L2011TDK].

A témakorben Ronyai Lajos meghivott el6adé volt 2011-ben Linzben és Oberwolfachban és az ELTE-n.

Tovabbi eredmények sziilettek e témaban az [ILR2013JAA| dolgozatban is. Legyen K egy algebrai
szamtest, aminek a racionalis test feletti foka d, a diszkriminansa pedig D, A pedig egy asszociativ algebra
K felett, ami struktarakonstansokkal adott, mint input. Tegyiik fel tovabba, hogy A izomorf az M, (K)
méatrixalgebraval (a K feletti n-szer n-es matrixok algebrajaval) valamely n egészre. Tegyiik fel még, hogy



n, d és D korlatosak. Korabbi munkinkban ezekkel a feltételekkel polinom idejd ff-algoritmust adtunk
az izomorfizmus explicit konstrukcidjara, vagyis egy a K felett n-dimenzidés A-modulus taldlasara. Ebben a
munkéaban jelent&sen egyszertisitjiik az algoritmust azokban az esetekben, amikor n<44 és K vagy a raciondlis
szamok teste, vagy a Gauss-raciondlisok, vagy pedig az Eisenstein-racionalisok teste. Erdeményeink Kitaoka
és Coulangeon racsok tenzorszorzatara vonatkoz6 kutatasain alapulnak.

Csoportok és reprezentaciok

A [GHM2011JA] dolgozatban megfogalmazzuk az Oliver-sejtés erds vatozatat és belatjuk a teljesiilését a
szimmetrikus csoportok és az altaldnos linearis csoportok p-Sylow részcsoportjara.

A [HKS2011CA| dolgozatban Kiilshammer egy sejtéseét vizsgaljuk, amely egy karakter és konjugaltjanak
szorzatdban az irreducibilis alkotok szdmara ad egy kongruencia-feltételt. Hasonlé sejtést fogalmazott meg
konjugaltosztalyokra is. A cikkben a sejtéseket igazoljuk specidlis csoportosztalyokra.

A [CHHH2011CUP] dolgozatban elégséges feltételt adunk véges csoport szuperfelodhatosagara.

A |HHSz20120JM]| dolgozatban megfogalmazzuk a Brauer, Olsson és Eaton-sejtések valos valtozatait.
p = 2 esetben bebizonyitjuk ciklikus defekcsoporta blokkokra valamint trivialis valés maga csoportok 2-f6-
blokkjara. A p > 2 esetre ellenpéldat adunk. Jellemezziik a blokk defektcsoportjanak G-konjugaltosztalyait
valamint valos és racionélis G-osztalyait is.

A [HHKM2011PEMS] dolgozatban Héthelyi, Kiilshammer és Keller korabbi eredményeit egészitjiik ki.
Belatjuk, hogy véges sok nem feloldhat6, p-feloldhaté csoport kivételével egy csoport konjugaltosztalyai
szama legalabb 2(p — 1)1/2 és pontosan akkor van egyenlgség, ha (p — 1)1/2 egész szam.

A [K2011] publikaci6 a Bevezetés az algebrai kombinatorikéba c. elektronikus jegyzet, melyben bevezetést
adunk szimmetrikus fliggvényekrdl és a szimmetrikus csoportok reprezentacidelmétérsl . A jegyzet elérhetd
a http://www.math.bme.hu/~kalex honlapon.

A |[HK2011JA] dolgozatban metaciklikus p-csoportok irreducibilis karaktereit és konjugatosztalyait vizs-
géaljuk paratlan p-re. Belatjuk, hogy ha |G'| = p", akkor G-nek |G : G'|(p — 1)/p*+! darab pF-adfoki irre-
ducibilis karaktere van és | Z(G)|(p* —p*~2) darab p¥-hosszt konjugaltosztalya. Ezen kiviil |G| = |Z(G)||G"|?.
Foglalkozunk a Glauberman &altal bevezetett centralisan nagy részcsoport foglamaval is. Megmutatjuk, hogy
p = 2-re a fenti az eredmények nem teljesiilnek. A p > 2 esetben a kis rangt p-csoportokat is tanulméanyozzuk.

A [HKS2014JA| dolgozatban az Olsson-sejtéssel foglalkozunk. Ha B egy véges csoport p-blokkja D
defektcsoporttal, akkor Olsson sejtése szerint ko(B) < |D : D'|, ahol ko(B), B nulla magassagu irreducibilis
karakterei szama. Brauer belatta az Olsson-sejtést abban az esetben, amiko D diéder 2-csoport. Azt mutatta
meg, hogy bizonyos algebrailag konjugalt szubszekciok G-ben is konjugéltak. Ebben a cikkben &ltalanositjuk
Brauer modszerét tetszéleges p primre és tetszéleges defektcsoportra. Ez Robinson két eredményét javitja
meg. A p > 3 esetben megmutatjuk, hogy az Olsson-sejtés igaz 2-rangt defektcsoportokra és minimalis nem
Abel defektcsoportokra.

A [HHP2014AX] dolgozatban az egyszert Sz(q) Suzuki-csoport részcsoportjainak a kombinatorikus vala-
mint kozonséges mélységét vizsgaljuk. Meghatarozzuk ezen invaridnsokat a maximélis és néhany egyéb
részcsoport esetén.

A szamitastudomany algebrai, logikai és szamelméleti alapjai, alkalmazasok

a) Alkalmazasok optikai halézatokra

A [TWHR2011IEEE] dolgozat a kommunikaciés mérnoki munkaban, optikai hél6zatok hibaelemzése kap-
csan felmeriils algoritmikus és tervezési kérdésekkel foglalkozik. Matematikai szempontbo6l a kombinatorikus
csoport-tesztelés (CGT) strukturalt valtozatarol van szo. Ttt a tesztelendd elemek egy graf (optikai halozat)
éleit jelentik. A teszthalmazok nem lehetnek akarmilyenek, altalaban Osszefiigg6knek kell lennitik, de mas,
ennél szigoribb modellek is értelmesek. Ha egy él meghibésodik, akkor az 6t tartalamzé teszthalmazok (és
csak azok) hibat jeleznek. E hibajelzésekbdl kell tudnunk azonositani a hibas élet. A dolgozatban azzal az
esettel foglalkozunk, amikor legfeljebb 1 él lehet hibéas.

Egyebek kozott majdnem optimalis eredményt adunk az tn. m-trail (amikor minden teszthalmaznak
van nyitott vagy zart Euler-bejarasa) modellben teljes grafokra. FEgy 1j heurisztikus algoritmust (RCS)
javasolunk, amely elég jo eredményeket (kevés halmazbol allo tesztrendszereket) ad gyakorlati méretd és
szerkezetd grafokra.

A |[THR2010IEEE| dolgozatban az eléz6 kutatasi témanak azzal az esetével foglalkoztunk, amikor a
graf egy négyzetracs, a teszthalmazoknak pedig Osszefiiggd élhalmazoknak kell lenniiik (m-tree modell).
Lényegében optimaélis, koriilbeliil log, | E)|



méretd tesztrendszert sikeriilt megadni, ahol E a graf élhalmaza. A konstrukei6 érdekessége, hogy algebrai
eszkodzoket, pontosabban véges testeket hasznal.

A |[THRBW2011JLT]| dolgozat egy kommunikaciés mérnoki problémakérrel foglalkozik: hogyan talaljuk
meg és azonositsuk optikai hal6zatokban a meghibasodott éleket. Erre az utébbi id6ben a kombinatorikus
csoporttesztelés eszkozeit hasznalé megoldasok sziilettek (jelentGs részben Tapolcai, Ho és munkatéarsaik
altal). A jelen dolgozat egy heurisztikus, randomizalt algoritmust (a GCS-modszer) mutat be, amellyel
hatékony hibaazonosité kddok kaphatok egy sor érdekes és praktikus halézat esetében.

A [THWR2012IEEE] és a [HTBSHR2012RNDM]| dolgozatok az optikai (kommunikacios) hélozatok él-
hibdinak pontos detektalasival foglalkoznak. Alapvet&en a kombinatorikus csoport-tesztelés modszereit ter-
jesztjiik ki grafokra, ahol a teszthalmazokkal kapcsolatosan a kommunikacios alkalmazasbdl ered6 strukturélis
kovetelmények is vannak (pl. a tesztgrafok osszefliggbek, esetleg utak legyenek).

Az elsé dolgozatban azt a helyzetet vizsgéaljuk, amikor a halézat minden csiicsdnak képesnek kell lennie
a hiba helyének a meghatarozasara - mégpedig pusztan a hozza csatlakozé tesztekre alapozva. Also korlatok
mellett konstrukciokat adunk néhany egyszert topologiara (1t, csillag, teljes graf), altalanos grafok kezelésére
egy heurisztikus algoritmust javaslunk.

A masodik munkaban vizsgélt helyzetben nincs lokalis elGiras; elegendd, ha az Gsszes teszt alapjan meg-
talalhato a hibas kapcsolat. Itt viszont azzal a megkotéssel éliink, hogy a tesztek korlatos hosszisaga utak.

Az tn. FDP-védelem (failure dependent protection) egyike a kapacitas szempontjabol leghatékonyabb
védelmi mddszereknek az optikai hdlézatok teriiletén. Hatranyai viszont a meglehet&sen hosszi helyreallitasi
id6 és a viszonylag sok munkaiizenet. A [THBR2013TN] dolgozatban egy ujszert helyreallitasi stratégit
kérvonalazunk, ami a lehetévé teszi, hogy a kapcsolati hibdkat tisztan az optikai szinten kezeljiik. A felmeriils
allokacios problémat az elméleti szempontbol j6l kezelhets és gyakorlati szempontbdl is érdekes cirkulans
halézatok esetében vizsgaltuk meg részletesebben.

A [THBR2013INFOCOM]| dolgozatban a fentebb megadott halozati hibakeress feladatnak azt a (lokalizalt)
valtozatat vizsgaljuk, amikor minden csiicsnak csak egy adott sugard kornyezetében kell képesnek lennie a
hiba pontos felderitésére. Korladtokat és algoritmust adunk ebben az esetben is.

A Gauss-keverékeloszlasokkal valéo modellezés és a Fisher-informacion alapul6 tavolsag a keverékeken igen
fontos eszkozok a képeket osztdlyozd algoritmusok vilagaban. Segitségiikkel az utobbi id6ben igen j6 mingségi
osztalyozési eredmények sziilettek. A [DBR2013AU| dolgozatban attekintettiik a Fischer-mag modszerek elvi
alapjait, ramutatva, hogy a segitségiikkel természetes metrikat nyerhetiink a képeink felett. Eszrevételeinket
a Pascal VOC 2007 objektum-osztalyoz6 verseny adatain végzett mérésekkel és szamitasokkal tdmasztottuk
ala. Az eredményeket a [HTR2013DRCN] konferenciaeladéason is ismertettiik.

A korabban kidolgozott monitoroz6 utakon (m-trails) alapul6 hibadetektalé modszeriinknek a [THBR2013-
IC] dolgozatban egy lokalis valtozatara tesziink javaslatot. Az optikai halozat minden v csicsanak adott egy
kornyezete. Minden v cstcsnak a sajat kérnyezetében felléps hibak azonositasara kell képesnek lennie. Ez
a stratégia igen robusztus, elosztott hibavédelem esélyeit hordozza. Matematikai jellegli részeredmény a
munkiban a megoldéis ko6ltségének a kombinatorikus csoportttesztelés eszkozeivel vald becslése.

A [TRH2013TC]| dolgozat az optikai halozatok egyszeres kapcsolati hibainak (vagyis legfeljebb 1 hibas él
van a halozatban) felderitésével foglalkozik. A hibak jelzésére kétiranyban bejarhaté monitorozo strukturdkat
(bm-trail) hasznélhatunk, amelyek jelzéseit egy kozpont gytdjti ossze. A célunk ebben a munkaban a sziik-
séges strukturdk b szaméanak a minimalizalasa volt. Tébb érdekes héalozat esetén sikeriilt optimalis (illetve
majdnem optimalis) b értéket elérni, hatékony kombinatorikai és algebrai konstrukciok alkalmazaséaval.

b) Félcsoportok, automatak, nyelvek

Egy félcsoport valamely kongruenciajat félhalo-kongruencianak nevezziik, ha a szerinte vett faktorfél-
csoport félhals, azaz olyan kommutativ félcsoport, amelyben minden elem idempotens. Ekkor a kongruen-
ciaosztalyok részfélcsoportok; ilyenkor azt is szoktuk mondani, hogy a félcsoport elgall ezen részfélcsoportok
félhalojaként. Ha egy félcsoportnak csak az univerzalis relacidja az egyetlen félhalé-kongruencidja, akkor a
félcsoportot félhalo-felbonthatatlannak mondjuk. Egy félcsoportot arkhimédeszi félcsoportnak neveziink, ha
béarmely két elemét is tekintjiik, mindketts osztja a masik valamelyik hatvanyat. Kézismert tény, hogy minden
arkhimédeszi félcsoport féelhalo-felbonthatatlan. Azokat a félcsoportokat, amelyek arkhimédeszi félcsoportok
félhalojaként allnak els, Putcha-félcsoportoknak nevezziik. Az dltalunk folytatott kutatasok speciélis Putcha
félcsoportokkal, véges test feletti félcsoportalgebrakkal, illetve tetszéleges félcsoportokban definidlhatéd fogal-
makkal kapcsolatosak.

Egy S félcsoportot R-kommutativ félcsoportnak neveziink, ha tetszéleges a, b elemeihez megadhaté olyan
x € S elem, melyre ab=bax teljesiil. Egy félcsoportot GC-kommutativnak neveziink, ha teljesiti az aba® =



a’ba azonossagot. Egy félcsoportot RGC-kommutativnak neveziink, ha R-kommutativ és GC-kommutativ.
Egy félcsoportot jobb H-félcsoportnak neveziink, ha minden jobb oldali kongruencidja kongruencia. Az
[N2009SF] cikkben a szubdirekt irreducibilis RGC-kommutativ jobb H félcsoportok teljes leirasa szerepel.

Egy félcsoportot permutalhaté félcsoportnak neveziink, ha barmely két kongruencidja egyméssal felcserél-
hets. A [DN2010ASM] cikkben a véges permutédlhaté Putcha félcsoportokkal foglalkozunk. Megallapitjuk
ezek f6bb tipusait, s egyes esetekben teljes leirast adunk a cikkben definialt konstrukcié segitségével.

Egy S félcsoport A részhalmazénak szeparatoran értjiilk mindazon S-beli z elemek Gsszeségét, melyekre
A C A, Az C A, 2(S\A) C S\A, (S\A)z C S\A teljesiil. Egy korabbi cikkiink alapjan ismert, hogy
egy részhalmaz szeparatora vagy iires vagy részfélcsoport. A [N2011SF| cikkben olyan félcsoportokkal
foglalkozunk, melyekben a részhalmazok szeparatorara specidlis feltételek teljeslilnek. Példaul: minden
részfélesoport valamely részhalmaz szeparatora, vagy minden nem-iires részhalmaznak nem iires a szepara-
tora.

Legyen H csoportok egy varietasa. Egy S félcsoport valamely o kongruenciajat L H-kongruencianak
nevezziik, ha S minden olyan T-vel jeldlt a-osztilya, amely részfélcsoport, tartalmaz idempotens elemet
és az eTe részmonoid benne van H-ban minden T-beli e idempotens elem esetén. A [N2011IJA] cikkben
specidlis Putcha-félcsoportok esetén irjuk le a maximalis L H-kongruencidkat.

Egy S félcsoportot bal reduktiv félcsoportnak neveziink, ha tetszéleges a és b elemei esetén abbdl a
feltételbdl, hogy S minden x elemére xa = xb teljesiil az kovetkezik, hogy a = b. A bal reduktiv félcsoportok
a félcsoportok jobb reguléris reprezentacidjiban jatszanak fontos szerepet. Egy félcsoport kongruenciajarél
azt mondjuk, hogy bal reduktiv, ha a szerinte vett faktorfélcsoport bal reduktiv. Az [N2013SF] cikkben
félcsoportok tetszéleges kongruencidjanak bal reduktiv lezartjaval kapcsolatos vizsgalatokat végeztiink.

Az [N20131JA] és az [NR20141JCMS]| cikkekben véges félcsoportok jobb regularis matrixreprezentacioja-
val kapcsolatos eredmények szerepelnek. A [N2013IJA| cikkben véges félcsoport injektiv jobb regularis
méatrixreprezentacio szerinti képének dimenziojat vizsgaljuk, az [NR20141JCMS] cikkben pedig olyan S fél-
csoportok allnak a vizsgalat kdzéppontjaban, amelyek injektiv jobb regularis métrixreprezentacié szerinti
képe linearisan fliggetlen matrixokbdl all, vagy ami ezzel ekvivalens: az S félcsoport vizsgalt test feletti
félcsoportalgebrajaban a jobb oldali annullator csak a nullelembdsl 4ll.

Egy S félcsoportot gyengén exponencialisnak neveziink, ha tetszéleges (a,b) € S x S elemparhoz és tet-
sz6leges m > 2 pozitiv egész szamhoz megadhato olyan k pozitiv egész szam, melyre (ab)™t* = a™b™ (ab)* =
(ab)ka™b™ teljesiil. Egy félcsoportot A -félesoportnak neveziink, ha kongruenciahaléja lancot alkot a tartal-
mazésra nézve. A "Weakly exponential A-semigroups” c. korabbi cikkben (Semigroup Forum, 40(1990), 297-
313) megadtuk a gyengén exponencidlis A-félcsoportokat, viszont az egyik tipusra (illetve annak duélisara)
nem sikeriilt példat konstrualni. A [N2013LJA] cikkben megmutattuk néhany speciélis félcsoportosztalyra,
hogy benniik nincs példa, viszont az altalanos probléma még tovabbra is megvalaszolatlan.

Kozismert tény, hogy ha egy S félcsoport bedgyazhaté olyan félcsoportba, amely csoportok uni6ja, akkor
S tetszéleges a,b elemei esetén az a? = ab = b? feltételbsl a = b kovetkezik. Az ilyen félcsoportot gyengén
szeparativ félcsoportnak nevezziik. Egy S félcsoportot gyengén kommutativ félecsoportnak neveziink, ha
tetszoleges S-beli a és b elemekhez megadhaték olyan S'-beli o és y elemek, hogy (ab)” = bx = ya teljesiil
valamely pozitiv egész n hatvanyra. A cikkben megmutatjuk, hogy egy gyengén kommutativ S félcsoport
akkor és csak akkor gyengén szeparativ, ha S, arkhimédeszi komponensei gyengén egyszertisitésesek, azaz
tetszéleges Sy-beli a,b, x elemek esetén az ar = bxr és xa = xb feltételek egyiittes teljesiilésébdl a = b
kévetkezik.

A [SYRK2011ICSC]| konferenciacikk a Wikipédia szerkeszt6i kozti konfliktusok "edit wars" automatikus
detektéalasaval és jellemzésével foglalkozik.

A [K2012FGC] konferenciacikkben olyan igéket vizsgélunk, melyeknek aritdsa magasabb, példaul az
ad vagy igér. Azt vizsgiljuk algebrai modszerekkel, hogy ezen igék hogyan irhatok le egy és 2-valtozods
relacidkkal.

A |KRZs2013MLW]| konferencia kézleményben egy olyan eszkézlancot irunk le, melynek segitségével au-
tomatikusan lehet gyakorisdgi szotarat generdlni 100+ nyelvre.

A |[K2014AAAIT] konferencia kézleményben bevezetjitk az euklideszi automatat, mely a véges allapotu
automatak altalanositasa.

A [B2011BME]| dolgozat az "Algebrai Automataelmélet" c. elektronikus jegyzet (375 oldal) elérhets a
http://tankonyvtar.ttk.bme.hu/pdf/18.pdf honlapon. Ennek 5. fejezetében (192-259 oldal) a szerzé néhany
specidlis automataosztallyal részletesebben foglalkozik. Itt a szerzd sajat eredmeényei is szerepelnek, melyek
ebben a formaban jelennek meg el@szér magyarul. A vizsgalt automataosztalyok a kovetkezdk: ciklikus
automatak, erGsen Osszefliggé automatik, kommutativ automatak, egyszerd automatik, allapotfiiggetlen



automatak, félperfekt automatak, perfekt automatak, iranyithaté automatak, nilpotens és definit automatak,
Osszefliggd automatak és rektraktalhaté automatak. .

¢) A szamitastudomany logikai és szamelméleti alapjai

Altaldnos kérdés: Adott egy B o-iranyitott analitikus parcialisan rendezett halmaz. Eléirhato-e izomor-
fia erejéig kofinalis része "szép" generikus bévitésben? Precizebben: Igaz-e, hogy minden o-iranyitott @
parcialisan rendezett halmazhoz van olyan megszamlalhat6 antilanc-feltételt kielégit kényszerképzet mellyel
bévitve Q izomorf B egy kofindlis részével.

Hechler eredeti tétele pozitiv vilaszt ad a kérdésre, ha B a természetes szdmokbol all6 végtelen sorozatok
halmaza a majdnem mindenhol dominéléassal parcidlisan rendezve. T. Bartoszynski és M. Kada igazolta a
tételt a meager halmazok idealjara (a tartalmazassal parcidlisan rendezve); M.R. Burke és M. Kada pedig a
null-mértéki halmazok idealjara. A [F2011JSL| dolgozatban pozitiv valaszt adtunk minden strt analitikus
P-ideél esetében (parcidlisan rendezve a majdnem tartalmazéssal).

Ezen tételek egy érdekes alkalmazasa, hogy minden valds szdmhoz van olyan megszamlalhaté antilanc-
feltételes generikus bgvités, melyben az adott szam elsérendben definialhato.

A |BF2012JSL] cikkben a természetes szamokon adott idealok csaladjan értelmezett parcialis rendezések
segitségével természetes modon lehet szamossiginvariansokat rendelni az idedlokhoz. Ezt vizsgaltuk meg a
Katetov, a Katetov-Blass és az 1-1 rendezés esetén. A Katetov-rendezés esetén ezeket az invariansokat topolo-
giailag is karakterizdltuk a Frechet-Urysohn tulajdonsag idealizalt verzidja segitségével. A nulla strtiségi
halmazok idealja esetében ezt az invaridnst karakterizaltuk a vages tart6ju valoszintiségi mértékek terén adott
gyenge* konvergencia segitségével is.

FEzen invariansokat &sszehasonlitottuk ismert invaridnssokkal, kiilén megvizsgaltuk a viselkedésiiket a
Cohen-modellben, és tovabbi forszolasi kérdésekkel is foglalkoztunk.

Elekes Méarton tétele szerint a valds szdmegyenes minden mérhet§ halmazokkal torténd, a természetes
szamokkal indexelt végtelen vastag fedésének létezik olyan részsorozata, ami majdnem mindenkit végtelen
vastagon fed és az indexhalmaz nulla sdrtiségti. Ennek felhasznalasaval egy 4j és elegans bizonyitast adott a
nulla stiriségd halmazok idealjanak random-lerombolhatatlansigara. Cikkében kérdésként felvetette a tétel
és alkalmazéasanak lehetséges altalanositasait.

Cikkiinkben par negativ példa utan pozitiv eredményeket lattunk be az elsG-kategoriajia esetben, amikor
a keresett részsorozat indexhalmazanak egy elére rogzitett, a természetes szamokon adott idedlban kell
lennie. Bevezettiikk (A, I) alaka parok J-fedési tulajdonsagat, ahol A egy o-algebra és I egy ideal A
alaphalmazan. Altaldnositottuk az Elekes M. éltal felfedezett kapcsolatot a fedési tulajdonsag és a forszolas-
lerombolhatatlansag kozott.

Belattuk, hogy bizonyos "szép" idealok esetében, ha nem teljesiil egy fedési tulajdonsag, akkor az au-
tomatikusan "nagyon'" hamis.

Megvizsgaltuk tovabbé szorzattereken adott Fubini-szorzatként el§allo idedlok fedési tulajdonsagait, és a
természetes szdmokon adott idedlok fedési tulajdonsagait.

A "summable" ideédlok definicija értelemszertien altalanosithaté tetszéleges topologikus Abel-csoportbeli
sorozatra. A [BF2014pr| benytjtott cikkiinkben a lengyel csoportok, de f6leg a Banach terek esetét vizsgaljuk.
A kovetkez§ eredmeényeket kaptuk: (a) Pontosan az analitikus P-idealok reprezentdlhatok valamely lengyel
csoportban. (b) Pontosan a nem patologikus analitikus P-idedlok reprezentélhatok valamely Banach térben.
(c) Peldakat adtunk cp-ban nem reprezentélhato nem patologikus analitikus P-ideélokra illetve ilyen idealok
nagyobb csaladjaira.

A [KSR2014BAMS] cikknek a {6 eredménye az, hogy meghatarozzuk azokat a természetes szamokbol 4llo
halmazokat, amelyekhez tartozo haromtagu reprezentacidfiiggvények megegyeznek valahonnan kezdve. Ezen
kiviil t6bb hasonld problémét is vizsgalunk a cikkben.

A [KSR2014AApr| cikkben igazoljuk olyan Sidon-sorozat létezését, amely negyedrendi aszimptotikus
bézis. A dolgozat be van nyijtvaaz Acta Arithmetica c. folydirathoz.

A [KSR2014JNT] cikkben igazoljuk Chen és Fang egy sejtését additiv komplementumokrol.

A [KSR2014PMpr| cikkben véges Abel-csoportokhoz tartozé kéttagu reprezentaciofiiggvények mege-
gyezését vizsgaljuk. A dolgozat be van nyujtva a Publicationes Mathematicae c. foly6irathoz.

A [K2014pr| cikkben bizonyos altaldnositott h-Sidon-sorozatok létezését igazoljuk, amelyek k-ad rendi
aszimptotikus bazisok minden 3 < h < k - ra. A dolgozat preprint formajaban elérhets a
http://www.cs.elte.hu/ kisspest/publ.html honlapon.

A [KMT2014TCSpr| cikknek a {6 eredménye az, hogy ha létezik gyorsan konvergalé Markov - lanc a sima
kotés-vagas problémara, akkor RP = N P. Valojaban ennél dltalanosabb tételt bizonyitunk. A dolgozat be



van nyujtva a Theoretical Computer Science c. folyéirathoz.

A [EKMS2014EJCSpr| cikkben olyan paros grafokat vizsgalunk, amelyekbdl kizarunk egy csillagot es egy
1-faktort. Megmutatjuk, hogy ezen az allapottéren bolyong6 swap - Markov - lanc gyorsan konvergal. A
dolgozat be van nytjtva az Electronic Journal of Combinatroics c¢. folyodirathoz.



