Az OTKA K77432 palyazatban elért eredmények rovid ismertetése
2013. aprilis 24.

A palyéazat résztvevoi egyiitt is és kiilon-kiilon is értek el eredményeket; tilnyomorészt a
haléelmélet, és nyomokban (a héaléelmélethez szorosan kapcsolddd) univerzalis algebra
teriiletén. Az elért eredményekbdl 32 tudomanyos cikk késziilt. Ezen cikkek koziil 20 méar
megjelent (16 papiron, 4 pedig folyodiratok honlapjan ,,on-line”), tovabbi kett6t kozlésre
elfogadtak, a maradék 10 pedig kozlésre benyujtott stddiumban van. A megjelent cikkek
koziil 14 a haléelmélet két vezetod folyoirataban jelent meg: 9 az Algebra Universalis, 5
pedig az Order folyodirat hasdbjain. A 32 cikkbdl 5 a palyazatban résztvevék kozos
munkaja. Az elért eredmények €s az azokbdl irt cikkek mennyisége messze meghaladja a
munkatervbeli célkitiizést, amely négy évre 7 cikket irt eld.

Az elért eredményeket 6t f6 témakorre bontva, a cikkek mentén haladva tekintjiik at.

I. FELIGMODULARIS HALOK ES KONGRUENCIAIK

A véges féligmodularis halokra vonatkozo 2008-ban megjelent strukturatételt terjeszti ki a
[Czédli and Schmidt: Some results on semimodular lattices] cikk: ha L féligmodularis halo,
amelyben minden intervallum véges hosszisagli, akkor L egy alkalmas, ugyanilyen
tulajdonsagu disztributiv halé fedésorzé egyesitéshomomorf képe. (Ezen uj tételt leszamitva a
cikk féleg attekintd jellegii.)

A [Schmidt: Rectangular hulls of semimodular lattices] cikk azt bizonyitja, hogy tetszéleges L
véges féligmodularis hald fedésérz6 modon beagyazhatd egy olyan R véges féligmodularis
haléba, amelyre J(R) ugyanolyan széles mint J(L), de J(R) lancok kardinalis 6sszege. Ez a
tétel Gratzer ¢és Knapp 2008-ban publikalt eredményét altalanositja (2-szélességrol tetszoleges
sz€lességre.)

Két halobol Hall—Dilworth-ragasztassal 0 halot nyerhetiink. Ezt a konstrukciot altalanositja
a [Schmidt: Semimodular lattices and the Hall-Dilworth gluing construction] cikk oly modon,
hogy az 0j konstrukcioban idedl helyett maximalis lanc szerepel, amely egyuttal filter a masik
haloban. A cikk f6 eredménye szerint véges hosszusagl féligmodularis esetben barmely ilyen
konstrukcio egy alkalmas Hall—Dilworth-ragasztds egyesitéshomomorf képe, ¢és
kovetkezésképpen megdrzi a féligmodularitast.

Ismeretes, hogy barmely L véges féligmodularis haldo fedésdrzéen bedgyazhatdé egy K
egyszerli geometriai haloba. Ennél sokkal erdsebb allitast bizonyit a [Schmidt: Congruence
lattices and cover-preserving embeddings of finite length semimodular lattices] cikk: K
egyszerlisége helyett az is elérhetd, hogy Con(K) a Con(L) tetszdleges, elére megadott {0,1}-
részhaloja legyen.

Az el6z0 tételt altalanositja a [Czédli: Representing homomorphisms of distributive lattices as
restrictions of congruences of rectangular lattices] cikk az alabbi médon. Legyen f egy {0,1}-
0rz6 halohomorfizmus egy D véges disztributiv halobol egy téglalapszeri (tehat egytttal
véges, planaris, féligmoduldris) L halo kongruenciahalojaba. A cikkbeli 0j tétel szerint L
kiterjeszthetd6 egy olyan K téglalapszeri halévd, amelynek L filtere, a Con(K)
kongruenciahalo izomorf D-vel, és f-et a megszoritas, mint Con(K)-bol Con(L)-be mend
leképezés reprezentalja. Innen az is kovetkezi, hogy két véges disztributiv halé kozotti {0,1}-



homomorfizmus mindig reprezentalhatd, mint egy téglalapszerti halé6 kongruenciahaldjanak
megszoritasa egy téglalapszeri filter kongruenciahalojaba.

1. PLANARIS FELIGMODULARIS HALOK

A palyazat egyik f6 eredménye a [Czédli and Schmidt: The Jordan-Holder theorem with
uniqueness for groups and semimodular lattices| cikkbeli tétel, amely szerint a Jordan—
Holder-tételben szerepld parositas egyértelmii, ha a faktorcsoportok kozotti izomorfiat az I.
izomorfiatételnek egy lefelé és egy felfelé¢ torténd alkalmazédsanak egymdsutdnja adja.
Erdemes ramutatni arra, hogy itt egy klasszikus, egyaltalan nem haldelméleti kérdéskort
gazdagitunk héloelméleti moddszerek felhasznalasaval. A cikkben a f6 szerepet planaris
féligmodularis halok (azokon belill is a sovany féligmodularis halok) jatszak. Részben ezen
cikk hatdsara valt intenzivebbé a sovany féligmodularis halok szerkezetének feltérképezése.

A [Czédli and Schmidt: Slim semimodular lattices. I. A visual approach] cikkben kétféle
szemléletes rekurzidval is megkonstrualjuk a sovany féligmodularis halok diagramjait. (Egy
halé sovany, ha egyrészt véges, és masrészt egyesitésirreducibilis elemei két lanccal
lefedhetdk.) Ezen diagramokbdl az Osszes planaris féligmoduléris halodiagram mar konnyen
megkaphato.

Mig a fenti cikkben elemek hozzdadasaval kapjuk a sovany féligmodularis haldkat racsbol
(azaz két lanc direkt szorzatdbdl) kiindulva, a [Czédli and Gritzer: Notes on planar
semimodular lattices. VII. Resections of planar semimodular lattice] cikkben — szintén racsbol
kiindulva — elemek elhagyasaval érjiik el ugyanezt.

A [Czédli: The matrix of a slim semimodular lattice] cikkben matrixokkal (és nagyon kevés
adattal) irjuk le a sovany féligmodularis halokat.

A fenti leirast felhasznalva a [Czédli, Ozsvart and Udvari: How many ways can two
composition series intersect?]| cikkben megszamolja ezen haldkat a hosszlisag fiiggvényében
(aszimptotikus, illetve rekurziv képletet adva), és egyuttal arra a kérdésre is valaszt ad, hogy
véges csoport két kompozicidlancanak tagjai — a rendezés tekintetében — hanyféleképpen
metszhetik egymast.

A [Czédli and Schmidt: Composition series in groups and the structure of slim semimodular
lattices]| cikk f6 eredménye szerint egy N hosszisagu sovany féligmodularis halo leirhato
egyetlenegy permutacidval, amely az {1,2,...,n} halmazon hat. A cikk azt is leirja, hogy két
permutéci6é mikor hatarozza meg (izomorfia erejéig) ugyanazt a halot. Kideriil a cikkbdl az is,
hogy ezek a halok pontosan azon halok dudlisai, amelyeket véges csoport két
kompoziciolancabol kapunk ugy, hogy vessziik a ldncokban szerepldé részcsoportok
metszeteként el6allo részcsoportok haldjat a tartalmazasra nézve.

A [Czédli and Schmidt: Slim semimodular lattices. II. A description by patchwork systems]
cikkben a klasszikus Herrmann-féle S-ragasztott konstrukcid6 megfeleldjét adjuk meg
ragasztott-Osszeg-felbonthatatlan planaris féligmodularis héalokra. Kozben strukturatételt
adunk a Hall--Dilworth-ragasztasra nézve felbonthatatlan planaris féligmodularis halokra is.



A [Czédli, Dékany, Ozsvart, Szakacs and Udvari: On the number of slim, semimodular
lattices]| cikkben az adott elemszamu sovany féligmoduléris halok szdmara adunk rekurziv
képletet.

A [Czédli: The asymptotic number of planar, slim, semimodular lattice diagrams] cikkben az
adott n elemszamu sovany féligmodularis halodiagramokat szamoljuk meg aszimptotikusan, a
hasonlé diagramokat azonosnak tekintve. A cikkbeli tétel szerint ez a szam aszimptotikusan
konstanszor 2 az n-ediken.

Kelly ¢és Rival eredménye szerint egy plandris halédiagram esetén ha u és Vv
Osszehasonlithatatlan elemek és u legalabb egy v-n 4&tmend maximalis lanc bal oldalan van,
akkor az 0sszes ilyen lanc bal oldalan van. A hasonl6 tulajdonsagu (més szdval a legfeljebb 2
rendezésdimenzidji) részbenrendezett halmazokat kvaziplanarisnak elnevezve a [G. Czédli:
Quasiplanar diagrams and slim semimodular lattices] cikk természetes bijekciot ad a korlatos
kvaziplanaris részbenrendezett halmazok és a sovany féligmoduléris halodiagramok kozott.
Ez az eredmény a korlatos kvéziplanaris diagramok jobb megértéséhez vezet, hiszen a sovany
féligmodularis haloédiagramokra a korabban emlitett cikkekben szamos jellemzés sziiletett.

[II. KONVEXITAS HALOELMELETI (ES UNIVERZALIS ALGEBRAI) NEZOPONTBOL

A [Czédli and Romanowska: An algebraic closure for barycentric algebras and convex sets]
cikkbeli tétel — teljesen altalanos feltételek mellett, a baricentrikus algebrdk nyelvén — a
konvex testek topologikus lezarasat algebrai modon jellemzi. Ennek a cikknek az alabbi két
kozvetlen folyatdsa sziiletett.

Egyrészt a [Czédli and Romanowska: Generalized convexity and closure conditions] cikkben
specialis (az euklidészi térhez jobban kotddd) esetben egyszeriibb eszkozokkel igazoljuk a
fenti cikk eredményét, és tovabbi eredményeket is nyeriink.

Masrészt, tekintsiik a Q" racionalis n-dimenzids affin tér azon részhalmazait, amelyek valos
konvex halmazok Q"-nel vett metszetei. A [Czédli, Maroti and Romanowska: A dyadic view
of rational convex sets] cikk f6 eredménye szerint két ilyen részhalmaz (bizonyos feltételek
esetén, pl. ha mindkettd korlatos) pontosan akkor izomorf grupoid (a szédmtani kozép
miiveletével), ha a tér egy nemelfajuld affin transzformécioja az egyiket a masikba viszi.

A konvexitas kulcsfontossagl szerepet jatszik a sovany féligmodularis halokkal kapcsolatos
eredmények tovabbfejlesztése szempontjabol. A sovany féligmodularis halok ugyanis nem
masok, mint a 2 konvex dimenzidju véges konvex geometridk (mint kombinatorikus
struktarak) altérhaldinak dualisai. Ha ejtjiik a konvex dimenziora valé megkotést, akkor az
ugynevezett egyesitésdisztributiv halok fogalméhoz jutunk. Ezen hélokra legalabb egy tucat
ekvivalens definicié 1étezik; a legels6 Dilworth-tdl szdrmazik 1940-bdl. Az
egyesitésdisztributiv halok az antimatroidok elérheté halmazainak haléi, vagy a konvex
geometridk altérhaldinak dudlisai. A [Czédli: Coordinatization of join-distributive lattices]
cikk tétele szerint ezek a halok permutaciokbol 4ll6  vektorok segitségével
»koordinatazhatok™; ez a tétel a sovany féligmodularis halok korabban emlitett permutacios
leirasat altalanositja.



Az [Adaricheva and Czédli: Notes on the description of join-distributive lattices by
permutations| cikk ramutat arra, hogy a fent emlitett koordinatazas — egy kis munka 4ran —
Edelman és Jamison 1985-0s konvex geometridkra vonatkoz6 eredményébdl is megkaphato.

Ugyanakkor a forditott irany is kideriil: az Edelman—Jamison-eredmény is kovetkezik a friss
haléelméleti koordinatazasi eredménybdl. Ily modon uj, haloelméleti bizonyitast nyeriink az
Edelman—Jamison-eredményre. Tovabba az egyesitésdisztributiv halok ujabb ekvivalens

crer

Ha a sikon véges sok kort tekintilink, akkor ezek halmazan a szokasos konvex burok képzéssel
egy konvex geometridt (mint kombinatorikai struktirat) nyeriink. A [Czédli: Finite convex
geometries of circles] szerint minden olyan véges konvex geometria, amelynek konvex
dimenzidja legfeljebb 2, ily modon reprezentalhato. A bizonyitds dontden haloelméleti, €s a
sovany féligmodularis hélokra vonatkozo (jelen projektben kifejlesztett) eszkoztarat
hasznélja.

IV. HALOTOLERANCIAKHOZ HASONLO TULAJDONSAGU TOLERANCIAK

1982 6ta mostanaig csak a halok varietasarol tudtuk, hogy ott a toleranciak "érdekesek" abban
az ¢értelemben, hogy egyrészt ebben a varietasban lehet tolerancia szerinti faktoralgebrat
képezni gy, hogy az is a varietdson beliil maradjon, és masrészt vannak kongruenciaktol
kiilonb6z6 tolerancidk is. A [Chajda, Czédli and Halas: Independent joins of tolerance
factorable varieties] cikk végtelen sok tovabbi hasonl6 varietasra ad példat.

A [Czédli and Gritzer: Lattice tolerances and congruences| cikk eredménye szerint a halok
toleranciai nem masok, mint a halok kongruenciainak homomorf képei.

Egy s=t azonossagot (ahol s és t kifejezés) linearisnak neveziink, ha barmely valtozé s-ben is
¢és t-ben is legfeljebb egyszer 1ép fel. Az elébb emlitett két cikkhez kapcsolddva a [Chajda,
Czédli, Halas and Lipparini: Tolerances as images of congruences in varieties defined by
linear identities] cikk bebizonyitja, hogy ha V egy lineéris azonossdgokkal definialt varietas,
akkor barmely V -beli A algebra és az A tetszéleges T tolerancidja esetén van olyan V -beli B
algebra és B-nek egy sziirjektiv homomorfizmusa A-ra, hogy T a B egy alkalmas
kongruencidjanak képe ezen homomorfizmus mellett.

Az elébbi cikkben emlitett varietastulajdonsagot (azaz, hogy egy varietasban a tolerancidk a
varietas kongruencidinak homomorf képei) a [Czédli and Kiss: Varieties whose tolerances are
homomorphic images of their congruences] cikk Malcev-szerii feltétellel jellemezi. Ezen
feltétel alkalmazasaként konnyen adddik, hogy a félhalok varietasa €s az unér varietasok
rendelkeznek a tekintett tulajdonsaggal; tovabba (nem olyan konnyen adododan) az n-
felcserélhetd kongruencidkkal bird varietdsok koziil pontosan a kongruencia-felcserélhetéek
ilyen tulajdonsaguak.

Legyen D véges disztributiv halo, T a fedési relacio altal generalt toleranciaja, S(D) pedig a
D/T faktorhal6 (a témavezetd 1982-es definicioja értelmében). Ekvivalens talalasban: legyen
S(D) a D Herrmann-féle S-ragasztott vaza (,,skeleton). A [Czédli, J. Grygiel and K. Grygiel:
Distributive lattices determined by weighted double skeletons] cikk tétele szerint ha az
S(S(D)) masodik vaz trivialis (azaz egyelemi), akkor D-t az igynevezett sulyozott dupla vaz
meghatarozza. (Esetenként igy lehet D-t a legkevesebb adattal megadni.) Az eredmény ¢les



abbol a szempontbodl, hogy minden egyes D-re valahanyadik vaz trivialis, de a harmadik vaz
trivialitasdbol még nem kovetkezik az, hogy D-t a sulyozott dupla vaz meghatarozza.

V. TOVABBI HALOELMELETI EREDMENYEK

Halok 0sszegének képzésén (Graczynska, majd Graczynska és Gritzer nyoman) 1ényegében
azt értjlik, hogy a faktorhalobol és a kongruencia blokkjaibol allitjuk eld a halot. A szituéciot
korabban két funktor irta le. Ennél joval konnyebben kezelhetd, a 1ényeget jobban feltarja €s
szemléletesebb is a [Czédli: Sums of lattices and a relational category] cikkbeli megkozelités,
ahol csak egyetlen funktorra van sziikség. Ez a funktor (mondjuk, véges esetben) a
morfizmusok bizonyos relaciok. A fellépd relaciok szemléletesen két halo egymas folé
helyezését irjak le.

A [Czédli and Skublics: The ring of an outer von Neumann frame in modular lattices] cikkben
a szerzOk a kovetkezo tételt igazoljak. Legyen f egy modularis halé Neumann-féle n-kerete
(az un. "kiilso keret"), és tegyiik fel, hogy ezen n-keret egyik primintervallumaba egy g feszitd
m-keret van elhelyezve (ez az Un. ,,belsd” keret). Ez esetben a kiilsé keret koordinata gytirtiije
(izomorfia erejéig) €ppen a belsé keret koordinata gylriije feletti n-szer n-es matrixgyurd.
(Korabban csak az volt ismeretes, hogy a két gylirli azonos karakterisztikajh).

Egy véges P részbenrendezett halmaz négy természetesen felmeriild relacioval is definialhato:
a ,,kisebb”, a ,kisebb vagy egyenld”, a ,koveti”’, vagy a ,koveti vagy egyenld” relacidval.
Mind a négy esetben a [Czédli: Some new closures on orders| cikk meghatarozza azon P-ket,
amelyeken a tekintett reldcid ugyanazt (a szerzO altal korabban bevezetett) erds lezarast
indukalja, mint a relaci6 &ltal meghatirozott Galois-féle lezards. (A haldelmélethez a
részbenrendezett halmazok is és a lezarasok is szorosan kapcsolddnak.)

Ha egy halon adott egy véges rendii haldautomorfizmus, mint unér mivelet, akkor
forgashalorol beszéliink. Specidlis esetet jelentenek az involicidval felszerelt halok,
amelyekkel tobb szerzo is foglalkozott korabban, tobbek kozott a témavezetd is a kilencvenes
években. A [Czédli and Nagy: Varieties of distributive rotational lattices] cikk meghatarozza
a szubdirekt irreducibilis disztributiv forgashalokat, tovabba leirja a disztributiv
forgashalokbol allo varietasokat.



