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A palyazatban egységelemes L kvazicsoportok, réviden hurkok, vizsgélataval
foglalkoztam. Egy L hurok bal oldali A\, : * — axz : L — L és jobb oldali
Po T — xa: L — L, a € L, szorzdsai permutaciéi L-nek. Az L hurok
Osszes bal és jobb oldali szorzasai dltal generalt csoportot a hurok kétoldali
szorzéscsoportjanak nevezziik és Mult(L)-lel jeloljiik. Az Osszes bal oldali,
illetve az 6sszes jobb oldali szorzasok altal generalt részcsoportjait Mult(L)-
nek, bal szorzdscsoportnak, illetve jobb szorzascsoportnak nevezziik és Gy,
illetve G,-rel jeloljik. A vizsgdlatokban kitiintetett szerepet jatszik az a
részcsoportja Mult(L)-nek, illetve Gj-nek, mely az L hurok egységelemének
a stabilizatora a Mult(L), illetve a G; csoportban. Ezt a részcsoportot
Inn(L)-lel, illetve H-val fogjuk jelolni. Az egy-, illetve kétoldali szorzascso-
portok vizsgdlata Osszekapcsolja a hurkok elméletét a csoportelmélettel, és
igen hatékony eszkozok a hurkok szerkezetének meghatarozasaban. Ugya-
nis az L hurok normaélis részhurok struktirdjat meghatarozza a Mult(L)
szorzascsoport normalosztd struktiardja és forditva. Ezért lényeges feladat
azon csoportok osztalyozasa, melyek eléallnak hurkok szorzascsoportjaként.
Ez a probléma csoportok specialis transzverzalisainak meghatarozdsit je-
lenti.

Nagy P.T. és K. Strambach hurokelméleti kutatasaihoz kapcsolédva olyan
topologikus, ill. differencidlhaté hurkok vizsgalataval foglalkozom, ahol a G



csoport (véges dimenzids) Lie csoport. Ekkor a hurkok meghatérozédsa ekvi-
valens a G; Lie csoport er6sen tranzitiv transzverzalisainak megkeresésével.
Ez azt jelenti, hogy meghatirozzuk azokat az A transzverzdlisait Gj-nek,
melyek el6éllnak valamely o : G;/H — G folytonos, ill. differencidlhaté
szelés képeként gy, hogy H nem tartalmaz trivialistol kiilonb6z6 normal-
osztéjat Gp-nek, A generdlja G-t és erGsen tranzitivan hat G;/H-n, azaz
adott gH és kH mellékosztalyok esetén pontosan egy z € A elem létezik
ugy, hogy zgH = kH teljesiil.

Kevés kivételtol eltekintve minden Lie csoportnak 1étezik erésen tranzitiv
transzverzalisa. Ezt az észrevételt alatamasztjak az [1], [2], [3], [4] dolgo-
zatok és a [6] dolgozat 10. tételének eredményei, ahol azokat az alacsony
dimenziés Osszefiiggd topologikus hurkokat osztélyozzuk, melyeknek az [1]
dolgozatban félig-egyszerii, a tovabbiakban pedig felodhaté Lie csoport a bal
szorzascsoportja. Ezzel szemben az a feltétel, hogy topologikus hurkok kétol-
dali szorzdscsoportjai (véges dimenziés) K Lie csoportok, er6s megszoritast
ad mind a hurok mind a szorzascsoport struktarajara. Ez pontosan akkor
teljesiil, ha létezik két specialis transzverzdlis K-ban egy S részcsoportra
vonatkozdéan 1gy, hogy S nem tartalmaz trivialistél kiillonb6z6 normaélosz-
tojat K-nak. fgy S a hurok egységelemének a stabilizatora lesz K-ban. Az
A és B transzverzalisokra annak a feltételnek kell teljestilnie, hogy A és B
generalja K-t és a~'b~lab € S igaz minden a € A, b € B esetén. Ekkor az A
és B transzverzélisokat S-Osszefiiggének nevezziik. Véges csoportok esetén
a Mult(L) csoport, az Inn(L) részcsoport és az A és B transzverzalisok
fontossagat Csorgé P., A. Drapal, T. Kepka, Nagy G. P., M. Niemenmaa,
A. Vesanen eredményei igazoljak.

A kutatds nagy részében azoknak a Lie csoportoknak a meghatdrozasat
és szerkezetének vizsgalatat végeztiik, melyek el6allnak topologikus L hurkok
kétoldali, ill. baloldali szorzascsoportjaként. A Mult(L) csoport ismeretében
leirtuk az L hurok szerkezetét és megadtuk egységelemének stabilizatorat.

A legtobb ismert egyszeri Bol huroknak, mely nem Bruck hurok, a
létezése azon a tényen alapszik, hogy egy G csoport V szimmetrikus terének
elmozdulésai a G x G csoportot generdljak és V = {(z,z7!);x € G}. Legyen
G = G1 X G2, ahol G = G2 egy egyszeri csoport és legyen p : G1 — Go egy
izomorfizmus. Legyen S1 < G és .So < G2 nem trividlis valédi részcsoportjai
Gy-nek 1gy, hogy p~1(S2)S1 = Gy és p~1(S2) NSy = 1. Ha p~1(S)\{1}
egyetlen eleme sem konjugdalt S; valamely eleméhez, akkor a G x G3/S1 X Sy
faktor téren egy L egyszerti Bol hurok definidlhat6. Ez az L hurok egy
Si-lel izomorf és egy Ss-vel izomorf csoportnak a szorzata. Az [1] dol-
gozatban Karl Strambachal kézosen osztalyoztuk azokat a differencialhato
Bol hurkokat, melyekre a G-csoport Gsszefliggé nem-kompakt egyszerti Lie
csoport. Az osztilyozas a G csoportok, olyan zart részcsoportokra vald
felbontasainak meghatdrozasan alapszik, melyek metszete trivialis. R.O.
Nazaryan eredményébdl tudjuk, hogy sok klasszikus Lie csoportnak létezik
az Iwasawa felbontastol kiilonbozé felbontasa. Az ezekhez tartozd egyszeri



Bol hurkoknak van egy kompakt 6sszefiigg6 részcsoportjuk és igy nem home-
omorfak R™hez. Azt az Otletet, hogy egy egyszerii Bol huroknak a bal
szorzascsoportja lehet a G x G direkt szorzat Nagy G. P. fedezte fel.

A [2] dolgozatban azokat az Gsszefiiggd, topologikus hurkokat hataroztuk
meg, melyeknek a bal szorzascsoportja 3-dimenziés feloldhato Lie csoport.
FEzek a hurkok kétdimenzidsak, feloldhatdak és egyértelmiien megadhatdk
egy legfeljebb kétvaltozds folytonos fiiggvénnyel. A 3-dimenzids Lie csopor-
tok koziil az euklideszi sik mozgascsoportja, az euklideszi sik dilatacidinak
a csoportja és a kompakt Lie csoport kivételével minden Lie csoportnak van
er0sen tranzitiv transzverzalisa, de ezen csoportok egyike sem lehet hurkok
kétoldali szorzdscsoportja. Meglepd eredmény, hogy a 3-dimenzids felold-
hat6 nem-nilpotens Lie csoport, melynek pontosan egy 1-dimenzids normalis
részcsoportja van, el6all topologikus hurkok bal oldali szorzascsoportjaként,
de nem lehet differencialhat6 hurkok, melyekre az exp Tho(G;/H) C o(G;/H)
természetes feltétel teljesiil, bal oldali szorzascsoportja.

A [3], [4] dolgozatokban és a [6] dolgozat 10. tételében osztalyoztuk
azokat a 3-dimenzids 6sszefiiggd topologikus hurkokat, melyeknek a G; bal
szorzascsoportja 4-dimenziés feloldhatd, ill. nilpotens Lie csoport. A [3] dol-
gozatban vizsgélt Lie csoport centruma trividlis és pontosan két 1-dimenzids
normalis részcsoportja van, a [6] dolgozat 10. tételében levé feloldhatd, nem
nilpotens Lie csoport centruma 1-dimenzids és kommutator részcsoportja
2-dimenzids, a [4] dolgozatban pedig a nilpotens Lie csoportokkal foglalkoz-
tunk. Aszerint, hogy a (G; csoport automorfizmusa erejéig, mely 1-dimenzios
nem normalis részcsoportjat valasztjuk L egységeleme stabilizatordnak, a
[3] dolgozatban az L hurkok harom osztalyt, a [6] dolgozat 10. tételében
négy osztalyt, a 4-dimenzids Fy filiform Lie csoport esetén két osztalyt, az
F3 x R csoport esetén pedig egy osztalyt alkotnak. Jellemeztiik a hurkok
szorzasmuveletét egyértelmiien megadé legfeljebb haromvaltozés folytonos
fliggvényeket. Egy egyszerii bizonyitds mutatja, hogy ezek a Lie csoportok
sem kétoldali szorzascsoportjai topologikus hurkoknak. Azoknak a nem-
feloldhaté Lie csoportoknak az esetében is, melyek tranzitivan hatnak 3-
dimenziés M sokasagokon, de nincsen olyan részcsoportjuk, mely tranzitivan
hat M-en, negativ eredményt kaptunk ([4]).

A legaldbb 4-dimenziés F,,, n > 4, elemi filiform Lie csoportok fontos
épitokovei topologikus hurkok kétoldali szorzascsoportjanak. A Lie cso-
portok osztalyaban csak ezek a 2-dimenziés topologikus hurkok kétoldali
szorzascsoportjai. Azokat a 2-dimenzids topologikus hurkokat, melyeknek
filiform Lie csoport a kétoldali szorzdscsoportja, elemi filiform hurkoknak
nevezziik és L, -nel jeloljiikk. Mivel az F;, Lie csoportok nilpotensek el6szor
a nilpotens Lie csoportok kozott kerestiik azokat, melyek reprezentalhatdk
3-dimenzids topologikus hurkok kétoldali szorzascsoportjaként. A [4] dolgo-
zatban leirtuk a nilpotens Mult(L) Lie csoportok szerkezetét. Megmutattuk,
hogy ha Mult(L) nilpotens, akkor az egyszeriien 0sszefiiggé L hurok home-
omorf R3-hoz és centralisan nilpotens. Az L hurok Z(L) centruma 1 vagy



2-dimenziés és az L/Z(L) faktorhurok vagy izomorf R™-el, n = 1, 2 vagy
izomorf egy L, elemi filiform hurokkal. Az els6 esetben a Mult(L) csoport
az M kommutativ normaloszténak egy @ = R™ csoporttal vett szemi-direkt
szorzata, n = 1, 2, ugy, hogy M direkt szorzata az Inn(L) csoportnak és
Mult(L) centruméanak. Ezt az esetet két Lie csoport osztédly és az altaluk
meghatirozott hurkok jellemzésével szemléltettiik. Ezek az osztalyok nem
tartalmaznak elemi filiform Lie csoportokat, de szoros kapcsolatban allnak
veliikk. Az egyik osztdlyba azok a legalabb 6-dimenzids Lie csoportok tartoz-
nak, melyek két elemi filiform Lie csoport direkt szorzatai gy, hogy cent-
rumuk kozos, a masik osztalyba a legalabb 4-dimenzids elemi filiform Lie
csoportoknak a valés szamok R additiv csoportjaval vett direkt szorzatai.
A hurkok centralis bévitései kommutativ Lie csoportoknak kommutativ Lie
csoportok altal, és a szorzasmiiveletiiket megadé fiiggvények exponencidlis
polinomokbdl szarmaznak.

Ellentétben a 2-dimenziés topologikus hurkokkal a 3-dimenziés hurkok
kétoldali szorzascsoportjai nem feltétleniil nilpotensek. A korabbi dolgoza-
tokban alkalmazott vizsgélati médszerek és eszkozok kiterjesztésével a [6]
dolgozatban osztalyoztuk azokat a legfeljebb 5-dimenziés feloldhatéo K Lie
csoportokat, melyek 3-dimenzids topologikus L hurkok kétoldali szorzascso-
portjai. Az osztélyozas szempontjabdl dontd szerepet jatszott azoknak a 3-
dimenzids egyszertien 6sszefiigg6 topologikus hurkok szerkezetének meghata-
rozasa, melyek kétoldali szorzdscsoportja feloldhaté Lie csoport és rendelkez-
nek 1-dimenzids normaélis részhurokkal. Felhaszndlva ezt az eredményt és a
Lie csoportok hatésait topologikus sokasidgokon a kovetkezot kaptuk: Min-
den 3-dimenzids egyszeriien 6sszefiiggd topologikus L hurok esetében, mely-
nek egy legfeljebb 5-dimenziés feloldhaté Lie csoport a kétoldali szorzas-
csoportja, a Mult(L) szorzascsoport az M = Z x Inn(L) kommutativ
norméloszténak egy Q = R? csoporttal vett szemi-direkt szorzata, ahol
Z = R egy centralis részcsoportja Mult(L)-nek. Az L hurok pedig centrélis
bévitése az R normélis Lie csoportnak az R? Lie csoport altal. Az osztalyozés
sordn azt kaptuk, hogy minden Mult(L) csoport 5-dimenzids, centruma
nem trivialis és felbomlik valddi részcsoportok direkt szorzatara. Jelolje
Lo a 2-dimenzidés nem kommutativ egyszeriien 6sszefiiggd Lie csoportot. Ha
Mult(L) centruma 1-dimenzids, akkor a Mult(L) csoport vagy az F3 X Lo
Lie csoport, vagy az R x Lo X Lo Lie csoport, vagy a direkt szorzata R-
nek és azoknak a 4-dimenzids felbonthatatlan feloldhaté Lie csoportoknak,
melyeknek legfeljebb egy 1-dimenziés normélis részcsoportjuk van és kom-
mutdtor részcsoportjuk 2-dimenziés. Ha Mult(L) centruma 2-dimenzids,
akkor Mult(L) a direkt szorzata az R? Lie csoportnak és azoknak a 3-
dimenziés Lie csoportoknak, melyek kommutator részcsoportja 2-dimenzios.
Az R? Lie csoportnak és az euklideszi sik mozgascsoportjanak Q direkt
szorzatarol megmutattuk, hogy nem kétoldali szorzascsoportja 3-dimenziés
topologikus huroknak, annak ellenére, hogy €2 univerzalis lefed6 csoportja
rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.



Ha a Mult(L) csoport egyszerii, akkor az L hurok is egyszerii és az
Inn(L) részcsoport maximélis. Az utolsé allitds T. Kepka és M. Niemen-
maa eredménye. Csoportelmélethez hasonléan az egyszerti struktarak is-
merete hurkok esetében is alapvetd az 6sszes tobbi hurok konstrukcigjahoz.
Véges hurkok korében végzett kutatasok azt tamasztjak ald, hogy szamos
véges egyszerl csoport esetében az S-Osszefiiggd transzverzalisok 1étezésének
akadélyai vannak. Ezt az észrevételt erGsitik meg a legfeljebb 8-dimenzids
kvazi-egyszerli Lie csoportok kérében végzett vizsgalatunk. A. A. Onischik
meghatirozta azokat a kvazi-egyszerli Lie csoportokat, melyek tranzitivan
és effektiven hatnak 3-dimenzids sokasdgokon. Eredményét felhasznalva
azt kaptuk, hogy ha a Mult(L) csoport kvéazi-egyszerii és L elemei az S°
gombfeliilet pontjai, akkor Mult(L) a kovetkezd Lie csoport lehet: SLo(C),
PSU3(C,1), az SL3(R) univerzalis lefedé csoportja, SL4(R), SO5(R,1),
Sps(R). Ha pedig L homeomorf az R? térrel, akkor Mult(L) a PSL2(R)
Lie csoport lehet. A [8] dolgozatban azt vizsgaltuk, hogy mely legfeljebb
8-dimenziés kvazi-egyszeri Lie csoport all el6 topologikus hurok kétoldali
szorzascsoportjaként. ElGszor megkerestiik ezen Lie csoportok maximalis
részcsoportjait. Topologikus érvek alkalmazasaval a probléma a kévetkezd
esetek vizsgalatara redukalodik: A Mult(L) csoport vagy a PSLs(C), vagy
a PSU3(C,1), vagy az SL3(R) egyszerii csoport. Az Inn(L) részcsoport
vagy ezeknek a csoportoknak egy maximalisan kompakt részcsoportja vagy
a PSU3(C,1) csoport egy 5-dimenzids részcsoportja. Konjugdlds erejéig
ezek a részcsoportok egyértelmiien meghatarozottak. A els6 harom eset-
ben az L hurok homeomorf az R™ térrel, ahol n = 3,4,5, az utolsé eset-
ben pedig L homeomorf az S3 gémbfeliilettel. Ezeket az eseteket komoly
szamolas segitségével tudtuk kizarni. A szamoldsok jelentGs része annak a
feltételnek az ellenOrzésére iranyult, hogy egy L hurok bal- és jobb oldali
szorzascsoportja pontosan akkor egyezik meg, ha minden x € L esetén a
f@)rym= Ay I\;y : L — L leképezések elemei az L hurok egységeleme H
stabilizatoranak. Fzt a feltételt Nagy P. T. és K. Strambach bizonyitottak.

Ezzel szemben az S L4(R) kvéazi-egyszeri Lie csoport kétoldali szorzéscso-
portja S3 gémbfeliileten realizalt L topologikus hurkoknak. Ezt az ered-
ményt azoknak a 4-dimenziés lokalisan kompakt topologikus kvazitesteknek
a vizsgalataval nyertiik, melyek magja a komplex szamok C teste. Ezeket
a kvézitesteket N. Knarr hatdrozta meg. A szorzas struktirajukrél bebi-
zonyitottuk, hogy ezek az R csoportnak és egy fenti tulajdonsagi L huroknak
a direkt szorzata. Az L hurkok bal szorzascsoportja is érdekes strukturaju;
izomorf azoknak a 2 x 2-es komplex matrixoknak a csoportjiaval, melyek de-
terminansa 1 abszolat értékii. Mivel egy K. Strambachal k6z6s korabbi dol-
gozatunkban Fourier sorok elméletének segitségével sikeriilt elérelépni az S!
gombfeliileten definialt differencialhaté hurkok osztdlyozasaban, vizsgaltuk a
2-dimenzids topologikus kvazitestek Q* szorzas struktiurdjat is hurok elméleti
oldalrol. Megallapitottuk, hogy minden @Q* hurok az R csoport és egy 1-
dimenzids kompakt hurok szorzata. Megtalaltunk azt az altalanos formuldt,



amely minden 2-dimenzids differencialhaté kvazitest szorzasmiiveletét meg-
adja. D. Betten kollineacié csoportjuk meghatirozasaval osztélyozta a 4-
dimenziés transzlacid sikokat. Formulankat alkalmazni szeretnénk azaltal,
hogy segitségével explicit alakba megadjuk a D. Betten altal osztalyozott
transzlacié stkokat koordinatézo kvazitestek szorzasmiveletét. Ezt a felada-
tot a 8-dimenzids kollinedcié csoportok esetében elvégeztiik, a 7-dimenzios
esetek vizsgalata most is tart. Ezéltal tovabbi eredményeket tudtunk mon-
dani a 2-dimenzids kvazitestek multiplikativ hurkanak szerkezetérdl. Ezeket
az eredményeket a [9] dolgozatban szeretnénk kozolni.

A legb&vebb osztalyat azoknak a nem asszociativ bévitéseknek, melyek
ugyanazon a médon targyalhatdk, mint a csoportbévitések, az . n. Schreier
hurkok alkotjdk. Ezek egy N csoportnak egy S hurok altali L bovitései,
melyeket megkonstrualhatunk a csoportok esetében hasznalt két fliggvény
és a koztiik fennall6 fliggvényegyenletek segitségével. Ezeket az egyenleteket
Nagy P. T. és K. Strambach hataroztdk meg Schreier loops cimii dolgo-
zatukban. Az [5] K. Strambachal k6z6s dolgozatban a centralis bovitéseket
vizsgaltuk, azaz olyan L bovitéseket, hogy az S hurok csak a trividlis auto-
morfizmust indukélja az N csoporton. A fenti egyenletek megolddsédval jelle-
meztiink minden olyan L b&vitést, amikor S egy stlyozott Steiner hurok és
L kielégit valamely érdekes algebrai azonossdgot (kiilonboz6 alternativ tulaj-
donsdgai, kiilonb6z6 inverz tulajdonsigai vannak, Bol azonossagot teljesit).
Vizsgalatainkat az motivalta, hogy ezek a hurok tulajdonsdgok megfogal-
mazhatok és kezelhetOk a csoportelméleten beliil. Leirtuk a sulyok altal
generalt D csoport és a kiillonb6z6 hurok tulajdonsigok kozotti kapcesolatokat
és meghatdroztuk a D csoportot. Ha az S hurok véges és a D csoport nem
kommutativ, akkor D kiterjesztése egy ciklikus csoportnak egy feloldhatd
Fischer csoport dltal. Ebben az esetben az L hurok csak a jobb inverz tulaj-
donsdgot teljesiti. Leirtuk a bévitések jobb-, illetve bal szorzdscsoportjait,
a bovitések automorfizmus csoportjait és hogy milyen feltételek teljesiilése
esetén kapunk izomorf bévitéseket.



