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1. Bevezetés

A kutatás célja új matematikai modellek és módszerek kidolgozása volt in-
tergrált gyártástervezési, és ütemezési problémák megoldására. Ez egy ipari
erdet¶ problémakör, amelyben a különböz® id®horizonton dolgozó, és kölön-
böz® érdekeltésg¶ döntéshozók munkáját kell összehangolni annak érdekében,
hogy a rendelkezésre álló er®forrásakat optimálisan használhassák ki.

A kutatás során különféle, a témába es® problémát modelleztünk, és
többféle algoritmikus módszert dolgoztunk ki. Számos eredményünk a prob-
léma kétszint¶ optimalizáláson alapuló megközelítésén alapul. Azért fektet-
tünk különös hangsúlyt a kétszint¶ optimalizálásra, mert ez még egy járatlan,
alig feltárt terület, legalábbis az ütemezéselméletet illet®en.

A kutatás során született algoritmusok egy-egy probléma optimális megol-
dását, vagy az optimum approximálását teszik lehet®vé. Az algoritmusok
egy része polinomiális idej¶, de nagyobb számban fordulnak el® exponen-
ciális idej¶ algoritmusok NP-nehéz problémák megoldására. Több algorit-
musunk úgynevezett vágósíkos, korlátozás és szétválasztáson alapuló mód-
szer, amely egy lineaáris programon alapuló modellhez ad új, érvényes egyen-
l®tlenségeket a lineáris relaxáció er®stése érdekében. Továbbá az egyik prob-
lémára adott megoldásunk korlátozás programozáson alapul, ahol logikai
következtetésekkel próbálunk egy optimális megoldást találni. Az ilyen jel-
leg¶ módszerek kidolgozásában fontos szerep jut az implementáslásnak, és
a tesztelésnek, valamint a kísérletezésnek. A tesztelés és kísérletezés célja
nem egyszer¶en a legjobb, legszebb eredményeket adó paraméterek meg-
találása, hanem a megfelel®, a megoldás során igazán hatékony vágósíkok,
vagy propagációs eljárások kiválasztása, vagy akár megtalálása.

2. Kétszint¶ optimalizálással kapcsolatos eredmények

A kétszint¶ optimalizálás eredete a játékelméletb®l jól ismert Stackelberg
játékok, ahol a piacvezet® meg akarja határozni az általa gyártott men-
nyiséget, ismerve a követ®k árszabási stratégiáit. Olyan mennyiséget akar

1



gyártani, ami által a kialakuló piaci ár számára a legnagyobb pro�tot hozza
[9].

A kétszint¶ ütemezési problémák közül talán a legegyszer¶bb a P ||
∑

wjCj

egyszint¶ ütemezési probléma általánosítása [3]. A kétszint¶ modellben a
vezet® gépekhez rendeli a feladatokat, míg a követ® sorrendezi a gépeken a
feladatokat a saját célfüggvénye szerint. A vezet® célfüggvényének értékét
a követ® által kialakított sorrend határozza meg. Tehát a vezet®nek nagy
gonddal kell a munkákat gépekhez rendelni. Ennek a problémának számos
speciális esetét vizsgáltuk, amelyek különböz® jóságú és id®bonyolultságú
algoritmusokhoz vezettek. Ugyanebben a cikkben vizsgáltuk az egygépes
rendeléselfogadási problémát is, ahol a vezet® az 1||

∑
wjUj problémát oldja

meg (azaz az elutasított munkák összsúlyát minimalizálja), míg a követ® az
elfogadott munkákat sorrendezi. A vezet®nek olyan munkahalmazt kell elfo-
gadnia, amelynek összsúlya maximális, és a követ® optimális sorrendje esetén
minden elfogadott munka id®ben elkészül. Mivel a követ® ütemezési prob-
lémája polinomiális id®ben megoldható, illetve az optimális sorrend jól jelle-
mezhet®, ezért a kétszint¶ problémát dinamikus programozással meg lehet
oldani, vagy akár hatékonyabban is, ha a vezet® számára minden munka
egyforma súlyú. Amennyiben a munkáknak a legkorábbi kezdési ideje eltér®,
nem azonosan 0, akkor a követ® sorrendezési problémája NP-nehéz, így nincs
tömör reprezentációa az optimális megoldásoknak. Kidolgoztunk és imple-
mentáltunk egy korlátozás programozáson alapuló egzakt megoldó módszert.
A megoldás újszer¶ségén kívül a már megjelent cikkben azt is megmutattuk,
hogy más, logikai progamozáson alapuló megoldási módszerek alkalmatlanok
a vizsgált ütemezési probléma megoldására [6].

Négy különféle modellt vetettünk össze a sorozathossz tervezési prob-
léma megoldására termelési hálózatokban. Ebben a problémában egy beszál-
lító (követ®) szolgálja ki a gyártót (vezet®), és a gyártó a hozzá érkez®
igények alapján határozza meg a beszállító felé az igényeket. A négyféle
modell a gyártó és a beszállító lehetséges együttm¶ködési formáit írja le, és a
megoldásra 3 esetben egzakt módszert adtunk. Az egyik érdekes megközelítés
kétszint¶ optimalizásláson alapul, ahol a gyártó ismeri a beszállító költségeit,
és az alapján határozza meg felé az igényeket, el®re kiszámítva, hogy milyen
választ kaphat a beszállítótól. Ennek a modellnek a megoldása egy diszkrét
kétszint¶ optimalizálási probléma megoldását igényli, ahol a 2. szint célfügg-
vényébe kerül a fels® szint által számított igény [7]. Ebben a cikkben egy
enumeráláson alapuló, csak kis méret¶ feladatpéldányok kezelésére alkalmas
módszert adtunk a kétszint¶ sorozathossz tervezési problémára.

A kétszint¶ sorozathossz tervezési problémára dolgoztunk ki egy hatékony
megoldó módszert a [5] kéziratban. A megoldás alapötlete, hogy a követ® op-
timalizálási kritériumait a probléma primál, és egy kiterjesztett duál felírás
együttesével fejezzük ki. Ezen túl tovább er®sítettük a lineáris relaxációt
az optimális megoldásokra érvényes egyenl®tlenségekkel is. Az eredmény
egy hatékony megoldó, amelynek hatékonysága még további érvényes egyen-
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l®tlenségekkel növelhet®.
A sorozathossz tervezési problémákhoz kapcsolódik, hogy hogyan tudja a

gyártó (vezet®) kitalálni, milyen költésgekkel dolgozik egy beszállítója. Erre
a kérdésre adtunk egy kezdeti választ a [8] kéziratban. A megközelítésünk
lényege, hogy a beszállító korábbi válaszai alapján becsüljük a költségpara-
métereket egy "inverz" sorozathossz tervezési probléma megoldásával.

Végezetül megemlítjük a [2] kéziratot, amelyben általánosított lineáris
komplentaritási feltételekb®l generáltunk diszjunktív vágásokat, illetve azok
er®sítésére általánosítottuk a "lift-and-project" eljárást, amit eredetileg a
Gomory vágások er®sítésére dolgoztak ki a 0-1 vegyes-egészérték¶ programozás-
ban. Célunk az volt, hogy a lineaáris kétszint¶ optimalizálási problémákban
az optimalitási feltétlekb®l, melyek komplementaritási feltételekként jelen-
nek meg, új, er®s vágósíkokat generáljunk. Az eddigi számítási eredmények
nem igazolták ezt a várakozást, a leghatékonyabbnak a kompelentaritási
feltételeken való szétválasztás bizonyult. Egy másik, kapcsolódó kutatási
eredményt a 4. Fejezetben mutatunk be.

3. Integrált tervezés és ütemezés: kompakt prob-
léma felírás és vágósíkok

A kétszinti¶ tervezés és ütemezés problémát viszgáltuk, és egy vágosíkos
egzakt megoldó algoritmust dolgoztunk ki. A modellben a fels® szinten het-
ekhez kell rendelni a munkákat, míg a részeletes ütemezés egy párhuzamos
gépes ütemezési probléma megoldását igényli minden hétre az adott hétre
es® feladatokkal. A nehézséget az adja, hogy utóbbi probléma is NP teljes. A
feladatot kétféle módon modelleztük. Egyrészt egyetlen nagy MIP-el, más-
részt egy hierarchikus matematikai programmal. A hierarchikus megközelítés
alapötlete egy kompakt probléma felírás, amelyben a párhuzamos gépes üte-
mezési problémákat nem írjuk le explicit, hanem a Párhuzamos gépes és a
Hátizsák pakolási probléma kapcsolatát felhasználva, alkalmas vágósíkokkal
helyettesítjük. A két módszert többféle méret¶ és nehézség¶ problémán
vetettük össze, és behatároltuk azokat a probléma jellemz®ket, amelyek a
hierarchikus megoldási módszert el®nyössé teszik [4].

4. Új vágósíkok a vegyes-egészérték¶ programozási
problémára

Vegyes egészérték¶ programok megoldása alapvet®en fontos a fenti prob-
lémák megoldásában. A simplex tábla elemzésével különféle vágósíkokat
lehet generálni. Az egyik jól ismert vágás a Gomory vágás. A Gomory
vágás er®síthet® a "lift-and-project" módszerrel. Azonban ez a módszer
hatékonyan eddig csak egyszer¶ diszjunkciókra m¶ködött, azaz xk ≤ 0 ∨
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xk ≥ 1, ahol xk változó csak egész értékeket vehet fel. A fenti eljárást ál-
talánosítottuk tetsz®leges "split" diszjunkciókra, azaz az egész vátozók tet-
sz®leges egész együtthatós kombinációjával nyert diszjunkciókra. Továbbá
megmutattuk, hogyan lehet kombinálni a "Reduce-and-Split" vágás er®sít®
módszerrel, melynek célja, hogy a vágások együtthatóit csökkentse, ezzel
er®sítve azokat [1].

5. Tanulságok

Az eddigi kutatási eredmények több tanulság lesz¶rését teszik lehet®vé:

1. A diszkrét kétszint¶ optimalizáslási problémák megoldása akkor lehet
hatékony, ha valamilyen módon jellemezni tudjuk a követ® optimális
megoldásait. A kutatás során több ilyen jelleg¶ eredmény született [3,
5, 6], talán a legáltalánosabbat a [5] kéziratban írjuk le. Ugyanakkor a
lineáris kétszint¶ optimalizálási problémák megoldásában bevett kom-
plementaritási feltételek nem vezetnek hatékony megoldáshoz.

2. Azok a kétszint¶ optimalizálási problémák, ahol a követ® (2. szint)
problémája NP-nehéz, lényegesen nehezebbek, mivel ekkor a feladat
minden megengedett megoldása egyben egy NP-nehéz optimalizálási
probléma optimális megoldását tartalmazza. Az ilyen problémák ne-
hezebbek, mint az NP-nehéz problémák, mivel általában nem tartoz-
nak az NP osztályhoz.

3. A kiterjesztett probléma felírások mellett, aholis az eredeti probléma-
változókon túl új változókat, és korlátokat vezetnek be a probléma
lineáris relaxációjának er®sítésére, a kompakt felírások is hatékonyak
lehetnek. A kompakt felírásban elhagyjuk a probléma változók egy
részét (lényegében projektáljuk a problémát egy altérre), és alkalmas
vágósíkokkal probáljuk ellen®rizni, hogy az aktuális megoldás benne
van-e a projektált probléma megoldáshalmazában [4]. Bár a projekció
a Fourier-Moztkin eliminációval egzaktul meghatározható, de ahhoz
ismerni kell a probléma megengedett megoldásainak lineáris reprezen-
tációját, ami NP-nehéz problémák esetén nem áll rendelkezésre.
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