Zarojelentés OTKA76099

JelentOs eredményeket értiink el a grafelmélet, geometria, sztochasztika és algoritmu-
sok kérdéskoreiben, sokszor a teriiletek kozos elméletét gyarapitottuk.

A t6bb mint 90 publikaciébol kiemelem az dltalam legértékesebbeknek tartottakat.
Az alabbi eredményeket a kutatasi terv strukturdajat kovetve csoportositom.

GRAFELMELET

A Hadwiger-sejtés a kombinatorika egyik kozponti kérdése. A sejtés szerint, ha egy
graf nem tartalmaz t-klikket minorke;nt, akkor t-1-szinezhet6. A t=5 eset Wagner egy
tétele, a négyszin-tétel egy altaldnositasa. A szinezési kérdéseket kiterjesztik lista szinezési
kérdésekké. Ekkor nem egy globdlis palettaval szinezziik grafunkat, hanem minden csic-
snak van egy lokalis palettdja. Thomassen egy nevezetes tétele &llitja, hogy minden
sikgraf 5-lista szinezheté. Az 5 paraméter optimalis. Természetesen meriil fel a kérdés
a Hadwiger-sejtés lista szinezési valtozatara. Barat tarsszerzokkel megmutatja, hogy a
legtermészetsebb valtozata a sejtésnek nem igaz. Konstrudlnak egy olyan t-klikket mi-
norként nem tartalmazé grafott, amely lista kromatikusszamara (4/3)t nagysagrendii als6
becslés adhaté.

Legyen q egy fix természetes szam. Legyen G egy g¢-részes graf egyenld osztalyokkal
gn csicson. Legyen 6 = k/(k+ 1), ahol k = ¢+ O(logq). Csaba igazolta, ha G mindegyik
csucsa legalabb dn csticcsal szomszédos az osztalyatol eltérd barmelyik részben, tovabba
n elég nagy, akkor G-nek van K, faktora. Azaz csicsai lefedheték diszjunkt q pontd
klikkekkel.

Ritka K, i-mentes grafok tipikus struktiuraja: A kombinatorika kutatasok két koz-
ponti témdja a véletlen grafok evolicidja (Erd6s—Rényi) és a H-mentes gréafok vizsgédlata.
Fontos annak megértése hogy n ponton a tipikus m éli H-mentes graf struktiraja hogyan
valtozik ha m 0-tél kezdve né ex(n; H)-ig. Balogh, Morris, Samotij és Warnke erre ad
valaszt ha H egy klikk, ezzel kiterjesztve Kolaitis, Promel és Rothschild korabbi ered-
ményét.

Barat és Gerbner sokszorosan 0sszefliggd grafok élfelbontasait vizsgalta. Konkrétan a
kovetkezo kérdéssel foglalkoztak, ami Barat és Thomassen sejtése: minden 7' fahoz létezik
egy kp természetes szam, amelyre igaz, hogy minden kp-szeresen él-6szefliggd graf felbon-
thaté T-vel izomorf részgrafokra, ha |E(G)| oszthaté |E(T)|-vel. Megmutattak, hogy ele-
gendd a sejtést paros grafokra bizonyitani. Ezt téliik fiiggetleniil bizonyitotta Thomassen
is. JCTB 103 (2013), 504-508. Legyen Y az a fa, melynek fokszamsorozata (1,1, 1,2, 3).
Megmutattak, hogy ha G legalabb 191-szeresen él-Gsszefiiggd és élszama oszthato 4-gyel,
akkor G-nek van Y-felbontdsa. Ez volt az els6 tétel, melyben a kérdéses fa nem 1t és nem
csillag.

Legyen f,,(H) a cimkézett H-mentes grafok szdma egy adott n elemil csticshalmazon.
Erdds sejtette, ha H tartalmaz kort, akkor f,,(H) = 2(+teM)ez(n.H) " Fy akozponti sejtés
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mind a mai napig megoldatlan paros gréfok esetén. Még log, f,(H) nagysigrendje is
csupan Cy és Cg esetén ismert. Balogh és Samotij megmutatta, ha s és t esetén, ha
2 < s < t, akkor f,(K,,) = 2000"""
amikor ex(n, K, ) ismert.

), ami konstans erejéig erés azokban az esetekben,

Osszegmentes halmazok Abel-csoportokban: Balogh Jézsef harom (tarsszerzokkel irt)
cikke foglalkozik ezzel a nagyon kézponti és intenziven vizsgalt kérdéskorrel. Tébbek kozott
strukturalis leirasat adjak véletlen halmazok legnagyobb méretli Osszegmentes részhal-
mazainak. Ebbol kordbbi eredmények (Lev, Luczak és Schoen, Sapozhenko, Green és
Ruzsa) kiterjesztései adédtak. Cameron és Erdds 1990 sejtését Green és fiiggetleniil
Sapozhenko igazolta. Ennek finomitott valtozatat igazolta Alon, Balogh, Morris and
Samotij. FEz 1j mddszert kivant, amely a kordbbi eredményekre 1j bizonyitast is szol-
galtat.

Kinnersley és Langston szamitogéppel adott kizart minoros karakterizaciét a 2 utszé-
lességii grafokra. A lista 110 grafot tartalmazott. Ez a halmaz viszonylag nagy és kevés
strukturalis informdciot ad. Barat, Hajnal, Lin és Yang egy mas utat kovetett és a 2 titszé-
lességii grafokat felépité blokkokra koncentraltunk. Ezek Osszeragasztasaval megkaphatd
minden 2-szeresen Osszefiiggs és 2-szeresen él-Osszefiiggd graf ezen osztalyban egy rovid és
kompakt karakterizaciéval.

1983-ban Erdods, Hajnal, Sos és Szemerédi bevezette grafok Ramsey-Turan fliggvényét
és alaperedmények mellett sok problémat vetettek fel ezzel kapcsolatban. Balogh és Lenz,
illetve Balogh, Hu és Simonovits ebben a témakorben oldott meg régi problémékat.

Balogh, Morris és Samotij, Independent sets in hypergraphs cikke még csak benyujtas
alatt van, de az OTKA kutatdasunk csiicseredménye. A cikk uniform halmazrendszerek
fiiggetlen halmazainak strukturalis leirdsat adja néhany természetes feltétel mellett. Ezen
strukturalis leiras korabbi mély és nevezetes tételek egyszertibb bizonyitdsdhoz vezetett.
To6bbek kozott adodott (az eredeti bizonyitasokhoz képest meglepden attekintheté mo-
don) Conlon—Gowers és Schacht iinnepelt eredménye. Uj eredményekhez is vezetett ez az
erOs strukturalis eredmény: Szemerédi nevezetes tételének leszamolasos véaltozata adddott.
Az eredmény nagy vihart kavart kombinatorikus korokben. A nyari Erds100 konferen-
cidan tobb meghivott eldadd hivatkozott ra: Conlon, Fox, Friedgut, Gowers, Kahn, Rodl,
Schacht, Steger.

SZTOCHASZTIKA

Bollobas, Balogh és Morris meghatarozta a 2-szomszédsag bootstrap perkolacié kri-
tikus valdészintliségét és a hiperkockan torténd tobbségi bootstrap perkolacié kritikus valo-
szintiségét. Az altaluk kifejlesztett technika statisztikus fizikdban is relevansnak tiinik.

Balogh, Lee és Samotij a klasszikus Corradi—Hajnal tételt terjesztette ki ritka véletlen
grafokra.

Timar beldtta, hogy minden lokélisan véges véletlen graf, amely a sikba izometria-
invarians eloszlassal agyazott be kiszinezhetd 6t szinnel invaridns, determinisztikus mo-
don (amennyiben néhény technikai feltétel teljesiil). A sziikséges technikai feltételek au-
tomatiusan te;ljesiilnek, ha egy pont-folyamatot vesziik, amelynek majdnem biztosan van
szimmetridja, majd ennek a ponthalmaznak vessziik a Voronoi-diagramjanak grafjat. fgy
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eredményiink élesiti Angel, Benjamini, Gurel-Gurevich, Mayerovitch és Peled korabbi ered-
ményét, amely Poisson pont-folyamatokkal foglalkozik és hat szinezhetdséget igazol.

Vizsgaltuk a Gilbert modellt, amely véletlen geometriai grafot konstrual. Igazoltuk,
hogy a véletlen geometriai graf pontosan attél a ponttdl kezdve rendelkezik Hamilton-
korrel, amikor kétszeresen Osszefliggévé valik. Ez az eredmény Penrose egy sejtését igazolja.
Tovabba belattuk, hogy a k-szomszédsag grafok esetén alkalmas l-re az l-szeres 0sszefiiggd
grafok majdnem mindegyike rendelkezik Hamilton-korrel.

Csaba téarsszerzokkel belatta, hogy fix D, a és v konstansokhoz 1étezik olyan ¢ kon-
stans, hogy minden p(n) j ¢/n-et teljesité valésziniiségre a G(n,p) véletlen graf aszimp-
totikusan majdnem biztosan tartalmaz minden olyan fat, amely maximaélis foka legfeljebb
D, pontszama (1 — a)n, akkor is, ha az élek egy részét eltoroljiik ugy, hogy minden cstcs
koriil 1/2 + ~ héanyada az éleknek maradjon meg. A bizonyités a ritka grafokra vonatkozo
regularitasi lemman, tovabba Friedman és Pippenger fik expander grafokba torténd bea-
gyazasarol szold tételének paros grafokra vonatkozé valtozatan mulik.

GEOMETRIA

Erdos egy kérdése, hogy egy konvex helyzetli kiengyensulyozottan 2-szinezett pon-
thalmazban milyen hosszii nem-metsz6, alternalé szinti utat talalhatunk. A legjobb alsé
becslés Pach, Téth és Valtr egy cikkében van. Egyszertibb médon, a szinezett ponthalmaz
egy tigyes kédolasaval sikeriilt megjavitanunk az alsé becslésiiket. A legjobb konstrukcié
szintén a fenti szerzéharmas eredménye (ennek nagysdgrendjét optimélisnak sejtik) egy
sporadikus konfiguracié. Mészaros Viola tobb ugyanolyan nagysagrendii konstrukciéoszta-
lyt irt le. Ezek analizise, struktiraja lehetové teszi a probléma mélyebb megértését.

Barat tarsszerzokkel vizsgalta az alabbi kombinatorikus kérdést: Egy sikbeli P pon-
thalmazban tires 6tszognek neveziink 6t pontot, ha szigorian konvex helyzetiiek és a kon-
vex burkukban nincs mas P-beli pont. Megmutattak, hogy minden legaldbb 328¢? elemii
sikbeli véges ponthalmaz tartalmaz tires 6tszoget vagy ¢ kollinearis pontot. Ez nagysa-
grendileg optimalis, amit az £ — 1 oldalhosszisagi négyzetracs példaja mutatja. A kordabbi
legjobb korlat dupla exponencidlis volt.

ALGORITMUSOK

Az inverz fert6zés probléma alapkérdése a kovetkez6: Ha adott egy fert6zési mechaniz-
mus (esetiinkben a Domingos-Richardson kaszkad modell), felmeriil, kiszdmithatéak-e az
élfert6zési valdsziniiségek egy ismert tanul6halmaz alapjin (feltéve, hogy a valdszintiségek
néhany paramétertdl fiigghetnek ismeretlen médon)? A valds esetekben (ekkor enm alul-
hatarozott a feladat) lehetséges jé becslés, de a kordbban hasznalt grid search rendkiviil
koltséges és csak kisszamu paraméter kezelhetd vele. Pluhdr és tarsszerzoi egy gradiens
alapd modszert vizsgalt, ami jelent6s gyorsuldst ad és pontossag novekedést ad.

Nagy-Gyorgy és tarsszerzoi cikkiikben egy 1j teriiletet boncolgatnak, amely lada-
pakolasi probléma altalanositasa grafokon. A modellben felirt problémék mas ismert kom-
binatorikai problémék &ltaldnositasai.

B. Csaba, T. Plick, A. Shokoufandeh véletlen ponthalmazokra vonatkozé kombina-
torikus optimalizéldsi kérdések (minimélis parositds, minimédlis feszitéfa, utazé tigynok
probléma) optimumanak varhaté értékére ad éles becsléseket.
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L. Epstein, Cs. Imreh, A. Levin és Nagy-Gyorgy Judit egy cikkiikben a lapozasi prob-
léma 1j, gyakorlati szempontbdl érdekes altaldanositasait vizsgélja és versenyképes online
algoritmusokat tervez.

KOMBINATORIKUS JATEKOK

Pluhar térsszerzékkel az gy nevezett Chooser-Picker (és a Picker-Chooser) jatékok
matematikai és aktudlis bonyolultsdganak a kérdéseit taglalta. Mig (ezek) a jatékok mint
nyelvek a PSPACE elemei, NP-nehézséget sikertilt belatni réluk. Kiterjesztettiik a Hales-
Jewett parositas fogalmat, ennek létezése NP-teljesnek bizonyult. A fogalom alapjan meg-
mutattuk, hogy a k-amdébdban k& < 8 esetén, illetve a Harary poliéminé jatékban a ”snaky”
ellen nem létezhet parositasi stratégia. Tovabba leirtuk a lehetséges parositasi stratégiakat
(két ilyen van) a Ps, azaz 6t egymadst kovetd cella ellen.

Pluhar és Balogh cikkiikben a D. Hefetz, M. Krivelevich, M. Stojakovi¢ és T. Szabd
altal bevezetett fokszamjatékokat vizsgalunk. Egy grafjaték tablaja K,,, az n pontu teljes
graf élhalmaza. Maker és Breaker felvéaltva veszik az éleket, és Maker akkor nyer, ha
az altala valasztott részgraf egy edirt tulajdonsagnak eleget tesz. Ebben az esetben egy
minimalis fokszamot el kell érjen Maker minden pontnal. A jaték modositott formajaban
a tdbla nem a teljes F(K,), Maker olyan kevés élet vesz, ami elég a gyGzelemhez; a
mi feladatunk pedig a pontos érték (sziikséges élszdm) meghatarozésa. Az un. pozitiv
minimalis fokszam jatékban, ahol Maker legalabb egy élt akar minden pontnal, sikertilt
megadni a pontos korldtot: [10n/7], ha n # 7Tk + 2 és [10n/7] + 1, han = Tk + 2. Az
alkalmazott mddszer a kisiités (discharging method) egy valtozata.

ELOADASOK (vélogatés)

Erdés 100, Budapest konferencian Balogh Jézsef meghivott el6adé, de az OTKA 6sszes
kutatdja (az OTKA tamogatasbdl) résztvevé volt.

AMS Spring Central Sectional Meeting, lowa State University, Ames, A, USA, April
27-28, 2013: Csaba Béla.

Szemerédi Endre Abel-dijas - tisztelgs eléadéiilés, Szegedi Egyetem, 2012. méjus 24.:
Hajnal Péter, Csaba Béla.

Workshop on Probabilistic Methods in Graph Theory, University of Birmingham, UK,
March 25-29, 2012: Csaba Béla.

Seventh Czech-Slovak International Symposium on Graph Theory, Combinatorics,
Algorithms and Applications, Kassa, Szlovakia. 2013. julius 7-13.: Barat Janos: Extremal
Ks-minor-free graphs with fixed girth.

Workshop Cycles and Colourings, Novy Smokovec, Szlovakia. 2013. szeptember 8-13.:
Barat Janos: List colouring, minimum degree, minors and girth.

Columbia University, New York, USA, 2012 Discrete Math Seminar: Joézsef Balogh:
Independent sets in hypergraphs.

NEMZETKOZI KAPCSOLATOK

Cikkeink tarsszerzoségei ramutatnak, hogy a szegedi csoporton beliil is igen aktiv
egylttmikodések torténtek, és szinte a vildg minden taja reprezentalt cikkeink tarsszerzoi
altal. Az ehhez sziikséges utazasokat OTKA tamogatassal tudtuk elérni.
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SZEMINARIUM

A szegedi kombinatorika szemindrium munkéja a kutatas mellett a fiatal diakok érdek-
16dését is felkelti. Szakdolgozatok mellett Mészaros Viola, Mester Péter PhD fokoza-
tot szerzett, két tovabbi PhD értekezés is sziiletendoben van és tovabbi PhD hall-
gaték kutatnak kombinatorika témaban. A szemindrium honlapja: http://www.math.u-
szeged.hu/ hajnal/ seminars/kombszem/kombszem.htm



