DIFFERENCIALEGYENLETEK KVALITATIV ELMELETE
ALKALMAZASOKKAL

MAT: 75517 kutatas zarojelentése

A pélyazat célja masodrend kézonséges differencidlegyenletek és funkcional-differen-
cidlegyenletek vizsgélata volt. Ezek az egyenletek gyakran modelleznek fizikai, kémiai,
biologiai, kozgazdasagi jelenségeket. A vizsgalatukat elsosorban az alkalmazésok mo-
tivaljak.

Kutatésaink eredményeként 33 dolgozatot publikaltunk, tovabbi 4 el van fogadva
kozlésre, hatot benytujtottunk, és késziilt 3 szoftvercsomag.

A kutatémunkaban 6 PhD hallgaté is részt vett, koziiliik négyen a projekt induléasa
utan csatlakoztak a palyazathoz. Ketten mar PhD fokozatot szereztek (|47,48]), tovabbi

ketto fokozatszerzés varhato 2013-ra.

1. MASODRENDU KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK

A masodrend kozonséges differencidlegyenletekre elért eredmények ([3,4,11,19,41,42])
koziil kiemelendo a

S. Csorgo, L. Hatvani: Stability properties of solutions of linear second order differential
equations with random coefficients, J. Differential Equations 248(2010), 21-49.

dolgozat, amely az

" +a*(t)r =0 (t>0)
linearis, nemautoném egyenletet (Meissner egyenlet) vizsgalja. Az x = 0 egyensilyi
helyzet stabilitdsara és instabilitasara ad elegendo feltételeket, amikor az a(t) egy lép-
csos fiiggvény. Csak annyi a megszoritas az a(t)-re, hogy az egymast kovetd ugrasok
kozotti idointervallumok fiiggetlen, pozitiv (nem feltétlentil azonos eloszlast) véletlen
valtozok. Az eredmények illusztrélasara megadunk egy kovetkezményt:

Legyen az a®(t) egyiitthato egy lépcsos fiigguény a kovetkezo tulajdonsdggal:

a(t) = ay, (tpor <t <ty, keN); ap oo.



Tegyiik fel, hogy a (ty, —tr—1)5, differencidk sorozata fiiggetlen azonos eloszldsi véletlen
valtozok, amelyek karakterisztikus figguénye ¢. Ha
limsup |¢(s)| < 1,

|s|—o0

akkor tetszoleges (ay) sorozat esetén az egyenlet barmely x megolddsdra

tlim z(t) =0 majdnem biztosan.
—00

Az instabilitasi tétel a véletlen hintazasra alkalmazhatod. A sztochasztikus paraméter-
rezonanciara is adodik feltétel [4].
A [19] dolgozat az

22"+ q() 2" e = 0, 1<neR

egyenlet x = 0 megoldasanak aszimptotikus stabilitasara ad elegendo feltételeket. A

bizonyitas modszere alkalmazhato 2-dimenziés nem-autoném differenciaegyenletekre is.

Az alkalmazas Elbert egy eredményének élesitett valtozatara ad aj bizonyitést.
Mechanikai rendszerek kaotikussaganak vizsgéla tovabb folytatodott, de itt csak rész-

eredmények sziilettek.

2. FUNKCIONAL-DIFFERENCIALEGYENLETEK

A nagyobb terjedelmii

Krisztin, T., Vas, G., Large-amplitude periodic solutions for a differential equation with
delayed positive feedback, Journal of Dynamics and Differential Equations 23 (2011) 4,
727-790.

dolgozat funkcional-differencialegyenleteket vizsgal monoton pozitiv visszacsatolas ese-
tén. Megmutatja, hogy a globélis attraktor szerkezete bonyolultabb lehet a pontonkénti
rendezésben szomszédos stabil egyenstlyi helyzetek kozott talalhatod orso-szeri alakza-
tok uni6janal: nagy amplitidoji (nem szomszédos stabil egyensilyi helyzetek kozott
elhelyezkedd) periodikus palyakat konstrual lépcsos fiiggvényhez "kozeli" visszacsatolasi
fiiggvényekre. Bizonyos nemlinearitasokra pontosan két nagy amplitudoja periodikus
megoldas 1étezik. A periodikus palyak instabil halmazainak leiraséval teljes képet ad
a globalis attraktor orsészerti alakzatokon kiviili szerkezetérol, az 6sszekoto palyakrol.
Ez a dolgozat nagy érdeklodést valtott ki bizonyos egydimenziés parabolikus egyen-
letekkel foglalkozo kutatok korében (B. Fiedler, C. Rocha, A. Carvalho), mert hason-

losagot mutat a nevezetes Chafee-Infante eredményhez. Ezért valamivel részletesebben



ismertetjiik. Tekintsiik az

#(t) = —pa (t) + f(x(t 1))

egyenletet, ahol & > 0 és f : R — R sima fiiggvény. Sok minden ismert a gene-
ralt szemidinamikai rendszer globalis attraktorarél. Egy diszkrét Ljapunov-fiiggvény
— mint elsodleges technikai eszkoz — alkalmazasa mély, végtelen dimenziés dinamikai
rendszerek eszkozeivel teszi lehetové pl. Poincaré—Bendixson tipusu tétel igazolésat
(Mallet-Paret, Sell), a globalis attraktor Morse-felbontasat (McCord, Mischaikow).
Bizonyos nemlinearitasokra a globalis attraktorrol teljes kép ismert (Krisztin, Walther,
Wu). De sok esetben nem ez a helyzet. Tegytik fel, hogy i > 0, f'(§) >0, £ € R, és

§2<E1<H=0<8<é

Ot egymas utan kovetkezo zérohelye az & — pé + f (€) figgvénynek agy, hogy f'(&;) <
p < f'(&), ha j € {—2,0,2} és k € {—1,1}. Ekkor a C' = C([-1,0],R) fazistér
Cir={p: & <¢(s) <&, —1<s<0}részhalmazai, j € {—2,0}, k € {0, 2}, pozitiv
invariansak a generéalt F' dinamikai rendszerre. Az F' dinamikai rendszer F|[ooo)xc_2,o és
Fllos0)xCo» @ globélis attraktorait, azaz a A_s ¢ és Ag 2 halmazokat (legalabbis részben)
leirtuk kordbban. Az A_, és Ay halmazok orsészert strukturajuak. A dolgozat azt

a problémat vizsgalja, hogy vajon az F' dinamikai rendszer A globélis attraktorara a
A=A 20U Ay

egyenloség fennall-e. A {6 eredmény az, hogy A bonyolultabb lehet annal, amit a fenti
egyenloség mond. Megadunk olyan egyenleteket, ahol az A\ (A_59U . Ags) halmaz
periodikus palyakat tartalmaz. Leirjuk az A\ (A_z0 U Ap2) halmaz szerkezetét.

A benytjtott [38] cikk a fenti egyenlet egy specialis esetével, az in. Wright-egyenlettel
foglalkozik, azaz

(1) = —a(e"Y — 1),

ahol o > 0 paraméter. Erre az egyenletre fogalmazta meg 1955-ben E.M. Wright azt a
nevezetes sejtést, hogy minden megoldas 0-hoz tart, ha oo < /2, és ezt be is bizonyitotta
a < 3/2 esetén. Analitikus és megbizhaté numerikus technikdk kombinélasaval meg-
mutattuk, hogy a sejtés igaz a € [1.5,1.5706] esetén is (vesd dssze a w/2 = 1.570796...
értékkel). A kifejleszett technikak varhatéan mas problémakra is alkalmazhatok lesznek.
Egy hasonl6 modszert alkalmazva — végtelen helyett azonban 2 dimenziéban — a [34]
dolgozatban S. Levin és R. May egy 1976-bol szarmazo, a Ricker-egyenletre vonatkozo

sejtését bizonyitottuk be.



A [23] cikk becslést ad a fundamentalis megoldas integraljara késleltetett linearis au-
tonom differencidlegyenletek esetén, majd alkalmazza az eredményt perturbalt egyen-
letek stabilitasi tulajdonsagainak vizsgalataban. Tovabbé olyan becsléseket tartalmaz,
amelyek a Wright-egyenletre vonatkozo sejtés tovabbi vizsgalatdhoz sziikségesek.

A [15] publikaci6 igazolja, hogy bizonyos negativ visszacsatolasu késleltetett diffe-
rencidlegyenletek esetén vélaszthato olyan lokalisan Lipschitz-folytonos visszacsatolasi
fiiggvény, hogy az egyenletnek végtelen sok kiilonb6zo, lassan oszcillalé periodikus
megoldasa legyen. A visszacsatolasi fliggvény differencidlhatosaga esetén ezek a pe-
riodikus palyak stabilak és hiperbolikusak.

A [13] dolgozat 2/(t) = —pux(t) + f(x(t — r)) alaka egyenletek periodusfiiggvényét
vizsgalja, ahol > 0, r > 0, f pedig egy folytonosan differencialhato, szigoriian mono-
ton, paratlan fliggvény. Megmutattuk, hogy a periodusfiiggvény monoton névekvo (r
fiiggvényében) és Lipschitz-folytonos, 2 konstanssal, majd mindezt felhasznélva sziik-
séges és elegendo feltételt adtunk egy gytrtszert rendszer periodikus megoldasanak
létezésére és egyértelmiiségére bizonyos frekvencia-feltételek mellett. A [32] cikk a nem-
sima f(z) = (Jz + 1] — |z — 1|)/2 specidlis esetet viszgalja, amely CNN-halozatok
vizsgalataban fordul elo. Sziikséges és elegendo feltételt ad periodikus megoldasok
létezésére és egyértelmiiségére egyes frekvencia tartomanyokban, tovabba a periédus-
fiiggvény vizsgélataval kiterjeszti a 1étezésre és egyértelmiiségre vonatkozo tételeket a
fentivel analog, gytriszert késleltetett differencial-egyenletrendszerre bizonyos frekven-
cia tartoméanyokban.

Nem-monoton viszacsatolasi f fiiggvény esetén vizsgalja a fenti egyenletet a [22]
dolgozat, és az an. "bubbling" jelenségre ad magyarazatot lokalis és globalis bifurkécios
eredmények segitségével. Nem-monoton visszacsatolasi fiiggvény fordul elo az [1,10]
cikkekben is.

A fenti egyenletek nem-autoném (specialisan periodikus) verziojaval is foglalkoztunk.
A nem-autoném dinamika eszkozeit lehet alkalmazni. Specidlisan az tn. "pullback
attractor" fogalma hasznalhatd. Egy elokésziiletben 1évo dolgozat azt vizsgalja, hogy a
pullback attraktor gradiens-szert strukturdja megmarad-e a nem-autoném esetben.

Allapotfiiggo késleltetést egyenletekre t6bb elokésziiletben 1évo dolgozat van.

3. ALKALMAZASOK

Egy genetikai modell dinamikajat vizsgalja az [5] dolgozat.
A [9] cikkben vizsgélt rendszer a Tanganyika-toban él6 névényevo és ragadozo halak

eloszlasat modellezi. Az egyenletnek nincs egyensiilyi helyzete, de a hataregyenletnek



van. A cikkben megmutatjuk, hogy ez az egyensilyi helyzet globélisan eventuélisan
egyenletesen aszimptotikusan stabil pontja az eredeti egyenletnek. A bizonyitas soran
a linearizaciot, a hataregyenletek modszerét és Ljapunov direkt modszerét hasznaljuk.

[26]-ben egy késleltetéses reakcio-difftzio rendszert vizsgalunk, ami egy virus térbeli
terjedését irja le egy baktériumpopulacioban. A késleltetés explicit médon a virus-
fertozés fix ideju latens periodusénak felel meg. A rendszernek harom valtozoja van,
ami a virusok, a baktériumok illetve a fertozott baktériumok térbeli sirtiségét adja
meg. A fertozodés utan a baktérium a fertozott osztalyba keriil, majd 7 ido elteltével
elpusztul, és egyben nagy mennyiségt virust bocsét ki (burst), ennek a folyamatnak
a neve lizis. Egy adott térbeli helyen a kumulativ viruskitettséget mint véltozot te-
kintve (ami a virusstraség idobeli integralja az adott helyen), a rendszer egy skalaris
parabolikus egyenletre redukalhato (az idokésleltetés tovabbra is jelen van). Megadjuk
a lehetséges aszimptotikus terjedési sebességeket és halad6 hullam megoldasok 1étezését
igazoljuk. Megmutatjuk azt az érdekes jelenséget, hogy bizonyos paramétertartomany-
ban a linearis determinacio elve sériil.

A [29,33] cikkekben egy klasszikus kereslet-kinalati modellt vizsgalunk, ahol a kereslet
azonnal reagal az arvaltozéasra, mig a kinalat bizonyos késéssel teszi ezt, igy egy késlel-
tetéses differencidlegyenletet kapunk, aminek egy természetes hataresete egy diszkrét
dinamikai rendszer. [30]-ban egyenletes korlatokat adunk a fluktualo arra a késleltetés
fiiggvényében, és elégséges feltételt (a késleltetéstol fiiggoen) az egyensilyi ar globalis
stabilitasra . [33|-ben a diszkrét rendszer dinamikajanak részletes analizisét elvégezve és
ezt felhasznalva 1j globélis stabilitési eredményeket bizonyitunk a folytonos rendszerre,
megadva a legélesebb abszolut (késleltetéstol fiiggetlen) globalis stabilitasi feltételt, az
instabil esetben pedig megadjuk a fluktualdé ar lehetséges amplitudoéit, ami abszolut
értelemben a leheto legélesebb korlat.

[30]-ban egy SEIR modellt tekintettiink névekvo populacioban, konstans latens pe-
riodussal. A korlatossidg érdekében attértiink proporcionélis véltozokra. A modell
érdekessége, hogy mér a nemtrividlis egyensiilyi helyzet létezése és unicitasa sem trivialis
kérdés (ez azt jelenti az eredeti modellben, hogy a fertozok aranya éallandé marad-e).
A parametrikus reprezentécié modszerével (méasik neve envelope method) megoldot-
tuk ezt a probléméat. Tudomasunk szerint ez az elso alkalmazasa ennek a modszernek
ilyen tipust modellekre. Emellett elvégeztiik a trividlis egyensily stabilitasvizsgalatat
és kijavitottunk egy korabbi téves bizonyitast az irodalomban a fertozott részpopulacio
aranyanak perzisztenciajéra.

Rost Gergely a 2009-es HIN1 jarvany idején az Orszagos Epidemiolégiai Kézpont-

tal kotott irasbeli megallapodés alapjan analiziseket és elorejelzéseket készitett a heti



rendszerességgel kapott részletes influenzaadatok alapjan. Ehhez egy 1j korstrukturalt
modellt dolgozott ki. Az elméleti eredményeket [18]-ben publikalta doktorranduszaval,
Knipl Dianaval. A model egy 50-dimenziés nemautondém nemlinearis rendszer. Kiilon-
b6zo korspecifikus oltasi menetrendeket hasonlitottak Ossze egy olyan szituacioban,
amikor az oltési kampany péarhuzamosan fut a jarvany kitorésével. Ekkor annak a
kéthetes késleltetésnek is komoly hatasa van, ami az oldas beadasa és az immunitas
kialakulésa kozott van. A legjobb stratégianak az bizonyult, amikor az egyes korcsopor-
tokat teljes kontaktszamuk szerinti csokkeno sorrendben vakcinéaljdk. Ez még azoknak
a korcsoportoknak is kedvezobb lehet, akik hatrébb keriilnek a prioritasi sorban. Egy
ligyes szisztémaval akar 10%-kal is csokkentheto a fertozottek teljes szama, ugyanannyi
vakcina felhasznélasa mellett. Az [19] dolgozat a Math. Biosci. Eng. folyoirat masodik
legolvasottabb cikke volt hosszi idon at.

A modellt a valdés magyarorszagi adatokra és vakcinafelhasznélasra is alkalmazték,
és folyamatosan informaltak az Orszagos Tisztifoorvos epidemiologus tanacsadojat. A
modell tobb szempontbdl is olyan pontos predikcidkat adott, amik a matematikai modell

nélkiil nem voltak elorelathatok.

4. NUMERIKUS EREDMENYEK

Kiilénb6zo numerikus eljarasokat, algoritmusokat, szimuléciés technikakat dolgozott
ki Karsai Janos ([45,46,47) differencidlegyenletes és differenciaegyenletes modellek vizs-
galatara. A [12]| cikk dinamikus rendszerek attraktorainak és azok medencéinek abra-
zolasara szolgalo 14j algoritmus leirasat tartalmazza.

Az elokésziiletben 1évo [M. Polner, J.J.W. van der Vegt, A Hamiltonian structure-
preserving vorticity-dilatation formulation of the compressible Euler equations| cikk
az Fuler egyenletek egy 1j Hamiltoni megfogalmazasaval foglalkozik. Az egyenleteket
atirjak egy tgynevezett orvényesség és dilatacio alakra, amelynek fontos eleme a Hodge-
felbontas alkalmazasa korlatos tartomanyokon. Ez a megkdzelités, a kiilso kalkulus alap-
jait is szolgalo, Hilbert komplexusok fogalmara alapszik. Fontos, hogy az egyenleteknek
az 1j valtozokban is Hamiltoni strukturdjuk van. Ennek a legfontosabb lépése a Poisson
zarojel helyes megfogalmazasa. A dolgozat egy hosszu tava célkitiizés felé vezet, ame-
lynek célja, hogy az Euler egyenletek megoldéasara olyan stabil numerikus modszert kon-
strudljunk, amely megorzi a rendszer Hamilton szerkezetét a diszkretizacio szintjén is.
Azon diszkretizacios modszerek, amelyek a Hamilton struktira megorzésére alkalmasak,

altalaban kiemelkedoen jo stabilitasi és pontossagi tulajdonsédgokkal rendelkeznek. Ilyen



modon elérheto, hogy a kialakult 6rvények ne terjedjenek szét a numerikus modszer dis-
szipativ tulajdonsagai miatt. Ehhez jo kiindulési pont a dolgozatban leirt Hamiltoni

szerkezet az orvényesség és dilatacid valtozokban.
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