Az OTKA K72537 — Differencialgeometria és hatartertiletei c.
projekt szakmai beszamoldja

A kutatocsoport tagjai szamos fontos eredményt értek el a differencidlgeometria és altala-
nosabban a geometria teriiletén. Az aldbbi felsoroldsban az eredményeket a kutatécsoportbeli
szerzd(k) szerint csoportositottuk, nem az eredmények silyossdga sorrendjében. Ez utébbirdl a
megjelenés helyének impakt faktora ad elég pontos képet.

Bezdek Karoly és Rolf Schneider a probléma egy gombi valtozata kapcsan Linhart egy tételét
altalanositva bebizonyitottak, hogy az adott beirt gémbbel rendelkez6 gémbi konvex testek kozt
a gombi diéderek térfogata a legnagyobb.

Bezdek Karoly Tarski’s plank problem revisited dolgozatdban attekintette a Tarski-féle ,,pal-
l6probléma” nyoman kialakult kutatasi iranyokat, eredményeket, és tobb sejtést is megfogalma-
zott.

A gombpoliéderek az euklideszi tér véges sok kongruens gombje metszeteként eléallithato
halmazok. Egy gombpoliédert ,,kovérnek” neveziink, ha tartalmazza az 6t generaldé géombok
kozéppontjait. Bezdek Kéroly kiterjesztette Schrammnak az allandé szélességii testek megvila-
gitasarol szolo tételét kovér gombpoliéderek csalddjara.

Bezdek Karoly az Illuminating spindle convez bodies and minimizing the volume of spherical
sets of constant width c. dolgozataban az Ugynevezett orsé-konvex halmazokkal foglalkozik.
A d-dimenzids euklideszi tér egy kompakt, nem iires belsejii halmazat akkor nevezziik orsé-
konvexnek, ha el6all véges, vagy végtelen sok kongruens d-dimenziés gomb metszeteként. Egy
orso-konvex halmazt akkor neveziink ,kovérnek”, ha tartalmazza az 6t el6allité gémbok ko-
zéppontjait. A cikk kézponti része Schramm allandé szélességli konvex testek megvildgitdsara
vonatkozé tétel kiterjesztése kivér orsé-konvex halmazokra.

A Contact numbers for congruent sphere packings cimili dolgozatdban Bezdek Karoly azt
bizonyitja, hogy ha C(n) jeloli a 3-dimenzids euklideszi tér n > 1 kongruens gémbjének elhe-
lyezéseire az érintkez6 gombpéarok szamanak maximumat, akkor
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minden n = k(2k?+1)/3-ra, ahol k legalabb 2. A Contact numbers for congruent sphere packings
via Voronoi diagrams c. dolgozatdban Harborth (1974) és sajat kutatésait folytatva egy n darab
egységgombbdl allé gombpakolas maximélis érintkezési szamadara adott alsd és fels6 becsléseket
a 3-dimenzids euklideszi térben a pakoldshoz tartozé Voronoi-diagram felhasznalasaval. A dol-
gozatban vizsgdlt masik alapkérdés az el6z6 kérdésnek az a specidlis esete, amikor az n darab



gbmb egy racsszerii gdmbpakolas gombjeibdl keriil kivalasztasra. A Contact numbers for con-
gruent sphere packings in Fuclidean 3-space c. cikk tovabbi alsé és fels6 becsléseket ad a
maximalis érintkezési szamra kombinatorikus és analitikus moédszerek 6tvozésével, illetve néhany
gombpakoldsokra vonatkozé friss eredmény felhasznélasaval.

A From normal tilings to Voronoi tilings of sphere packings in Fuclidean 3-space c. cikkében
Bezdek Karoly felveti és tanulmanyozza azt a problémat, mely nagyon kozel all a legsiiriibb
gémbpakolas problémajahoz, hogy hogyan kell a 3-dimenzids euklideszi teret felbontani konvex
cellakra gy, hogy midegyik celldba beleférjen egy egséggomb és a cellak atlagos felszine (illetve
atlagos élgorbiilete) a lehetd legkisebb legyen. Bebizonyitotta, hogy a celldk atlagos felszine
(illetve &tlagos élgorbiilete) legaldbb 24/(v/3). Ezt a becslést tovabb javitotta egységgémbok
Voronoi-felbontésai esetén.

Csikés Baldzs és Horvath Marton az On the volume of the intersection of two geodesic
balls c. cikkében bebizonyitotta, hogy egy teljes Osszefiiggé Riemann-sokasiagban akkor és csak
akkor igaz, hogy két geodetikus gomb metszetének térfogata csak a gdbmbok sugaratol és a
kozéppontok tavolsagatol flige, ha a tér harmonikus. E kutatas folytatasaként bebizonyitottak,
hogy a harmonikussdg kovetkezik mar abbdl is, ha a metszettérfogati feltételt csak egyenlo
sugard gombokre tessziik fel. Ez az er6sebb eredményiik a Journal of Differential Geometry
folyéiratban jelent meg A characterization of harmonic spaces cimmel.

Csikés Balazs és Kunszenti-Kovéacs David egy korabban bizonyitott tétele szerint, ha egy
teljes és Osszefliggd Riemann-sokasdgban harom geodetikus gomb metszetének térfogata csak a
sugaraktol és a kozéppontok tavolsagatol fiigg, akkor a tér egyszeresen Osszefiiggs és allando
gorbiileti. Ezt az eredményt is sikeriilt Csikds Baldazsnak Horvath Martonnal kézosen meg-
erOsiteni az A characterization of spaces of constant curvature by minimum covering radius of
triangles cikkben. Nevezetesen, a tér allandé gorbiiletlisége mar abbdl is kovetkezik, ha a harom
gémb metszettérfogatara vonatkozd feltételt csak egyforma sugart gombokre tessziik fel. Sot,
elég azt a még gyengébb feltételt tenni, hogy a harom gémb metszetének iires volta csak a
kozépponttavolsagoktodl és a sugartdl fligg.

Csikés Balazs és Horvath Marton tobb kiilénbozo differencidlgeometriai problémat vizsgalt
még (A Kneser-Poulsen-sejtés valdszintiségi valtozatat, Bobenko sejtését a diszkretizalt Will-
more-energia kritikus értékeirél, V. Matveev egy ellipszoidkarakterizacids sejtését stb.) Ezekkel
kapcsolatban értek el aprébb részeredményeket, de ezek még nem értek meg publikalasra.

Csikés Balazs és ifj. Boroczky Karoly bebizonyitottak Fejes-Toth Laszlo momentumtételének
egy 1j valtozatat, melyben az integrandus nem a masodik momentumtél, hanem egy mésik
kvadratikus alaktdl fiigg. Az eredmény alkalmazdsdval a konvex testek politépokkal valé app-
roximalhatésdgara vonatkozo, ifj. Boroczky Karolytdl szarmazd altalanos becslésekben az egyik
kulcsszerepet jatszo fiiggvény a hdromdimenzids esetben expliciten kiszamolhaté lett.

Csikds Baldzs, Kiss Gyorgy Konrad Swanepoel és Oloff de Wet a (szigorian) antipodalis
halmazcsaladokat vizsgédlta. Tobbek kozott bebizonyitottak, hogy nem létezik olyan szigorian
antipodalis, 4 halmazbdl 4116 halmazcsaldd R3-ban, melyben mind a négy halmaz egy regularisan
paraméterezhetd egyszeri gorbeiv.

Csikds Balazs Szalkai Baldzzsal kozosen egy R. Connelly altal fevetett problémét vizsgdlt. Az
altalanos kérdés az, hogyan kell elhelyezni n darab r sugart kort, hogy uniéjuk egy adott R > r
sugaru korbdl a leheté legnagyobb részt fedje le. A kérdés nyilvan csak akkor érdekes, ha r elég



nagy ahhoz, hogy az n kis kort ne lehessen diszjunktan belepakolni a nagy kérbe, de nem annyira
nagy, hogy a kis korokkel le lehessen fedni a nagyot. Ismert hogy n = 5 esetén az optimélis kon-
figuracioé kezdetben forgasszimmetrikus, de az r novelésével a forgasszimmetria valahol elvész.
Sikeriilt n < 3 esetén beldtni, hogy az optimalis konfiguracié mindvégig forgdsszimmetrikus
marad, és megadni egy moddszert, mellyel 5 kor esetén pontosan meg lehet mondani azt a
sugarértéket, amelyiknél az optimalis konfiguracié forgasszimmetridja elvész. Az eredmények
publikalasa folyamatban van.

Egy TAMOP pélyszat keretein beliil Csikés Baldzs irt egy Differential Geometry c. kozel
354 oldalas angol nyelvii tankényvet, mely a Typotex Kiadé gondozésaban jelent meg.

Fehér Laszl6 Rimanyi Richarddal kézosen kifejlesztett egy altaldnos moédszert szingularitasok
Thom-polinomjainak kiszamitasara. Ekozben ravildgitottak a kapcsolatra a Thom-polinomok
és a Hilbert-sémék ekvivaridns geometriaja, valamint az iteralt reziduum azonossidgok kozott.
Két alkalmazasat vizsgdltak M. Kazarian Thom-sorokra vonatkozé formuldjéanak:

(1) A kétparaméteres kiipszeletsorok klasszikus elméletét az ekvivaridns kohomolégia szem-
sz0gébdl vizsgalva kiszdmoltak szamos szingularitds korabban nem ismert Thom-sorat.
Melléktermékként Fehér és Patakfalvi incidenciatételének alkalmazasaval 4j bizonyitast
kaptak a kétparaméteres kipszeletsorok hierarchidjara.

(2) Sikeriilt néhany harmadrend{i Thom-Boardman-osztaly Thom-sorat részben vagy teljesen
meghatarozni.

Fehér Lészl6 Rimanyi Richarddal és Domokos Méatyéas az Fquivariant and invariant theory
of nets of conics with an application to Thom polynomials cikkben ekvivarians kohomologia
segitségével leirtak az orbit-hierarchiat. Explicit kifejezést talaltak az invarians polinomokra.
Alkalmaztak az eredményeket 1ij Thom-polinomok és a determinansleképezés multiplicitdsainak
kiszamolasara.

Fehér Laszlo, Némethi Andras és Riményi Richard vizsgdltdk azon matrixok halmazat,
melyekre az oszlopok barmely részhalmazinak rangja megegyezik a részhalmazhoz egy elére
hozzarendelt egész szammal. Tanulmanyoztdk e halmaz Zariski-lezarasa &altal reprezentdlt ek-
vivarians kohomoldgiaosztalyt. Megmutattdk, hogy ennek az osztalynak az egyiitthatoi geome-
triai leszamlalasi problémék megolddsaiként kaphaték meg, melyek a projektiv terek linedris
Gromov-Witten-invaridnsainak természetes altalanositasai. Modszert is adtak ezen osztalyok
kiszamolasara, és bemutattak az osztalyok néhany alapvetd tulajdonsagat is.

Fehér Laszlé Komiives Baldzs egy eredményét tovabbfejlesztve talalt egy lokalizécids for-
mulat dupla Schubert-polinomokra, valamint kidolgozott egy moddszert ekvivaridns osztalyok
egylitthatéi pozitivitdsanak igazoldsara globdlisan generalt holomorf nyaldbokhoz. A mddszer
bekeriilt a Rimanyi Richarddal és Némethi Andréassal egyiitt irt Equivariant classes of ma-
trix matroid varieties c. cikkilk Commentarii Mathematici Helvetici folyéiratban megjelent
verziéjaba.

Fehér Laszlé vizsgdlta még Morin-leképezések elkeriilo-idealjat, tovabbfejlesztve Terpai Ta-
mas eredményeit és Szenes Andrassal folytatta a valéos Morin-szingularitasok Thom-polinomja-
inak kiszamitasat. Itt 1j mddszereket kell kidolgozni, dolgoztak a Vergne-féle integralmdédszer
adaptéacidjan. Sikeriilt az A4 szingularitds Thom-polinomjat kiszamolniuk.



Fehér Lészl6 ezen kiviil kiszamolta bizonyos kontakt szingularitdsok obstrukcié-idealjat (va-
gyis az Osszes elsérendii kohomologikus obstrukciét) a komplex és a valés esetekben. Errél egy
kézirat késziiloben van.

Fehér Lészlé Némethi Andrassal kozosen dolgozott egy sejtésen, mely szerint projektiv terek
kozti holomorf leképezések vagy linearisak, vagy maximalisan szingularisak, azaz benniik minden
elvarhato szingularitds meg is jelenik. Sok fontos elérelépést tettek: Belattak pl., hogy mindig
van olyan pont, ahol a derivalt rangja maximalisat esik. Sikeriilt kapcsolatot taldlni szingu-
laritdsok incidenciaosztalyaival és az tgynevezett incidencia-sejtéssel. Sikeriilt valos projektiv
terek kozti sima leképezések szingularitdsaira is néhany 1j allitast belatni, altaldnositva Sziics
Andrés eredményeit. Az eredményeket 6sszefoglald cikk nagyjabdl elkésziilt, egy allitds hianyzik
még, ami két alapvetd invariansat kapcsolnd Ossze véges tipusu szingularitdsoknak: A sejtés az,
hogy a mélység és a determinaltsag eltérése legfeljebb 1 lehet. Itt egyel6re csak részeredmények
vannak.

Fehér Laszl6 taldlt egy bizonyitast arra, hogy a Gray(R?') Grassmann-sokasdgok kohomoldgia
gytirtijébdl a Gry(C') Grassmann-sokasag kohomolégiagyfirtijébe mend természetes csoport-izo-
morfizmus multiplikativ. A bizonyitds az ugynevezett konjugicids terek (conjugation spaces)
elméletének adaptacidja. Ez az eredmény jol alkalmazhaté valés leszamlalasi problémakban alsé
becslésekhez.

Fehér Laszlonak sikeriilt megoldani Terpai Tamassal kozosen a négy altér problémét: Adott
4 4ltaldnos helyzeti 2k-dimenziés altér R*-ban, hany olyan 2k-dimenziés altér van, amely
mind a négyet k-dimenziés altérben metszi. A megoldasoknak elGjel is tulajdonithato. Ezek
meghatdrozasa is sikeriilt Matszangosz Akos segitségével. Az utébbi eredmény az arxiv-on
olvashat6 a Real solutions of a problem in enumerative geometry dolgozatban.

Ezen kiviil Fehér Laszlonak késziiloben van egy cikke valds ekvivarians Poincaré-duélisokrol,
Thom-polinomokrdl és leszamlalasi feladatokrol.

Kiss Gyorgy Bezdek Kaérollyal kozosen a klasszikus megvilagitasi probléma néhany rokonéval

.....

.....

Kiss Gyorgy és O. de Wet a klasszikus megvilagitasi probléma kvantitativ altaldnositasaval
kapcsolatban ért el eredményeket. Notes on the illumination parameters of convexr polytopes
cikkiikben megmutattdk, hogy tetszbleges d dimenzidéban léteznek olyan testek, melyek meg-

""" 249=1 Meghatdroztdk a haromdimenziés szabélyos testek
terére.

Csikés Balazs és Kiss Gyorgy irt egy Projektiv geometria c. 250 oldalas tankonyvet, mely
kitér azokra a teriiletekre is, melyeken keresztiil a geometridnak ez a klasszikus dga a mai,
modern matematikdhoz kapcsolddik. A kényv a Polygon Kiadé gondozasaban jelent meg.

Léczi Lajos Joseph Péaezzel kozosen kozonséges differencidlegyenletek Runge-Kutta-féle disz-
kretizdcidit vizsgalta N-dimenzids nyeregcsomo-, csucs-, illetve Bogdanov—Takens-féle, altaldno-
sitott Hopf-féle, kettds Hopf-féle és nyeregcsomd-Hopf-féle bifurkéacids pontok kérnyezetében. A
legegyeszeriibb bifurkacios pontokban konjugécids eredményeket igazoltak, a magasabb kodi-



menziés esetekben a bifurkacids diagramok, a kritikus sajatértékek és sajatvektorok, illetve
diszkretizaltjaik kozotti kapcsolatot vizsgaltdk. Megmutattak, hogy elegendden kis 1épéskoz
esetén a numerikus moddszerek ezen csalddja pontosan reprodukélja a fenti szinguldris pon-
tokat: a Runge-Kutta-mddszer altal meghatarozott diszkrét dinamikai rendszerben ugyanannél
a paraméterértéknél 1épnek fel a megfeleld bifurkaciok diszkrét megfeleléi. Megvizsgaltdak tovab-
bé, hogy a bifurkaciés paraméterértéknél a folytonos, és a neki megfelel$ diszkrét dinamikai rend-
szert a megfelel6 centrélis sokasdgokra megszoritva mi mondhaté a normalformak egytitthatoirdl,
illetve mi a kapcsolat a centralis sokasagok érintOtereinek bazisai kozott. Kiillonbo6zo, egylépéses
numerikus maddszerekkel diszkretizalt 1- és 2- kodimenzids bifurkacidékat vizsgaltak, amelyek
kozonséges differencidlegyenletek paraméteres csaladjaiban lépnek fel. A hangsily a kiilonféle
kozelségi becsléseken és konjugécids eredményeken volt. Eredményeiket a Various Closeness
Results in Discretized Bifurcations c. cikkben foglaltdk 6ssze, mely a Differential Equations and
Dynamical Systems folyéiratban jelent meg.

Léczi Lajos David Ketchesonnal kozosen vizsgalta a Runge-Kutta-modszerek kezdetiérték-
problémakra valé alkalmazasakor fellép6 raciondlis tortfliggvények abszolit monotonitasi suga-
rat. E mennyiség jelentéségét az adja, hogy a sugdr kapcsolatba hozhaté bizonyos numerikus
tulajdonsagok megdrzodésével. Raciondlis tortfiiggvények egy 4-paraméteres osztalyaban el-
lenpélda konstrudlasaval sikeriilt megcafolni van de Griend és Kraaijevanger egy 1986-o0s sejtését.
Pozitiv eredményként sikeriilt raciondlis tortfliggvények bizonyos tovabbi 1-, 2-, illetve 3-para-
méteres csaladjaiban, Osszesen 11 esetben, egzakt algebrai szamként meghatarozni az elérheto
maximadlis abszolit monotonitdsi sugarat. A szamitégéppel segitett, teljes részletességében
Osszesen tobb szdz oldalt kitevd szamitdsokat egy 47 oldalas kéziratban foglaltdk Ossze, mely
az LMS Journal of Computation and Mathematics folyéiratban jelent meg Rational functions
with maximal radius of absolute monotonicity cimmel.

A STAM Journal on Numerical Analysis c. folydirat kozlésre elfogadta Léczi Lajos David
Ketchesonnal és Matteo Parsanival kézosen irt, Internal error propagation in explicit Runge—
Kutta methods cimii 23 oldalas dolgozatat. A cikk a numerikus analizisben el6szeretettel hasznalt
Runge-Kutta-mddszerek belsé hibaterjedését vizsgalja néhany fontos médszercsalad esetében.
A folydirat terjedelmi korlatai miatt a részletes szamoldsokat egy 57 oldalas dokumentum tar-
talmazza, amely elérhet8 a http://arxiv.org/abs/1309.1317 cimen.

A Sums of squares and orthogonal integral vectors c. cikkben Moussong Gabor L. M.
Goswick, E. W. Kiss és N. Simanyi térsszerzékkel egy racsgeometriai problémét vizsgdl. A
73 récs két vektorat nevezziik ikreknek, ha merdlegesek és azonos a hosszuk. A dolgozat a
kockaracsok segitségével leirja az ikervektorokat és meghatarozza az adott hosszisagu ikervek-
torok szamat. Azokat az M szamokat, melyekre teljesiil, hogy minden M hosszu racsvektornak
van egy ikerparja, iker-teljesnek nevezziik. Ezeket teljes mértékben leirtak, feltételezve egy hires
szamelméleti sejtést. A f6 eszkéz a Hurwitz-egész kvaternidk felbontaselmélete.

Moussong Géabor és Simanyi Nandorral k6zos Clircle decompositions of surfaces c. dolgo-
zatukban meghatarozzdk, melyek azok az Osszefiiggs feliiletek, melyeket diszjunkt topologikus
korokre lehet bontani. Homeomorfizmus erejéig pontosan hét ilyen feliilet van. A bizonyitas
melléktermékeként adodik az az allitas, hogy egy feliilet felbontédsa topologikus korokre felilrol
félig folytonos.

Moussong Gabor egy 424 oldalas modern felfogasit tankonyvet irt Geometria cimmel, mely



a Typotex kiadé gondozasaban jelent meg.

Bezdek Karoly és Naszddi Marton a Rigid Ball-Polyhedra in Fuclidean 3-Space c. cikkben
gémbpoliéderek merevségi kérdéseit vizsgalta a 3-dimenzids euklideszi térben. Gémpoliédernek
nevezzilk véges sok zart egységgémb metszetét. A gdémbpoliéderek csicsai, élei és lapjai ter-
mészetes médon definidlhaték. Egy gombpoliédert egyszeriinek neveziink, ha minden csicsaba
pontosan harom él fut be. Egy gombpoliéder standard, ha kiilonb6zé dimenzidés lapjai a tar-
talmazasra nézve halét alkotnak. A dolgozat {6 eredménye az a Cauchy-tipusi merevségi tétel,
mely szerint egy egyszeri standard gombpoliédert lokalisan egybevagdsag erejéig egyértelmiien
meghatéroz a laphéléjanak kombinatorikus strukturéja és az élekhez tartozé lapszogek egyiittese.

Egy n-dimenziés K konvex testhez két igen természetes konvexitasi strukturat definidlhatunk
R™-en a kovetkezé mdédon. Két pont orséja legyen K Gsszes, a két pontot tartalmazo eltoltjanak
a metszete. Egy halmaz R"™-ben orsé-konvex K-ra nézve, ha tetszoleges két pontjahoz azok
orsOjat is tartalmazza. Masrészt, legyen egy halmaz golyd-konvex K-ra nézve, ha el6all K el-
toltjainak metszeteként. A Ball and Spindle Convezity with respect to a Convex Body cikkben
Langi Zsolt, Naszédi Marton és Talata Istvan megmutatjik, hogy egy tipikus konvex hal-
mazra a két fogalom kiilonbozik, vizsgédljak Carathédory tételének valtozatait, definidlnak egy
tavolsdgot, amely illeszkedik az orsé-konvexitashoz, végiil belatnak goly6-konvex halmazokra
allitast.

A C. H. Jiménez, Naszodi Marton és R. Villa altal irt Push Forward Measures and Con-
centration Phenomena c. cikkben a szerzok azt vizsgaljak, hogy egy adott K R"-beli, origéra
szimmetrikus, konvex testen megjelené mértékkoncentracié hogyan oroklédik egy mésik L kon-
vex testre. Nyilvanvald, hogy ha K és L a Banach—Mazur-tavolsag szerint egyméashoz kozeliek,
akkor egy K-n jol koncentralt mérték atvihetd egy L-en jol koncentralt mértékké. Felhasznalva
a centralis projekciét K és L kozott a szerzOk megmutatjak, hogy ez jelenség a Banach—Mazur-
tavolsag szerint egymastol tavoli testek kozott is eléfordulhat bizonyos esetekben. Ugyanakkor
kvantifikdljak azt az allitast is, mely szerint a kocka ”tévol van attdl, hogy rajta egy jol kon-
centralt mérték létezzen”.

Bezdek Karolynak és Naszédi Martonnak a kozlésre elfogadott Spindle Starshaped Sets
cikkben a kovetkezbket vizsgaltak. Klasszikus fogalom n-dimenzids euklideszi térbeli halmazok
csillagszertisége. Az egyik legfontosabb, ilyen halmazokat karakterizdlé tétel Krasznosszelszkij
tétele. A klasszikus definiciét orsé-csillagszeriiségre cserélve vizsgédltak Krasznosszelszkij-tipusiu
kérdéseket elsGsorban analitikus eszkozokkel. A vizsgalat kiterjedt olyan kérdésekre is, mint a
képtar probléma, igy kombinatorikus (algoritmikus) geometriai alkalmazast is adtak.

Naszodi Marton elkezdett dolgozni konvex halmazok fedési tulajdonsagairdl szolé kérdéseken.
A munka célja kettds. Egyrészt olyan nem-probabilisztikus algoritmust taldlni, amellyel a jelen-
leg ismert (véletlen médszeren alapuld) gazdasiagos fedések alacsony stirtisége elérhet. Mésrészt
problémara adott véilasz) magas. Az eddig elért eredmények még publikaldsra torténd benyjtas
el6tt vannak, de elérheték az ArXiv gylijteményben.

Szeghy David Lie-csoportok izometrikus hatasat vizsgalta szemi-Riemann-sokasagokon. Si-
keriilt bebizonyitania, hogy bizonyos (normalizélhatéségi) feltételek mellett nem Riemann-féle



szemi-Riemann-sokasdgokra is igaz az infinitezimalis principalis orbittipus tétele, s6t csak dif-
ferencidlhaté sokasdgot és hatast feltételezve is sikeriilt elégséges feltételeket adni, melyek mel-
lett igaz lesz a tétel. A nem-normalizalhaté orbitokrdl és az orbitok kornyezetérél is sikeriilt
1j eredményeket bizonyitani, mely segithet az infintezimalis tipusok globalis strukturdjanak
megértésében.

A principalis orbittipusrdl szdl6 tétel Lorentz-sokasagokra vonatkozé kiterjesztésekor a nem-
normalizalhaté orbitok okozzdk a problémat. Szeghy David azt vizsgalta, hogy milyen siirlin
lehetnek az ilyen orbitok. Bebizonyitotta, hogy ha (M, g) egy Lorentz-sokasdg és adott rajta
egy G Lie-csoport izometrikus hatasa, akkor nem létezik olyan U nyilt nem tires halmaz, mely-
ben minden orbit nem normalizdlhatd, és mindnek ugyanaz az infinitezimalis tipusa. Méasként
fogalmazva nincs olyan lokélisan stabil orbit, melynek egy kornyezetében minden orbit nem
normalizalhaté.

Célja annak a bizonyitasa, hogy egy Lorentz-sokasdg izometrikus csoporthatdsdnal vagy a
normalizalhaté orbitok vannak stiriien, vagy minden orbit nem normalizalhatd, és akkor mind
instabil infinitezimélis tipusi.

Szeghy David a konjugdlt és fokdlis pontok elméletével foglalkozott szemi—Riemann-féle
sokasagokon. Ismert, hogy egy geodetikus mentén a kezd6ponthoz konjugélt pontok csak izolal-
tan helyedkezhetnek el a Riemann-féle esetben, mig a szemi-Riemann-féle esetben a konjugalt
pontok halmaza akar egy teljes gorbeivet is tartalmazhat. Szeghy David bevezetett két feltételt
szemi-Riemann-sokasdgokon. Az elsd, erdsebbik feltétel teljesiilése esetén belatta, hogy a geode-
tikusok mentén a kezdSponthoz konjugélt pontok izolaltan helyezkednek el, a masodik feltétel
teljesiilése mellett pedig azt igazolta, hogy a konjugélt pontok halmaza nem tartalmazhat teljes
gorbeszakaszt. Szeghy David belatta tovabba, hogy ha k a metrika minimélis indexe, akkor a
k-nal nagyobb multiplicitdsi konjugalt pontok izoldltak a geodetikus mentén. Emellett muta-
tott egy példéat, amikor a fokdlis pontok egy geodetikus varidciéra nézve nem stabilak. A fenti
eredmények publikalasa On conjugate and focal points in semi-Riemannian manifolds cimen
folyamatban van.

Szeghy Davidnak az Indagationes Mathematicae folydiratban megjelent Infinitesimal or-
bit type theorem for normalizable actions c. dolgozatdnak f6 eredménye a kovetkezo: Tek-
intsiik egy Lie-csoport sima hatasat egy Osszefligg6 M sokasdgon. Tegylik fel, hogy a lokalis
csoszerl kornyezetrol szélo tétel igaz minden M-beli x pontban. Ekkor van olyan maximalis in-
finitezimalis orbittipus, melyre az ehhez a tipushoz tartozo orbitok unidja egy stri nyilt halmaz
M-ben.

Az On the infinitesimal orbit type of maximal dimensional orbits cikkben Szeghy D&vid
beldtta, hogy egy Lie csoport izometrikus hatdsandl a maximalis dimenzids orbitok stirtiek (ez
az eredmény tobb kiilonboz6é esetben ismert volt de ez az eset még nem volt bizonyitva az
irodalomban). Beldtta, hogy a maximdlis dimenzids orbitok kozott a lokdlis stabilitds és a
normalizalhatdsag ekvivalens. Példat mutatott olyan affin izometrikus csoporthatédsra, amikor
minden orbit kiilonb6z6 infinitezimalis tipusu. Egy tétellel be is latta, hogy ez a viselkedés nem
kivételes, mert izometrikus csoporthatas esetén, ha egy nyilt halmazban minden orbit maximalis
dimenzidés és nem normalizalhatd, akkor bizonyos értelemben minden infinitezimdlis tipus itt
null mértéki, igy nem megszamlilhaté ebben az esetben a tipusok szama. Ezek az eredmények
kozelebb vittek a cikkben megfogalmazott és célként kitlizott sejtés bizonyitasahoz.



Szenthe Jdnos Dmitri Alekseevsky-vel kozosen a lokdlisan stabil tipusi orbitokat vizsgélta
Lorentz-sokasagokon izometrikus Lie-csoporthatdsokra. Ez a fogalom a principélis orbittipus egy
megfelel6je Lorentz-sokasagokra. Eredményeket ért el egy Lorentz-sokasdgon egy izometrikus
csoporthatas 1-kodimenzids fényszerii orbitjainak kérnyezetének leirdsaban. Kozlésre benyuijtott
egy dolgozatot Riemann-sokasigok perfekt izometrikus hatasairdl.

Szenthe Janos Kévari Kalmannal szférikusan szimmetrikus Einstein téridék szerkezetét vizs-
galtdk és egy olyan eredményt kaptak, mely a F. Kottler altal talalt ilyen tipusu téridéhoz egy
globalis megkozelitésen keresztiil jut el. Az errdl irt dolgozatuk kozlésre be van nyijtva a General
Relativity and Gravitation folydirathoz.

El6késziiletben van Szenthe Jdnosnak egy dolgozata Stationary geodesics of Lagrangian sys-
tems cimmel, melynek célja stacionarius geodetikusokra vonatkozé 1étezési tételek bizonyitasa.

Az utébbi idében Szenthe Janos a principdlis orbittipus tételnek infinitezimélis orbittipusok
esetére torténd kiterjesztésével foglalkozott, és az eredményeibdl egy dolgozat mar részben
elkésziilt.

Széke Rébert Lempert Laszléval egy nagyobb kutatasi terven dolgozott, melynek f6 célja an-
nak megértése, hogy ha egy szimplektikus sokasag geometriai kvantalasakor komplex polarizaciot
valasztunk, akkor a polarizalt szelések Hilbert-tere mennyire fligg a polarizacié valasztésatol.
Egyik f6 tételiik szerint a kiilonb6z6 komplex polarizacidokhoz tartozé Hilbert-terek nyaldabjan
van egy természetes holomorf, hermitikus Hilbert-nyalab struktira, melynek a Chern-konnexidja
lapos. Sz6ke Rébert Lempert Laszléval kozos kutatdsaibol harom cikk sziiletett.

Az A new look at adapted complex structures cikkben kideriil, hogy az adaptdlt komplex
strukturak fogalma értelmes, valahanyszor egy Lie-félcsoport hat egy sokasdgon. Konkrét eset-
ben az affin félcsoportnak a hatasat vizsgaljak egy kompakt Riemann-sokasig geodetikusainak
N terén. N egy szimplektikus sokasag, melyen megadhaté Kahler-struktiarak egy komplex 1-
paraméteres csaladja. Ez a csaldd tekinthet6 egy fibralasnak és ennek totalis terén definidlhato
egy holomorf struktira, mely alapvetd szerepet jatszik az N sokasdg geometriai kvantalasandl
és a kovetkezo cikkben.

A Uniqueness in geometric quantization cikkben Lempert Laszld és Széke Robert abbdl in-
dul ki, hogy a geometriai kvantalas gyakran adja Hilbert-tereknek egy egész {Hs} csaladjat,
melyek mindegyike ugyanannak a klasszikus rendszernek a kvantumallapotait reprezentalja.
Természetes kérdés, hogy vajon ezek a Hilbert-terek kanonikusan izomorfak-e. Axelrod-Della,
Pietra-Witten és Hitchin munkai azt sugalljak, hogy prébéljunk Ugy gondolni H,-re, mint egy
H Hilbert-nyalab egy fibruméra, vezessiink be egy konnexiét H-n és prébaljuk a parhuzamos
eltolassal azonositani a fibrumokat. Ebben a cikkben a szerzok azt vizsgaljak, mennyire ha-
jthato végre ez a terv. ElGszor is bevezetik Hilbert-terek sima ill. analitikus mez&jének fo-
galmat. Belatjak, hogy egy egyszeresen Osszefiiggé alaptér feletti analitikus mez6 mindig la-
pos és hogy ekkor ez a mez6 azonosithaté egy nulla gorbiiletii hermitikus Hilbert-nyaldabbal.
Maiésodszor egy dltalanos komplex geometriai direktképproblémat vizsgdlnak: egy £ — Y Her-
mitikus holomorf vektornyalab eléretoltjat tekintik egy nem perfekt (1) Y — S leképezés mentén.
Sziikséges feltételeket adnak arra, hogy a direktképkéve egy sima Hilbert-mezd legyen. Végiil egy
M kompakt, valdés analitikus Riemann-sokasdg T'M érintényaldbjanak geometriai kvantalasat
vizsgaljak. Ez egy direktképproblémahoz vezet. Homogén M-re belatjak, hogy a direkt kép egy
analitikus Hilbert-mez6. Bizonyitjak, hogy ha M egy tetszOleges kompakt Lie-csoport, akkor ez
a direkt kép lapos, azaz a geometriai kvantalas kanonikusan izomorf Hilbert-tereket ad. Bebi-



zonyitjak, hogy gombok esetén csak az 1 és 3 dimenzidés gobmbokhoz tartozé Hilbert-mezo lapos.
A tObbi gomb esetén tehat nem egyértelmii a geometriai kvantalds.

Az el6z6 cikk kutatdsait folytatva Szoke Rébert és Lempert Léaszlé azt az édltaldnosabb
a kérdést is vizsgaltak, hogy mit lehet mondani a fent emlitett Hilbert-mezok gorbiileti for-
muldjardl, ha M egy kompakt szimmetrikus tér, vagy még altalanosabban, ha egy tgynevezett
kompakt szférikus sokasdg. Az adaptalt komplex strukturdkat felhasznalva probaltak minél pon-
tosabban megérteni az igy keletkezd kvantum Hilbert-mez6 gorbiiletét. Fontos 1épés, hogy mivel
a gorbiilet nem szamolhaté ki expliciten, aszimptotikus médszerekre van sziikség, és sikeriilt az
egyvaltozos Watson-lemmat t6bbdimenzos kiupokra belatni.

Széke Rébert és Lempert Laszlé az A new look at adapted complex structures c. cikkében
adott kompakt, valés-analitikus Riemann-sokasdg paraméterezett geodetikusainak terén kon-
strudlnak adaptalt komplex strukturaknak egy 1-paraméteres csaladjat, és ezek tulajdonsagait
vizsgaljak.

Széke Robert és Lempert Laszlé atdolgoztdak egy korabbi kéziratukat és Direct images,
fields of Hilbert spaces and geometric quantization cimmel publikaltdk a Comm. Math. Phys.
folydiratban

ﬁjabb kutatasaiban Széke Rébert Florentino-Mathias-Mourao-Nunes egy eredményét alta-
ldnositotta kompakt Lie-csoportokrdél kompakt szimmetrikus terekre. Az ilyen terekre a felsd
félsik paraméterezi Kéhler strukturak csaladjat a tér koérintényaldbjan. A kiilonb6z6 paramé-
terértékekhez tartozé G.n. kvantum-Hilbert-terek (BKS) parositasanak kiszamoldsdahoz fontos
lépés két parameterértékhez tartozé a kanonikus nyaldbok adott globalis holomorf n-formak
ékszorzatdnak kiszamoldsa. Ezt szamolta ki Széke Rébert szimmetrikus terekre.

Verhéczki Laszl6 a szimmetrikus Riemann-tereken vett sima fiiggvények tin. Funk-transzfor-
maltjaval kapcsolatban végzett kozos kutatdast G. Thorbergsson és S. Klein matematikusokkal. A
kompakt szimmetrikus tér legrovidebb zart geodetikusai egy homogén teret képeznek, és a Funk-
transzformacié a szimmetrikus téren vett tetszoleges sima fiiggvényhez az integralas mddszerével
rendel hozz4 egy fliggvényt ezen a homogén téren. Tobbek kozott sikeriilt bebizonyitani, hogy ez
a hozzarendelés injektiv, kivéve azt a specialis esetet, amikor a szimmetrikus tér egy szféra. Az
elért eredményekrol késziilt egy kozos dolgozat, amely a Publicationes Mathematicae Debrecen
folydiratban jelent meg.

Korabbrdl ismert (Berndt, Vanhecke, Verhéczki 2003), hogy ha egy szimmetrikus Riemann-
téren létezik olyan 1-kohomogenitdstu izometrikus csoporthatas, amelynél az egyik szingularis
orbit egy reflektiv totdlgeodetikus részsokasdg, akkor a téren meg lehet adni olyan egységvektor-
mez6t, amely harmonikus és minimalis. Verhoczki Laszld azt vizsgalta, hogy dltalanosithaté-e
ez az &llitds a reflektivitdsi feltétel gyengitésével. Megmutatta, hogy bar a Gy és G2/SO(4)
kivételes szimmetrikus tereken nincs ilyen izometrikus hatds, mégis megadhaté rajtuk olyan
egységvektormezd, amely harmonikus és minimaélis. Az eredmény Harmonic and minimal unit
vector fields on the symmetric spaces Gy and Go/SO(4) cimmel jelent meg az Acta Univ. Palacki.
Olomouc, Fac. Rerum Nat., Math. folydiratban.

Verhoczki Laszl6 foglalkozott azzal a kérdéssel, hogy szimmetrikus Riemann-terekben miként
lehet példakat adni olyan egynél nagyobb kodimenzidju részsokasiagokra, melyeknek a normalis
vektornyaldbja lapos. Vizsgalta azt a problémat is, hogy ezen részsokasigok alakoperatoraibol
miként lehet meghatdrozni az in. parallel részsokasigok alakoperatorait. Az elért eredményekrol



el6adast tartott Submanifolds with flat normal bundle and their parallel submanifolds cimmel
egy nemzetkozi konferencian.
Verhéczki Lészlé irt egy 179 oldalas Klasszikus differencidlgeometria c. tankonyvet is.
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