
Szakmai zárójelentés az OTKA PD72264 számú pályázatról
Az ókortól kezdve napjainkig a véletlengenerálás mindig fontos szerepetjátszott. Kutatásaimban f®képp számítógép által generálható pszeudovélet-len objektumokat tanulmányoztam.A pszeudovéletlen sorozatoknak rengeteg alkalmazása van. Ezek közül alegfontosabbak a híres Vernam-féle titkosító eljáráshoz kap
solódnak. Többmint 15 évvel ezel®tt Mauduit és Sárközy [21℄ bevezetett egy új, konstruktívmegközelítést. Cikkükben új pszeudovéletlen mértéket vezettek be véges, bi-náris +1,-1 sorozatok pszeudovéletlen tulajdonságainak vizsgálatára. (Azótarengeteg 
ikk született a témában, [22℄-ben Sárközy egy kit¶n® összefoglalástad a legfontosabb eredményekr®l.)Mostanában a pszeudovéletlen sorozatok mellett a többdimenziós psze-udovéletlen objektumok is bekerültek a kutatás f®irányvonalába. Hubert,Mauduit és Sárközy [20℄ kiterjesztette a pszeudovéletlenség fogalmát egy di-menzióról több dimenzióra. Bevezették az n-dimenziós bináris rá
s fogalmát.Új mértékeket vezettek be bináris rá
sok pszeudovéletlen tulajdonságainakvizsgálatára.A projekt id®tartama alatt 19 
ikket írtam, ezek közül 11 dolgozatomjelent meg, és 4 dolgozatomat fogadtak el már közlésre neves hazai vagykülföldi folyóiratokban. További 4 
ikket nyújtottam be közlésre. Az alábbi-akban szeretném f®bb eredményeimet röviden összefoglalni.Bináris sorozatok pszeudovéletlen tulajdonságai2003-ban Ahlswede, Kha
hatrian, Mauduit és Sárközy bevezették egy újmértéket bináris sorozatok 
saládjainak a �bonyolultságára�, és be
sülték alegfontosabb ilyen, a Legendre szimbólumot használó 
saládnak a bonyolult-ságát. [3℄-ben meghatároztam -konstans szorzótól eltekintve- e mérték pontosértékét. 1



Egy bináris véges sorozat kriptográ�ai alkalmazása során el®fordulhat,hogy a sorozat nem elég hosszú. [2℄-ben és [10℄-ben azt vizsgálom, hogypszeudovéletlen sorozatok egy adott nagy 
saládjából hogyan illeszthetünkegymás után több sorozatot úgy, hogy az így kapott jóval hosszabb sorozat-nak még mindig er®s pszeudovéletlen tulajdonságai legyenek.A bizonyítás során Ahlswede, Kha
hatrian, Mauduit és Sárközy által be-vezették bináris sorozatok 
salád bonyolultságának fogalmát kiterjesztve, be-vezettem egy új mértéket, amely azt tanulmányozza, hogy bináris sorozatokegy nagy 
saládjában mennyire függetlenek a sorozatok.[6℄-ban a diszkrét logaritmust használva adtam meg pszeudovéletlen so-rozatoknak egy új konstruk
ióját. A konstruk
ió érdekes vonása, hogy spe
i-ális esetekben elliptikus görbéken alapuló pszeudovéletlen sorozatokat ad.Ilyenkor a sorozat n-edik tagja, egy elliptikus görbe adott pontjának y-koordinátájától függ.[13℄-ban Mauduittal egy korábbi eredményemet általánosítottuk. Mau-duit 2002-ben vetette fel híres sejtését miszerint, ha egy EN ∈ {−1, +1}Nsorozatra C2(EN) nagy, akkor C3(EN ) ki
si. Ezt a sejtést bizonyítottam egykorábbi 
ikkemben. Az eredményt általánosítottam magasabb rend¶ mérté-kekre is, azaz bebizonyítottam, hogyha 2k < 2ℓ + 1, és C2k(EN ) nagy, akkor
C2ℓ+1(EN) mindenképpen ki
si. [13℄-ban Mauduittal közösen vizsgáltuk a
2k > 2ℓ + 1 esetet. A következ® eredményt igazoltuk: Ha

C2k+1(EN ) ≪ N1/2,akkor
C2k+1(EN )2ℓC2ℓ(EN)2k+1 ≫ N2k+1,ahol az alkalmazott konstansok 
sak k-tól és ℓ-t®l függnek.A [17℄ 
ikkben azt vizsgálom, hogy egy adott sorozatnak mikor rendelkez-nek a rövid részsorozatai is er®s pszeudovéletlen tulajdonságokkal. Dolgoza-tomban olyan sorozatot konstruáltam, amelyben a rövid részsorozatoknak az2



korrelá
ió mértéke is optimális. Ez a kérdés különösen fontos, mert a Vernam-féle titkositó eljárás során fontos, hogy a használt pszeudovéletlen kul
snak arövid részsorozatai is er®s pszeudovéletlen tulajdonságokkal rendelkezzenek.A bizonyítás során a következ® karakterösszeg be
slésre volt szükségem:Legyen p egy páratlan prím, q = p2 és jelöljük γ-val a kvadratikus karaktert
Fq felett. Ekkor Fp ⊆ Fq. Legyen I = [a, a + 1, a + 2, . . . , b] ⊆ Fp és f(x) ∈
Fq[x] egy polinom, amely nem cg(x)h2(x) alakú, ahol c ∈ Fq, g(x) ∈ Fp[x] és
h(x) ∈ Fq[x]. Tegyük fel, hogy f(x)-nek m különböz® gyöke van Fp felett.Ekkor
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ikkemben bizonyítottam.Bináris rá
sok pszeudovéletlen tulajdonságai[1℄-ben Mauduittal és Sárközyvel közösen a bináris sorozatok, illetve biná-ris rá
sok (az el®bbiek n-dimenziós általánosításai) pszeudovéletlensége köztikap
solatot vizsgáltuk. Ugyanis, minden több dimenziós rá
shoz egyértelm¶módon hozzárendelhetünk egy bináris sorozatot. Dolgozatunkban megmu-tattuk, hogy az ily módon kap
solódó rá
s és sorozat pszeudovéletlen mér-tékeinek értékei között nin
s összefüggés. Vagyis a többdimenziós eset nemvezethet® vissza természetes módon az egydimenziós esetre, valóban szükségvan a többdimenziós elméletre.[4℄-ben Christian Mauduittal és Sárközy Andrással folytattuk a közös ku-tatómunkát. Három egydimenziós konstruk
iót kiterjesztve, konstruk
iókatadtunk er®s pszeudovéletlen tulajdonságokkal rendelkez® kétdimenziós biná-ris rá
sokra. Az ily módon kapott rá
soknak be
sültük a pszeudovéletlenmértékeit. 3



[5℄-ben Sárközyvel és Stewarttal er®s pszeudovéletlen tulajdonságokkalrendelkez® 2 dimenziós bináris rá
sot konstruáltunk kiterjesztve egy korábbiegydimenziós, a Legendre szimbólumra épül® konstruk
iót. Be
sültük a rá
spszeudovéletlen mértékeinek értéket. Habár a kapott be
slés nem volt opti-mális, még mindig lényegesen jobb be
slést tudtunk megadni a triviálisnál.[18℄-ban folytattuk a közös kutatómunkát, bebizonyítva, hogy az általunkmegadott konstruk
ió spe
iális esetben megegyezik egy Mauduit és Sárközyáltal korábban megadott konstruk
ióval. Így ebben az esetben a konstruk
ióegyszerre könnyen implementálható, ugyanakkor optimális be
slések adha-tóak a pszeudovéletlen mértékekre.[8℄, [9℄, [12℄ sorozatban társszerz®immel kétdimenziós bináris rá
sok eseté-ben vizsgáltuk a kétdimenziós pszeudovéletlen mértékek tulajdonságait. Így[8℄-ban összehasonlítottuk a különböz® rend¶ mértékeket, valamint a nor-mális mértéket a Qk mértékek maximumával be
sültük. [9℄-ben új mértéke-ket vezetünk be bináris rá
sok szimmetria tulajdonságainak be
slésére. A 3újonnan de�niált mérték közül az egyenes mérték a legáltalánosabb; segít-ségével a másik két szimmetria mérték is jól be
sülhet®, kezelhet®. Alulrólbe
sültük a szimmetria mértékek minimumát, bebizonyítottuk, hogy nagyvalószín¶séggel a szimmetria mérték egy adott (a minimumhoz közeli) korlátalatt van. Végül olyan konstruk
iókat adunk meg, melyekre a 3 szimmetriamérték mindegyike ki
si. [12℄-ben el®ször egydimenzió esetén vizsgáltuk a
Qk mértékek minimumát. Ezután kétdimenziós rá
sok esetében bevezettüka korrelá
ió mértéket (Ck), és a Ck, Qk mértékek minimumát vizsgáltuk.[11℄-ban új pszeudovéletlen mértékeket de�niálok bináris rá
sok esetében.Az új mértékek sokkal általánosabbak mint az eddig de�niált mértékek, és se-gítségükkel a Qk mértékek felülr®l be
sülhet®ek. Dolgozatomban az új mérté-kek tulajdonságait vizsgáltam, és olyan konstruk
iókat adtam meg, melyekreezek a mértékek ki
sik.Rá
sok kriptográ�ai alkalmazása során nem elég, hogy egy bináris rá
snaker®s pszeudovéletlen tulajdonságai vannak, fontos az is, hogy a rá
sok egymegadott nagy 
saládjában a sorozatok függetlenek legyenek. Az egydimen-4



ziós esetben Tóth Viktória vezette be az ütközés és a lavina hatás fogalmát.Ezeket a fogalmakat általánosítottuk [14℄-ben a több dimenziós esetre, majdegy, bináris rá
sok Legendre szimbólumon alapuló nagy 
saládját vizsgáltuka fenti szempontokból. [15℄-ben folytattuk ezirányú kutatásainkat, binárisrá
soknak egy további nagy 
saládját konstruáltuk, majd itt is megvizsgál-tuk mind az ütközés és a lavina hatást, mind a 
salád bonyolultságát.Egyéb bináris pszeudovéletlen objektumok tulajdonságai[7℄-ban Huberttel és Sárközyvel közösen de�niáltuk az r-majdnem s-egyenletesfa fogalmát, majd ilyen fákon de�niált bináris függvények pszeudovéletlensé-gét vizsgáltuk.Additív problémák[16℄-ban színezési problémákat vizsgáltunk. S
hur híres eredménye sze-rint, az egész számokat k színnel színezve, az x + y = z egyenletnek mindigvan egyszín¶ megoldása. Ezt az eredményt próbáltuk meg kiterjeszteni ésvizsgálni különböz® esetekben. Egész számoknak, illetve véges testek eleme-inek több színnel való színezése esetén vizsgáltuk magasabbfokú, 3 vagy 4ismeretlenes egyenletek egyszín¶ megoldásait.[19℄-ben Ruzsa Imrével közösen négyzetszámok között vizsgálunk additívjelleg¶ problémát: Mekkora lehet egy négyzetszámokból álló 3-tagú szám-tani sorozatot nem tartalmazó halmaz s¶r¶sége? Megadtunk egy olyan Ahalmazt, amely része {12, 22, . . . , N2}-nek, nem tartalmaz 3-tagú számtanisorozatot, valamint az elemszámára
|A| ≫ N√
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