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Az okortol kezdve napjainkig a véletlengeneralas mindig fontos szerepet
jatszott. Kutatasaimban f6képp szamitogép altal generdlhatd pszeudovélet-

len objektumokat tanulmanyoztam.

A pszeudovéletlen sorozatoknak rengeteg alkalmazésa van. Ezek koziil a
legfontosabbak a hires Vernam-féle titkosito eljarashoz kapcsolodnak. Tébb
mint 15 évvel ezel6tt Mauduit és Sarkozy [21] bevezetett egy 1j, konstruktiv
megkdzelitést. Cikkiikben 1j pszeudovéletlen mértéket vezettek be véges, bi-
naris +1,-1 sorozatok pszeudovéletlen tulajdonsagainak vizsgalatara. (Azota
rengeteg cikk sziiletett a téméaban, [22]-ben Sarkozy egy kitiing osszefoglalast

ad a legfontosabb eredményekrdl.)

Mostandban a pszeudovéletlen sorozatok mellett a tobbdimenziés psze-
udovéletlen objektumok is bekeriiltek a kutatas fGirdnyvonaldba. Hubert,
Mauduit és Sarkozy [20] kiterjesztette a pszeudovéletlenség fogalmat egy di-
menziorol tobb dimenziora. Bevezették az n-dimenzids binaris racs fogalmét.
Uj mértékeket vezettek be binaris racsok pszeudovéletlen tulajdonsagainak

vizsgalatara.

A projekt idGtartama alatt 19 cikket irtam, ezek koziil 11 dolgozatom
jelent meg, és 4 dolgozatomat fogadtak el méar kozlésre neves hazai vagy
kiilfoldi folyoiratokban. Tovabbi 4 cikket nytjtottam be kozlésre. Az alabbi-

akban szeretném f&bb eredményeimet roviden Gsszefoglalni.
Binaris sorozatok pszeudovéletlen tulajdonsagai

2003-ban Ahlswede, Khachatrian, Mauduit és Sarkdzy bevezették egy 1j
mértéket binaris sorozatok csaladjainak a ,bonyolultsagara”, és becsiilték a
legfontosabb ilyen, a Legendre szimbolumot hasznal6 csaladnak a bonyolult-
sagat. |3]-ben meghataroztam -konstans szorzotol eltekintve- e mérték pontos

értékét.



Egy binaris véges sorozat kriptografiai alkalmazasa soran elGfordulhat,
hogy a sorozat nem elég hosszi. [2]-ben és [10]-ben azt vizsgalom, hogy
pszeudovéletlen sorozatok egy adott nagy csaladjabol hogyan illeszthetiink
egymas utan tobb sorozatot tgy, hogy az igy kapott joval hosszabb sorozat-
nak még mindig er6s pszeudovéletlen tulajdonsagai legyenek.

A bizonyitéas soran Ahlswede, Khachatrian, Mauduit és Sarkézy altal be-
vezették binaris sorozatok csalad bonyolultsaganak fogalmat kiterjesztve, be-
vezettem egy 1j mértéket, amely azt tanulmanyozza, hogy binaris sorozatok

egy nagy csaladjaban mennyire fiiggetlenek a sorozatok.

[6]-ban a diszkrét logaritmust hasznalva adtam meg pszeudovéletlen so-
rozatoknak egy 1j konstrukciojat. A konstrukcié érdekes vonasa, hogy speci-
alis esetekben elliptikus goérbéken alapuld pszeudovéletlen sorozatokat ad.
Ilyenkor a sorozat n-edik tagja, egy elliptikus gorbe adott pontjanak y-
koordinatajatol fligg.

[13]-ban Mauduittal egy korabbi eredményemet altalanositottuk. Mau-
duit 2002-ben vetette fel hires sejtését miszerint, ha egy Ey € {—1,+1}V
sorozatra Cy(Ey) nagy, akkor C3(Ey) kicsi. Ezt a sejtést bizonyitottam egy
koréabbi cikkemben. Az eredményt altaldnositottam magasabb rendid mérté-
kekre is, azaz bebizonyitottam, hogyha 2k < 20+ 1, és Cy(FEn) nagy, akkor
Cor41(Ey) mindenképpen kicsi. [13]-ban Mauduittal kozdsen vizsgaltuk a
2k > 20 + 1 esetet. A kovetkez6 eredményt igazoltuk: Ha

Cori1(En) < N2,

akkor
C2k+1(EN)2£C2£(EN)2k+1 > N2k+1,

ahol az alkalmazott konstansok csak k-tol és (-6l fiiggnek.
A [17] cikkben azt vizsgalom, hogy egy adott sorozatnak mikor rendelkez-

nek a rovid részsorozatai is erds pszeudovéletlen tulajdonsagokkal. Dolgoza-

tomban olyan sorozatot konstrualtam, amelyben a rovid részsorozatoknak az



korrelacio mértéke is optimalis. Ez a kérdés kiilonosen fontos, mert a Vernam-
féle titkosito eljaras soran fontos, hogy a hasznélt pszeudovéletlen kulcsnak a
rovid részsorozatai is erds pszeudovéletlen tulajdonsagokkal rendelkezzenek.

A bizonyitas soran a kovetkezd karakterdsszeg becslésre volt sziikségem:
Legyen p egy paratlan prim, ¢ = p? és jeloljiik y-val a kvadratikus karaktert
F, felett. Ekkor F, C F,. Legyen I = [a,a+ 1,a+2,...,b] CF, és f(z) €
F,[x] egy polinom, amely nem cg(z)h?(z) alaku, ahol ¢ € Fy, g(z) € Fp[z] és
h(z) € F,[z]. Tegyiik fel, hogy f(z)-nek m kiilonbozs gydke van F, felett.
Ekkor

a) | A(f(@)] < 2mp'’?,

x€lFp

b) > (f(2)] < 18mp'*logp.

zel

E tételnek az a) része Vantol szarmazik, mig a b) részt, az ,incomplete” esetet

cikkemben bizonyitottam.
Binaris racsok pszeudovéletlen tulajdonsagai

[1]-ben Mauduittal és Sarkozyvel kozdsen a binaris sorozatok, illetve bina-
ris racsok (az el6bbiek n-dimenzios altalanositasai) pszeudovéletlensége kozti
kapcsolatot vizsgaltuk. Ugyanis, minden t6bb dimenziés racshoz egyértelmii
modon hozzarendelhetiink egy binaris sorozatot. Dolgozatunkban megmu-
tattuk, hogy az ily moédon kapcsolodo racs és sorozat pszeudovéletlen mér-
tékeinek értékei kozott nincs Osszefiiggés. Vagyis a tobbdimenzios eset nem
vezethet$ vissza természetes modon az egydimenzids esetre, valoban sziikség

van a tobbdimenzids elméletre.

[4]-ben Christian Mauduittal és Sarkozy Andrassal folytattuk a kozos ku-
tatomunkat. Harom egydimenzios konstrukciot kiterjesztve, konstrukciokat
adtunk er6s pszeudovéletlen tulajdonsagokkal rendelkez6 kétdimenzids biné-
ris racsokra. Az ily modon kapott racsoknak becsiiltiik a pszeudovéletlen

meértékeit.



[5]-ben Sarkozyvel és Stewarttal erds pszeudovéletlen tulajdonsagokkal
rendelkezd 2 dimenzids binaris racsot konstrualtunk kiterjesztve egy korabbi
egydimenzios, a Legendre szimbolumra épiil§ konstrukciot. Becsiiltiik a racs
pszeudovéletlen mértékeinek értéket. Habar a kapott becslés nem volt opti-
malis, még mindig lényegesen jobb becslést tudtunk megadni a trivialisnal.
[18]-ban folytattuk a kozos kutatomunkat, bebizonyitva, hogy az altalunk
megadott konstrukci6 specialis esetben megegyezik egy Mauduit és Sarkozy
altal korabban megadott konstrukcioval. Igy ebben az esetben a konstrukcié
egyszerre konnyen implementalhato, ugyanakkor optimalis becslések adha-

toak a pszeudovéletlen mértékekre.

[8], [9], [12] sorozatban tarsszerzéimmel kétdimenzios binaris racsok eseté-
ben vizsgaltuk a kétdimenzios pszeudovéletlen mértékek tulajdonsagait. Igy
|8]-ban Gsszehasonlitottuk a kiilonb6z6 rendd mértékeket, valamint a nor-
malis mértéket a @ meértékek maximumaval becsiiltiik. [9]-ben ] mértéke-
ket vezetiink be binaris racsok szimmetria tulajdonsagainak becslésére. A 3
jonnan definialt mérték koziil az egyenes mérték a legaltalanosabb; segit-
ségével a masik két szimmetria mérték is jol becsiilhets, kezelhets. Alulrol
becsiiltiik a szimmetria mértékek minimumat, bebizonyitottuk, hogy nagy
valosziniiséggel a szimmetria mérték egy adott (a minimumhoz kozeli) korlat
alatt van. Végiil olyan konstrukciokat adunk meg, melyekre a 3 szimmetria
mérték mindegyike kicsi. [12]-ben el@szor egydimenzié esetén vizsgaltuk a
Q. mértékek minimumat. Ezutan kétdimenzios racsok esetében bevezettiik

a korrelacio mértéket (Cy), és a C, Q mértékek minimumat vizsgaltuk.

[11]-ban uj pszeudovéletlen mértékeket definidlok binaris racsok esetében.
Az 1j mértékek sokkal altaldnosabbak mint az eddig definialt mértékek, és se-
gitségiikkel a () mértékek feliilrsl becsiilhetGek. Dolgozatomban az 0j mérté-
kek tulajdonsagait vizsgaltam, és olyan konstrukciokat adtam meg, melyekre

ezek a mértékek kicsik.

Réacsok kriptografiai alkalmazasa soran nem elég, hogy egy binaris racsnak
erGs pszeudovéletlen tulajdonsigai vannak, fontos az is, hogy a racsok egy

megadott nagy csaladjaban a sorozatok fiiggetlenek legyenek. Az egydimen-



zi6s esetben Toth Viktoria vezette be az iitkozés és a lavina hatas fogalmat.
Ezeket a fogalmakat altalanositottuk [14]-ben a tobb dimenzios esetre, majd
egy, binaris racsok Legendre szimbdélumon alapulé nagy csaladjat vizsgaltuk
a fenti szempontokbol. [15]-ben folytattuk eziranyn kutatasainkat, binaris
racsoknak egy tovabbi nagy csalddjat konstrudltuk, majd itt is megvizsgal-

tuk mind az iitkozés és a lavina hatéast, mind a csalad bonyolultsagat.
Egyéb binaris pszeudovéletlen objektumok tulajdonsagai

[7]-ban Huberttel és Sarkozyvel kzosen definialtuk az r-majdnem s-egyenletes
fa fogalmat, majd ilyen fakon definialt binaris fiiggvények pszeudovéletlensé-

gét vizsgaltuk.
Additiv problémak

[16]-ban szinezési problémakat vizsgaltunk. Schur hires eredménye sze-
rint, az egész szamokat k szinnel szinezve, az x 4+ y = z egyenletnek mindig
van egyszini megoldasa. Ezt az eredményt probaltuk meg kiterjeszteni és
vizsgalni kiilonboz6 esetekben. Egész szamoknak, illetve véges testek eleme-
inek tobb szinnel vald szinezése esetén vizsgaltuk magasabbfoki, 3 vagy 4

ismeretlenes egyenletek egyszini megoldasait.

[19]-ben Ruzsa Imrével kozosen négyzetszamok kozott vizsgalunk additiv
jellegii problémat: Mekkora lehet egy négyzetszamokbol allo 3-tagi szam-
tani sorozatot nem tartalmazé halmaz strtsége? Megadtunk egy olyan A
halmazt, amely része {12,22 ..., N?}-nek, nem tartalmaz 3-tag szamtani

sorozatot, valamint az elemszamaéara

|A| > N
Vloglog N
teljesiil.
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