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Menetkdzben csatlakozott a palyazathoz egy tehetséges fiatal kutato,
Patkos Balazs is. Patkos Balazs csatlakozasat két témaja is indokolta, a
véletlen grafok iranti érdeklédése, eddigi kutatasa, eredményei, illetve az ex-
tremélis strukturak iranti érdekldése és idevonatkozd eredményei. Csat-
lakozasanak engedélyeztetését kérelmeztiik, az engedélyt az OTKA irodatol,
Hunyadfalvi Zoltan 2010 mércius 9-én megkapott levelében kaptuk meg.

Az alabbiakban a teljes 4 éves periédusrol szamolunk be. ElsGsorban a
kordbban elkezdett kutatasainkat folytattuk, ez elsGsorban a nagyobb Gssze-
fiiggs kutatasi teriileteinkre vonatkozik, az extremaélis grafelmélet és hiper-
grafelmélet centralis kérdéseire. Ezek kozott szerepelnek:

1. Klasszikus Extremalis és Ramsey problémak megoldasa gra-
fokra, hipergrafokra, ill. ezekkel rokon problémak.

2. A Szemerédi Regularitasi Lemma alkalmazésai grafelméletben,

3. az extremalis és Ramsey tipusi kérdések kapcsolata, ezek kap-
csolata a kvazivéletlenséggel, illetve a Regularitasi Lemméaval, annak
hasznalata altalaban, és elkeriilhetsége, szerepe a "tulajdonsag-teszte-
lésben",

4. Az extrém grafelmélettel szoros kapcsolatban 4116 Erdgs-Kleitman-Roth-
schild tipusu tételek

5. ,Modern Grafelmélet:”

(a) Graf-jelenségek leirasa részgrafok szamolasaval,
(b) a graflimesz vizsgalata, alkalmazésai
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(c) Graf-jelenségek leirasa analizisbeli modszerekkel
(d) Hasonlosagok és kiilonbségek a stiri és ritka grafok limesz-elmé-
letében.

6. ,,Sporadikus kérdések:” olyan kérdések kutatésa, amelyek latszolag
elszigetelt problémékra vonatkoznak, valojaban azonban tjszeri jelen-
ségek felfedezéséhez vezethetnek. (Ez néha szorosan kapcsolodik az 1.
ponthoz.)

(a) Hipergraf extrém tételek,

) Degeneralt extrém graf tételek.

¢) Szinezési problémak.

) Kombinatorikus metszettételek

) Altalanositott metszettételek (pl vektorterek altereire vonatko-
z6ak).

(f) Kombinatorikus geometriai, ill. egyéb geometriai kérdések.

Emellett azonban tobb 1j tipusi kérdések, téméak kutatasaba is belekezd-
tiink.

A beszamolot a 2. ponttal kezdjiik, mert ez a kutatasaink igen nagy
részében centralis szerepet jatszik. Ezutan attériink a graf-limesz elméletre,
mert ez szorosan kapcsolodik a Regularitasi Lemmahoz. Végiil visszatériink
a ,klasszikus” témakra.

1. A Regularitasi Lemma alkalmazasai

Teriiletiinkon, az Extremalis struktirak elméletében kiemelkedGen fontos
szerepet jatszik a Szemerédi Regularitasi Lemma, alkalmazasai a legkiilon-
b6z6bb kombinatorikai ill. kombinatorikus szamelméleti kérdésekben, a "prop-
erty Testing"-ben, illetve a graflimesz és a koriilotte kialakult elméletekben.

Az altalunk kutatott témak részben klasszikus grafelméletiek, azon beliil
elsG sorban extremalis grafelméletiek, illetve Ramsey tipusuak, (bar gyakran
kitériink olyan témékra is, amelyek nem kapcsolodnak, vagy legalabbis nem
kozvetleniil kapcsolodnak ezekhez). Témainkat a hasznéalt modszereink is
Osszekotik, melyek kozott az egyik a Szemerédi Regularitdsi Lemma, mely
napjainkban vitathatatlanul a modern Diszkrét Matematika egyik legfon-
tosabb eszkozévé valt. Alkalmas arra, hogy a determinisztikus, de véletlen-
szeri struktiarakat kezelje, leirja.

Mi is ezekkel a modszerekkel oldottunk meg tijabb extremélis graf prob-
lémékat, alkalmaztuk a Regularitasi Lemmat Ramsey problémaéakra, tovabba
kozonséges, ill. hipergraf extremalis problémak vizsgalataban, hipergraf Ram-



sey problémakban, masrészt a graf-limesz-elméletbeli Osszefiiggések tanul-
méanyozasara, végiil tulajdonsag-ellenérzésre (property testing).

1.

1.1.

Kohayakawa, Skokan és Simonovits folytattak kutatésaikat péaratlan
korok Ramsey probléméira vonatkozoéan [70]: ha n > ng, akkor a 3-
szinti Ramsey fiiggvény, R(C,, C,, C,) = 4n — 3. Ezt kiterjesztették a
diagonalison kiviili esetekre is. A cikket publikalasra leadtuk. A hozza
sziikséges kétszint, hidnyos Ramsey tételt, illetve a hozza tartozo sta-
bilitasi tételt is kidolgoztuk, publikilas alatt [71]. Tovabbjutottunk
Skokannal és Fuczakkal a k szinnel szinezett teljes grafban a korok
Ramsey tulajdonsagat vizsgaltuk, amikor a szinek szama tart a végte-
lenhez [75].

Korabbi, a Regularitdsi lemmaval elért stabilitasi tételeinket hasznal-
tuk fel ujabb, Erdés-Kleitman-Rothschild tipusi de nagyon éles tételek
bizonyitasaban, [7], [8]. Balogh, Bollobas, Saks, és Sos fontos tételeket
bizonyitottak "Orckletes Grafosztalyok" novekedési ratajanak lehet-
séges sebességére: alapjelenség hogy n méreti kiilonb6z6 nem-cimkézett
grafok szama nagyon kotott: vagy polinomidalis vagy sokkal-sokkal na-
gyobb.

. Tovabbfolytattuk az Erdds-T. Sos Fa-sejtésre vonatkozo Ajtai-Komlos-

Simonovits-Szemerédi eredményeket, melyek leirasa igen idGigényes.
Emellett jelentGs 1épéseket tettiink a Komlos-Sos sejtés megoldasaban
is. harom kiilfoldy fiatal matematikussal dsszefogva (Jan Hladky, Di-
ana Piguet, Maya Stein, akiknek az adott témaban igen fontos korabbi
eredményei folytatasan dolgozunk.)

. Vizsgaltuk, mikor, hogyan lehet 1ényegében azonos szinten bizonyitani

kombinatorikus eredményeket a Regularitasi Lemma nélkiil, mint azzal.
Lasd pl. [73].

Fak beagyazasa

Az OTKA-ban résztvevék mér korabban kifejlesztettek szamos modszert,
amelyek alkalmasak a fabedgyazasok vizsgalatara. FEzek koziil kiemeljiik az
Erdss-T. Sos sejtés megoldasat, (nagy fakra) illetve az ezzel nagyon rokon
Loebl-Koml6s-Sos sejtésre vonatkozd modszereket, eredményeket.

Ezek mellett ide tartozik még szamos tovabbi eredményiink, pl. Sze-
merédi, Csaba Béla és Asif Jashmed eredménye is [17]. melyben egy Bollobas
sejtés egy Komlos-Sarkozy-Szemerédi altali megkozelitését javitjak tovabb.

Ide kapcsolodnak a hipergrafokra vonatkozd fabedgyazasi eredmények is.



1.2. Ramsey problémak, monokromatikus felbontasok

Ide vonatkoznak elsGsorban Szemerédi, Gyarfas, G. Sarkozy és Ruszinko,
utakra és paros korokre. Kohayakawa, Skokan és Simonovits paratlan korokre
vonatkoz6 eredményei, melyekben Regularitdsi Lemmat és Stabilitasi mod-
szereket kombinalunk.

1.3. Graflimesz és alkalmazasai

A graf-limesz elmélete napjainkban a kombinatorika egyik leggyorsabban fe-
j6do teriilete. Két eléggé elvalo aga van: a stirt grafok sorozatanak limeszére
vonatkozo, (amelyben nagyon fontos szerepet jatszottak Lovasz, T. Sos, Vesz-
tergombi, és kiilf6ldi tarsszerzgik) és a nagyon ritka, pontosabban a ko-
rlatos fokszamu grafsorozatok Benjamini-Schramm elmélete. Ennek kife-
jlesztésében Elek Gabor és Szegedy Baldzs eredményei is centralis fontos-
sagiak. Meglepé médon mindkettGben mély analizisbeli és modell-elméleti
tételeket kell felhasznalni.

A kérdés: "nagy" grafok karakterizalasa, mikor hasonlit egyméshoz, mikor
van kozel egymashoz két (nagy) graf. Ezeket a kérdéseket az utobbi évek-
ben tobbek kozott kiillonbo6z6 alkalmazasok miatt igen intenziven vizsgaljak,
konferencidkat, szeminariumokat szerveznek a téméabol.

Bizonyos értelemben az ittenivel analog kérdések vizsgalata szamelmélet-
ben kezd6dott. Vizsgaltdk pl. hogy hogy pl. 0-1 sorozatokban kis részstruk-
tarak (pl. n-hosszt blokkok) szaméabol hogyan lehet kivetkeztetni a nagy
strukturara, annak globalis tulajdonsagaira.

Ezzel anal6g kérdeést vizsgalunk gréfokra. Itteni fogalmazasban heredi-
tary grafosztalyok esetén alapjelenség itt is,hogy n méretii kiilonb6z6 unla-
belled grafok szama : f(n, P) lehetséges viselkedése nagyon kitott, pl vagy
polinomidlis nagysagrendii vagy sokkal nagyobb (legalabb S(n) (a sorrend
nélkiili particiok szama) (Labelled grafokra korabban vizsgaltak, utobbi évek-
ben Balogh, Bollobas, Weinreich)

Alkalmasan értelmezve grafokon metrikat, tobbféle mdédon konvergen-
ciat, tobbek kozott az deriil ki , hogy a "hasonlosagnak" tobb ekvivalens
értelmezése, merése lehetséges. Mindezek kapcsolatban vannak kiilonbozd
statisztikus fizikiban szerepld fizikai parameterekkel (kiilonb6z6 energia-foga-
lom), multiway-max cut-tal, Szemerédi Regularitési Lemmaval, property ill.
parameter testing-gel stb.



1.4. A property testing és a Regularitasi Lemma kapcso-
latarol

Alon és Shapira eredményei alapjan ismert, hogy a tesztelhets graftulaj-
donsagok lényegében ugyanazok, mint amelyek a Regularitasi Particiokbol
leolvashatok. Lovasz, T. Sos, Vesztergombi és mésok fontos szerepet jatszot-
tak ezekben a kutatasokba a graflimeszek oldalarol.

Elek, Szegedy és Lippner a sikgrafok tulajdonsagainak tesztelésében szé-
mos igen figyelemremélto eredményt értek el. Lasd meég [24].

A téma vizsgalatdban mara sokan résztvesznek; volt kiilon konferen-
cia (DIMACS, Moravia, Palo Alto, és most tervezik a masodik moréviai
workshop-ot a témabol). Ezeken a konferencidkon, workshop-okon a témakor
legjobbjai jelentek meg, a fGszervezSk kozott tobbszor szerepeltek OTKA-nk
tagjai is.

1.5. Az ultraszorzatos modszer alkalmazasa

A meglepd, hogy itt Elekék modelelméleti és mértékelméleti modszereket al-
kalmaztak. 1j, révid bizonyitast talaltunk a hipergraf Regularitasi lemmara,
a removal lemmara, az 6rokl6dd hipergraftulajdonsigok tesztelhetGségére.
Altalanositottak a Lovasz-Szegedy limesztételt hipergrafokra. Bebizonyitot-
tak az elsG inverz counting lemmét hipergrafokra.

A modszer segitségével sikeriilt bizonyitani tobb NP-teljes kérdés kon-
Ilyen példaul a maximalis fiiggetlen, a minimélis lefedérendszer, a fiigget-
lenekhez tartozo particiofiiggvény. Bebizonyitottak, hogy a monoton tulaj-
donsagoktol vald tavolsag is konstans id6ben tesztelhets ezeken a grafokon.

Elek Géabor és tarsszerzdi (elsGsorban Szegedy Balazs és Lippner Gabor)
a ritka grafokra probaltak kiterjeszteni a stirii grafokra ismert eredményeket.
Az igy felmeriil6 problémak kozismertek és elrettentGek, mégis Elekék szép
eredményeket értek el ezen a teriileten is. Eredményeik részben a "Gyors Al-
goritmusok tervezése ritka grafok paramétereinek megbecslésére" témakorre
vonatkozik.

1.6. Klasszikus kombinatorikai eredmények

Ezek nem kapcsolodnak a fent vazolt nagy teriilethez, elsésorban azért, mert
(gyakran) ritka grafokra vonatkoznak. Kiemeljiik a klasszikus eredmények
koziil Gy6ri Ervin és kornyezete eredményeit, tovabba Fiiredi néhény cikkét.
Megemlitenénk itt az Erdés-Gallai tételhez kapcsolodd eredményeiket [4],



melyben egyebek kozott kiterjesztették az eredeti tételt r-uniform hipergra-
fokra is, (Emellett, mivel az utakat és koroket hipergrafokra sok modon lehet
definialni, ennek megfelelGen tobb éles (7) becslést is bizonyitottak.)

Fiiredi és Lehel megmutattidk, hogy barmely n-ponti Cy-design kiegészi-
thetd perfekt Cy-pakolassa legfeljebb kb /n tovabbi cstcs hozzaadéaséaval.

Kiemelném még a hipergrafokra vonatkozé eredményeinket is, (1. pl.
[44]), illetve a kocka részgrafjaira vonatkozo extrém eredményeket. Ugyanc-
sak hipergrafos eredményeket taldlunk [11] cikkben is.

Gy6ri és Palmer megoldottik azt [65], hogy héany szinnel kell - nem
feltétleniil jol - szinezni egy graf éleit, hogy két szomszédos pontra iils csillag-
ban szerepld szinek halmaza kiilonb6z6 legyen. A pontosan meghatéarozott
érték a kromatikus szam logaritmusa, ha az tébb mint 2. Erdekes, hogy
paros grafra a probléma megoldasa NP-teljes.

Gy6ri az ifjabb Katonaval és Lemons-sal az utakra vonatkozd Erdds-
Gallai tétel kiilonb6z6 uniform hipergrafokra vonatkozé dltalanositasait vizs-
galtak, bizonyos esetekben (pl. Berge utakra) bebizonyitottak a pontos tételt,
maskor jo becsléseket adtak. A cikk benytujtas elott all.

A korokre vonatkozo kutatasok szorosan kapcsolodnak szamelméleti ered-
ményekhez. Erdds egy régi szamelméleti problémaja lett megoldva [15].

Ugyancsak kiemeljiik a Hamilton-grafok £ korbdl allo 2-faktorara vonatkozo
eredményt, mely Faudree egy nehéz sejtését oldja meg.

2. Geometriai jellegii eredményeink:

Szép eredményeket geometriai ért el Fiiredi [32] haromszog-lefedésekre, il-
letve, egy klasszikus (Besicovich-Rado kérdéshez kapcsolodo) eredményét
[47].

Algebrai moédszerek alkalmazasa illeszkedési struktirak vizsga-
lataban: Ujszert eredményeket bizonyitottunk algebrai modszerekkel illesz-
kedési strukturakra. Ezen beliil emliteném tjszerid eredményeinket a harom,
analitikusan paraméterezett gorbesereg haromszoros pontjainak szaméara, (Ele-
kes, Simonovits, Szaho [30]).

3. Nem graf jellegii eredményeink:

Megoldottunk egy Beatty-sorozatokra vonatkozo szamelméleti struktiratételt

2]
Szamos kérdésre valaszolunk rezidualisan véges csoportok provéges hata-
saival kapcsolatban, koztiik Lubotzky and Zuk 2001-es kérdését.



Belattuk, hogy létezik a szabadcsoportnak olyan minimaélis hatasa amin
van két orbit-inekvivalens invarians mérték [14].

Alkalmaztunk extrém grafelméleti (vagy egyéb kombinatorikus modsze-
reket) szémelméletben.

Megoldottuk pl. Erd&s egy régi problémajat: becsléseket adtunk olyan
[1, n]-beli egész-szam-halmazok méretére, ahol semelyik k egész szozata nem
oszthato egy masikkal a halmazbol.

4. Nemzetkozi elismerések:

Az eredményeinkrdl ujra csak szamtalan nemzetkozi konferencian adtunk el
meghivott elGadoként, gyakran plenaris elsadoként. Az OTKA-ban résztvevik
egyre gyakrabban vesznek részt hosszabb, fontosabb nemzetkozi konferen-
ciak, illetve tematikus szemeszterek szervezésében. Igy példaul 2009 szeptem-
berétsl a University of California, Los Angeles (UCLA) konferencia-centru-
méaban (IPAM) egy igen magas szakmai szintii tematikus félév volt lényegében
az itt vazolt témakbdl, illetve néhany idekapcsolodd témabol, pl. kombina-
torikus geometria, véletlen strukturdk, stb, és ennek egyik szervezGje volt
T. So6s Vera, hosszutavi meghivott résztvevéi pl. Simonovits, és Fiiredi,
az ennek keretében megrendezett 5 konferencian szamtalan elGadast tartot-
tunk. Emellett konferencia-elGadéast tartttak az OTKA mas részvevéi is.
Lényegében munkajanak elismeréseként Elek Gabort is felkérték egy maga-
sszinti ilyen konferencia szervezésére, Stanfordban.

Elek Gabor és Szegedy Balazs, illetve Elek Gabor és Lippner Gabor a
témakorbe vago eredményeinek elismerése egyebek kozott Elek Gabor nagy-
el6adoi meghivasa egy fontos Chile-i kongresszusra.

Résztvettiink a Szemerédi Endre nemzetkozileg kiemelkedGen elismert
matematikusunk (az otka tagja is) 70. sziiletésnapjara rendezett konferen-
cidnak megszervezésében, az iskolateremtd Sos Vera 80. sziiletésnapjara ren-
dezend6 nemzetkozi konferencia megrendezésében. Ezeken részben elGada-
sokkal is szerpeltiink. A nemzetkozileg is kiemelked6 Szemerédi konferencia
nemzetkozileg is egy kiemelkeds teljesitménye volt a magyar konbinatorikus
tasadalomnak: kb. 350-en jottek el, dacara, hogy el6adasokat csak meghiva-
sos alapon fogadtunk el.

Végiil megemlitjiik Szemerédi Endre akadémikus szamtalan az adott peri-
odusra esé elismerését, Schock Prize, Steele Prize, és bevalasztasat az Amerikai
Turomanyos Akadémia rendes tagjanak.
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