Szakmai zaréjelentés az F68872 szamu OTKA (2007-2010)
palyazatrol.

A kutatasi palyazat keretében szamos effektiv végességi eredményt
értiink el Appell sorozatokat tartalmazé diofantikus egyenletek egész
megoldasaira vonatkozdan. Az alabbiakban ismertetjiik a legfontosabb
elért eredményeket.

Schaffer 1956-ban bebizonyitotta, hogy az
(1) Sk<$>:1k+2k+...+xk:yn

diofantikus egyenletnek rogzitett k£ > 1 és n > 2 esetén csak véges sok
x, y pozitiv egész megoldéasa van, eltekintve a

(2) (k,n) €{(1,2),(3,2),(3,4),(52)}

kivételes esetektol. Azt is megmutatta, hogy a fent felsorolt esetekben

az (1) egyenletnek mindig van végtelen sok z, y megolddsa. Schéffer

eredménye ineffektiv, ami azt jelenti, hogy a bizonyitdsi mdédszer nem

szolgaltat semmilyen algoritmust a megolddasok meghatarozasara.
1980-ban Gy6ry, Tijdeman és Voorhoeve az (1) egyenletnél lényegesen

altalanosabb

(3) s(IP 2"+ ah) =y

egyenlet vizsgalataval kezdtek el foglalkozni. A Baker-moddszer felhasz-
nalasaval azt sikeriilt bebizonyitaniuk, hogy a (3) egyenletnek rogzitett
k > 2, r, s egészek esetén csak véges sok x, y > 2, n > 2 megoldasa
van, feltéve, hogy s egy négyzetmentes paratlan egész, k ¢ {3,5}, ha
r = 0. A bizonyitas sordn egy effektive meghatarozhaté felsé korlatot
adtak a megoldasok abszolut értékeire.
liptikus egyenletek megoldasszamara vonatkozéan. Ezen eredményét
felhasznalva belatta, hogy a (3) egyenletnek abban az esetben is csak
véges sok effektive meghatarozhaté megoldasa van, ha s egy tetszoleges
paratlan egész szam.
1990-ben Hiroyuki Kano japdn matematikus igazolta, hogy a (3)

egyenletnek az alabbi esetekben is csak véges sok z, y > 2, n > 2
megolddasa van:

a) k paros és s paratlan,

b) k péros és s = 4 (mod 8),

¢) k kett6 hatvany és s = 2 (mod 4),

d) k = 3 (mod 4) és az s/(k + 1) tort szamlaldja # 28+ (mod

2k+2>‘
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1996-ban Brindza és Pintér s = 8 és n = 2 esetén nyertek effektiv

A korabbi modszerekkel és elért eredményekkel azonban nem lehetett
teljesen leirni azon r, s, k egészeket, amelyek mellett a (3) egyenletnek
csak véges sok x, y > 2, n > 2 egész megoldasa van.

A 2007-ben indulé OTKA palyazatunk {6 célkitiizése az volt, hogy
ezt a majd 30 éves probléméat részben, vagy esetleg teljesen megoldjuk.
2007-ben Pintérrel kozosen sikeriilt bebizonyitanunk, hogy péaratlan
k esetén a k-adik By(z) Bernoulli polinomot barmilyen komplex b
szammal eltolva a kapott Bg(z) + b polinomnak mindig van harom
egyszeres gyoke. Ismert, hogy az Sy (z) = 1¥+2F+- - . +2* hatvanyosszeg
kifejezheté a k 4 1-edik Bernoulli polinom felhasznaldsaval az alabbi
modon:

(4) S ()

_ Ben(r+1) ~ Bi(0)
E+1 '

Ezt az 6sszefiiggést kombinalva a Pintérrel kozos eredménytinkkel meg
lehet mutatni, hogy a (3) egyenletnek péros k > 7 esetén tetsz6leges
r, s egészek mellett csak véges sok z, y > 2, n > 2 egész megoldédsa
van. Sajnos a bizonyitasi modszeriink nem tette lehetové a paratlan k
esetek hasonld vizsgédlatat. A modszert tovabbfejlesztve, illetve kom-
binalva bizonyos szamelméleti eszkozokkel, a Bernoulli polinomokra
nyert allitdsok egy analdg verzidjat igazoltuk a mésik legismertebb Ap-
pell sorozat tagjaira, az Euler polinomokra (Fy(z)).

2010-ben ortogondlis polinomok egy csalddjardl, a Hy(z) Hermite
polinomokrdél belattuk, hogy k > 7 esetén egy tetszoleges b komp-
lex szammal eltolt Hy(z) + b polinom is mindig rendelkezik harom
egyszeres gyokkel. Emellett, egy teljesen 1j modszert kidolgozva végre
sikeriilt mind az Fuler mind a Bernoulli polinomok esetén is igazolni,
hogy paros k > 6 értékek esetén is igaz, hogy a k-adik Euler, illetve
Bernoulli polinomok komplex szammokkal valé eltoltjainak szintén van
legalabb harom egyszeres gyoke. Ezen eredmények alkalmazasaként ef-
fektiv fels6 korlatot adtunk Appell sorozatokat tartalmazdé hiperellip-
tikus, illetve szuperelliptikus egyenletek

F(Hi(x)) = y*, F(E(x)) =y*, F(Bi(x))=y"

egész megoldédsaira vonatkozéan, ahol F(x) tetszéleges nem négyzet,
illetve nem n-edik hatvany, raciondlis egyiitthatés polinom. Végiil tel-
jesen lefrtuk mindazon (s, r, k) egész szaimharmasokat, amelyek mellett
a (3) egyenletnek lehet végtelen sok x, y > 2, n > 2 egész megoldésa.
Ezen kivételes esetekben meg is adunk végtelen sok =, y > 2, n > 2
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megoldast. Ezzel az eredménnyel sikertilt a Gydry, Tijdeman, Voorho-
eve altal elkezdett, Kano, Brindza, Pintér altal tovabb vizsgalt 30 éves
problémat megoldanunk.

Eredményeinket 5 tudomanyos cikkben publikaltuk és tobb nemzetko-
zi konferencian tartottunk réluk eléadéasokat.

A 2007-ben megjelent, Pintérrel kozos cikkben azért nincs feltiintetve
az OTKA szam, mert az eredetileg 2007 januartol indulé OTKA palya-
zat csak 2007 juliustdl indult, igy a cikk megjelenésekor még nem volt
meg a palyazat OTKA szama.

A pélyazat munkatervében szerepel olyan ineffektiv végességi ered-
mények kidolgozasa, amelyek az A, (z) = g(y) tipusi diofantikus egyen-
letekre vonatkoznak. Fzen erdeményeket részben a probléma bony-
olultsaga miatt nem sikeriilt megvaldsitani. A masik oka ennek az,
hogy az effektiv eredmények esetén jéval tébb mindent sikeriilt a ku-
tatas ideje alatt belatni, mint azt eredetileg terveztiik. Példaul a fent
emlitett 30 éves diofantikus probléma teljes megoldasa.



