BONYOLULTSAGELMELET ES ALGEBRA

AZ OTKA K67870 PALYAZAT ZAROJELENTESE

A palyazat résztvev6i az algebra és a bonyolultsdgelmélet hatar-
teriiletét kutattak. A palyazat idStartama alatt 43 publikacié sziile-
tett, jelentds résziik magas szinvonala kiilfoldi folydiratban. Az elért
eredményeket témanként és dolgozatonként taglaljuk.

Az an. relacibhomomorfizmus-problémék (Constraint Satisfaction Prob-
lem, réviden CSP) vizsgdlata a nyolcvanas évek ota a szémitastudo-
méany egyik f6 kérdése, de ezek a logikdban és a grafelméletben is koz-
ponti szerepet jatszanak. Egy rogzitett R relacios struktarara C'SP(R)
inputja egy .S, azonos tipusi relacios struktira, a kérdés pedig az, hogy
létezik-e S-bsl R-be homomorfizmus (azaz olyan leképezés, ami relaci-
6ban allo elemeket relacioban allokba képez).

A teriilet f6 sejtése Feder és Vardi dichotémia sejtése, mely szerint
minden CSP probléma vagy polinomialisan eldonthets, vagy NP-teljes.
Feder és Vardi belattak, hogy a CSP problémak osztalyanal bévebb,
masodrendd egzisztenciélis formulakkal definialt tigynevezett Monoto-
ne Monadic Strict NP osztaly minden problémaja egy CSP problémé-
val véletlen értelemben polinomialisan ekvivalens. Kunnak [21] sikertilt
determinisztikus bizonyitast adnia ugyanerre, belatva, hogy a fenti osz-
talyok polinomiélisan ekvivalensek. A bizonyitas kulcsa egy expander
koncepcid bevezetése hipergrafokra, majd ilyen korlatos fokszamu és ro-
vid kor nélkiili expanderek hatékony konstrukcioja. Az expander grafok
az elmult évtizedben fontos szerepet jatszottak a csoportelmélettdl a
szamelméleten at a szamitastudoményig: gyakran a legfontosabb ered-
mények {6 eszkozeként. Hipergrafok esetében az expandereknek még
nincs egységes elmélete, és tul sok alkalmazas sem ismert, igy a bizo-
nyitasnak ez a része 6nallo érdeklGdésre is szamot tart.

Kun pragai tarsszerz6jével kozosen kombinatorikus jellemzést ad az
NP és MMSNP osztalyokra [23], [24], [25]. Munkéajuk réavilagit, hogy
kombinatorikus problémak bizonyos intenziven kutatott osztalyainal
nem véarhato a remélt dichotémia. Homomorfizmus dualitasok segit-
ségével jellemzik azokat az MMSNP problémékat, melyek a CSP osz-
talyba esnek. Kapcsol6ddé munkajukban Kun és kanadai tarsszerzdje
véletlen modszerekkel belatjak, hogy iranyitott grafok dualisa exponen-

cialisan nagy is lehet.
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Kun egy masik téarsszerzével [27], [28] az ismert CSP dichotémia
sejtés egy statisztikus ekvivalensét adja. Ezt felhasznalva az iranyi-
tatlan grafok dichotéomiajara vonatkozd Hell-Nesettil tétel egy teljesen
1j bizonyitasat adjak diszkrét Fourier analitikus eredményeket felhasz-
nalva. Osszekotik a diszkrét Fourier analizis, a CSP problémak és a
diszkrét kvadratikus dinamikai rendszerek elméletét. Munkéajuk fontos
hid a CSP problémakat algebrai illetve analitikus, szamitastudomanyi
oldalrol vizsgalok kozt: cikkiikre mér szamos hivatkozas sziiletett.

A CSP problémak algebrai megkozelitése a struktura egy hatvanyé-
bol a struktiraba mend homomorfizmusok (tin. polimorfizmusok) vizs-
galatan alapul. Az els§ ismert eredmény ezekrsl Greenwell és Lovasz
tétele, miszerint a teljes graf minden polimorfizmusa csak egy koordi-
natatol fiigg. Kun egy tarsszerzovel ezt kiterjeszti (trivialis kivételektol
eltekintve) a teljes graf egy hatvanyanak minden, a koordinatak és a
graf permutécidjara zart részhalmazara [22].

Az elméleti szamitastudoméany egyik legiinnepeltebb tétele (amiért
2001-ben Arora, Feige, Goldwasser, Lund, Lovasz, Motwani, Safra, Su-
dan és Szegedy Godel-dijat kaptak) az un. PCP tétel (Probabilistically
Checkable Proof roviditése). Ez azt allitja, hogy CSP problémék nem
csak hogy NP-teljesek lehetnek, de — példaul méar a kételemii test feletti,
linearis egyenletrendszerek esetén — annak eldontése is NP-nehéz, hogy
van-e olyan kiértékelése a valtozoknak, ami az egyenletek 99 szazalé-
kit megoldja, vagy mindig csak legfeljebb 51 szazalékuk oldhatd meg.
CSP-k approximéaciojaval kapcsolatos kérdések és dichotomia sejtések
szamitastudomanyi korokben hatalmas érdeklédésre tartanak szamot.
A legfontosabb algoritmus ilyen problémakra a lineéris program. Kun
tobb tarsszerzével kozos cikkében belatta [26], hogy a lineéris program-
mal approximalhaté CSP problémak pontosan az ismert egy szélességi
(width 1) osztaly.

Horvath Gabor és Szabd Csaba tobb, néha tarsszerzékkel is kozos
cikkeinek téméja az egyenletek megoldhatosaganak, valamint az ekvi-
valenciaprobléma bonyolultsdgénak meghatarozéasa kiilonb6z6 klasszi-
kus algebrai struktirak, elsGsorban gytrtik és csoportok felett.

Horvath Gabor és Szabd Csaba tobb tarsszerzével kozos cikkének
[10] téméaja az ekvivalenciaprobléma. Egy G csoport feletti ekvivalen-
ciaprobléma azt vizsgalja, miszerint egy egyenlgség minden G feletti
helyettesitésre teljesiil-e. Ismert, hogy nilpotens csoportokra és bizo-
nyos feloldhato csoportokra az ekvivalencia probléma polinom idében
megoldhaté. Ebben a cikkben belatjuk, hogy minden véges, nem fel-
oldhato csoportra az ekvivalencia probléma bonyolultsaga coNP-teljes.
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A bizonyitas a grafok k-szinezésére valo visszavezetésével torténik, ahol
k a G csoport elemszama.

Horvath és Szabo egy tarsszerzével kozosen [14] egy egyenlet meg-
oldhatosaganak eldontését vizsgélta fiiggvényteljes algebrak felett. Egy
gyengébb eredmény mar létezett, mely szerint egy egyenletrendszer
megoldhatosidganak eldontése NP-teljes ezen algebrik felett. A tétel
altalanositédsa mellet igazoljak, hogy egy egyenlet azonossag voltanak
ellendrzése fiiggvényteljes algebrak felett coNP-teljes.

Horvath Gabor [6] az ekvivalencia és egyenletmegoldhatosag problé-
mak bonyolultsagat vizsgalja nilpotens gytriikre és nilpotens csopor-
tokra. Belétja, hogy ha R egy véges nilpotens gytrt, akkor létezik egy
olyan, csak R-t6l fiiggs d pozitiv egész szam, hogy barmely polinom
értékkészlete megkaphato azon helyettesitéseken, melyekben legfeljebb
d valtozo értéke nem 0. Azonos tételt igazol nilpotens csoportokra.
Ezen eredmény kovetkezménye, hogy nilpotens gytird vagy nilpotens
csoport feletti ekvivalencia és egyenletmegoldhatosag problémak mind-
egyike polinomidében megoldhato.

Horvath Gabor és Szabo Csaba kozos cikkiikben [15] bebizonyitjéak,
hogy az azonossagellenérzés és egyenletmegoldhatosag problémék bo-
nyolultsdgat nem hatarozza meg az algebra klonja. Belatjak, hogy ezen
problémak bonyolultsédga az A, alternalé csoportra P-beli; amennyiben
azonban a csoportkommutatort is hozzéavessziik az algebra alapmiivele-
teihez, akkor az azonossagellenérzés bonyolultsaga coNP-teljessé, mig
az egyenletmegoldhatosag bonyolultsaga NP-teljessé valtozik.

Ezt kovets kozos cikkiikben [16] definialjak az ekvivalencia és egyen-
letmegoldhatosag problémak kiterjesztett valtozatait, melyekben az al-
gebra bévithets 14j, kiszamolhaté6 miiveletekkel. Véges csoportokra
meghatarozzak a kiterjesztett problémak bonyolultsagat. Bebizonyit-
jak, hogy a kiterjesztett ekvivalencia és egyenletmegoldhatosag P-beli
véges nilpotens csoportokra. Tovabba a kiterjesztett ekvivalencia coNP-
teljes, a kiterjesztett egyenletmegoldhatosidg pedig NP-teljes minden
véges, nem nilpotens csoportra.

Horvath [7]-ben a gytirtik feletti ekvivalenciaproblémét vizsgélja. A
gytrtk felett az ekvivalenciaprobléménak két véaltozata van attol fiig-
gben, hogy a bemeneti polinom milyen alakii. A szokésos ekvivalencia
probléma esetén semmilyen megkotés nincs a bemeneti polinomra, mig
a szigma ekvivalencia esetén a bemend polinomot monomok Gsszege-
ként kapjuk. Ross Willard sejtése szerint a szigma ekvivalencia bonyo-
lultsagat a gytird Jacobson radikalja szerinti faktor hatérozza meg: ha
a Jacobson radikal szerinti faktor kommutativ, akkor a szigma ekviva-
lencia P-beli, ha a faktor nem kommutativ, akkor a szigma ekvivalencia
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coNP-teljes. Szabo és Vértesi igazoltak a sejtés coNP-teljes részét [40].
[7]-ben Horvath igazolja a sejtést kommutativ gytirtkre.

Pluhar Gabriella [36] egy kodelméleti tétel altalanositasaként az alab-
bi problémat vizsgalta: egy egységnégyzetekbdl allo téglalapot sziget-
nek hivunk, ha a téglalap minden négyzetének magassiga nagyobb
az Ot koriilvevs négyzetek magassidgénal, azaz, ha van olyan vizallés,
amelynél ez a téglalap sziget a szokasos értelemben. Czédli Gabor bebi-
zonyitotta, hogy egy m X n-es négyzetracson maximum [(mn—+m-+n—
1)/2] sziget van. A [36] cikk célja Czédli Gabor eredményének altaldno-
sftasa: Pluhéar becsléseket ad a szigetek maximalis szaméara magasabb
dimenzidokban. Adott egy m; X mg X -+ X my tégla. Ekkor jelol-
je f(my,ma,...,my) a szigetek maximalis szamat. Megmutatja, hogy

(m141)(ma+1)...(ma+1) MM Mg+ MG MMy
2d—1 _1 Z f(mly m27 . 7md) Z 2d—1 -

1, ahol az 6sszegzés az {1,2,...,d} halmaz d — 1 elemt részhalmazain
értelmezett. Egy masik dolgozataban [2| Pluhar két szegedi tarsszer-
z6vel megoldja az el6z6 feladatot haromszogracsra is. Bebizonyitjak,
hogy a haromszog szigetek maximalis szdmara egy n oldaltt haromszog-
racson a kovetkezs egyenlStlenség teljesiil: "2%3” < f(n) < %ﬁ#.

A négyszerzos cikkben [1] a négyzet alaku szigetek maximalis szé-
méara adnak becslést ketts- és tobb dimenzioban.

Pach Péter Pal tarsszerzdjével [30] ugyanezen probléma folytonos
altalanositasat vizsgalta. Egy f: R? — R fiiggvényre azon H tégla-
lapokat nevezziik szigetnek, amelyekre infy f nagyobb, mint f értéke
a H egy kornyezetében. Szemléletesen tehat f a vizszint magassaga,
a szigetek pedig azok a téglalapok, amelyeket viz vesz koriil. A szi-
getrendszerek laminarisak, vagyis két sziget vagy diszjunkt, vagy egyi-
kik tartalmazza a masikat. Belatjak, hogy egy maximélis laminaris
rendszer szdmossiga megszamlalhatéan végtelen vagy kontinuum, és
mindkét esethez megadnak konstrukciot is.

Pach, Pluhar, Ponracz és Szab6 tovabb altalanositjék a fenti két-
dimenzioés eredményt R” egy tartomanyanak osszefiiggé halmazokbol
allo S részhalmazrendszerére. [32]. Belatjak, hogy egy megszamlal-
haté maximalis laminaris rendszer szigetrendszer. Igazoljak, hogy egy
maximalis laminaris rendszer mérete (a lehetséges S halmazrendszerek
egy széles osztalyara) megszamlalhaté vagy kontinuum, és konstrual-
nak egy nem megszamlalhat6 maximalis laminaris rendszert, amihez
nem létezik magassagfiiggvény.

Pach Péter Pal és Szabo Csaba cikkiikben [34] egy Giinter Pilztd]
szarmazo 18 éves kodelméleti eredetti problémat oldanak meg. Az ere-
deti probléma egy majdnemgytirt-kod minimélis tavolsaganak megha-
tarozasa. A probléma ekvivalens a kovetkezével: legyen m az els6 m



BONYOLULTSAGELMELET ES ALGEBRA 5

pozitiv egészt tartalmazo halmaz, H pedig tetszbleges véges részhalma-
za a természetes szamoknak. A sejtés szerint az m-H (multi)halmazban
péaratlan sokszor szereplé elemek szama legalabb m. Pach és Szabo6 a
korabban ismert legjobb m/logm-es alsé becslést m/ log”?* m-re ja-
vitja, és igazolja a sejtésnek azt a gyengébb valtozatat, amikor azt is
megkoveteljiik, hogy H az els§ k természetes szambol alljon valamely
k-ra.

Horvath és Pongréacz [11| bekapesolodtak az affinteljes algebréak el-
méletének vizsgalataba. Egy csoportban a konstans fliggvények és a
csoportelemmel valo balszorzasok a részcsoportok bal mellékosztélyait
bal mellékosztalyokba képezik. Csoportok bizonyos osztalyairdl belat-
jék, hogy csak ezen fiiggvények képeznek minden bal mellékosztalyt
bal mellékosztélyba. Ilyen csoportok példaul a véges perfekt csopor-
tok, a véges particionalhato csoportok, a primitiv csoportok, vagy azon
csoportok, melyek egy p primre generalhatok a csoport p-ed rendi ele-
meivel. Egyéb csoportosztilyokra mutatnak fiiggvényeket, melyek nem
a fenti alakuak, de szintén megérzik a bal mellékosztalyokat. Cikkiik-
ben féleg a regularis csoporthatésokkal foglalkoztak. Belattak tébbek
kozott, hogy a kommutativ csoportok az elemi Abel 2-csoportoktoél el-
tekintve nem adnak affinteljes regularis G-halmazt.

Pach Péter Pal [31]-ben megold egy kombinatorikus szamelméleti
kérdést, amely Pomerance és Schinzel Multiplicative properties of sets
of residues cimi cikkében szerepel, a bizonyitasban Rado és Ramsey
tételeit hasznélja. A kérdés az volt, hogy az ab = ¢ egyenletnek van-e
nemtrivialis monokromatikus megoldésa a természetes szamok tetszé-
leges k-szinezése esetén. A szerzd igazolja, hogy a valasz igenld, s6t
altalanosabban, az a; ...ar = by ... b egyenlet esetén is az.

Az alabbi probléma Joao Aratjo és Friedrich Wehrung kérdése volt:
melyek azok a ferdetestek, amelyek felett minden végtelen dimenzios
vektortérre teljesiil, hogy az altereibdl allo metszetfélhéld beagyazhatod
az alterek generatumfélhalojaba. Pongracz Andrés és téarsszerzdje [17]
belattak, hogy a testek ilyenek, és visszavezették a kérdést a megszam-
lalhatoan végtelen dimenzidju vektortér vizsgalatara. A kérdés véges
dimenzios valtozatara pontos valaszt adtak altalanositva Reinhold Baer
egy eredményét.

Szamos algebrai kérdés — pl. a kongruenciahalok vizsgalata — vissza-
vezethets olyan algebrai struktirdk tanulmanyozésara, amelyek csak
egyvaltozos miiveleteket tartalmaznak. Ha a struktira egyetlen egy-
valtozos miiveletet tartalmaz, akkor monounaris algebrarol beszéliink.
Horvath Gabor, Katai-Urban Kamilla, Pach Péter Pal, Pluhar Gab-
riella, Pongracz Andras és Szabo Csaba 8| kitevGaszimptotika erejéig
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meghatarozték az n elemid monounaris algebrak szamat. Ezt a rogzitett
méretl gyokeres fak szaméanak segitségével becsiilik meg.

Ennek kapcsan felmeriilt az adott méreti és adott mélységi fak vizs-
galata. Ennek kiilon algebrai jelentése van: az z* = 2%+ azonossag
altal meghatarotzott varietasban szereplé n elemi algebrak szamaval
egyezik meg. Pach Péter Pél, Pluhar Gabriella, Pongracz Andras és

Szab6 Csaba [33] becslést adtak a k mélységi n pontt gyokeres fak

fr (n) szamara. Belattak, hogy fo (n) aszimptotikusan me“\/ 2?", és

log fii(n) = % - 2 <1+0k (ﬁ::;gg)) ha k > 3, ahol Ly(z) a
k-szor iteralt logaritmusfiiggvény loglog - - - log(x).

Horvath Géabor, Katai-Urban Kamilla, Pach Péter Pal, Pluhar Gab-
riella, Pongracz Andras és Szabo Csaba [9] vizsgaltak a félhalok iteralt
szemidirekt szorzatanak varietasat. Megadtak egy normalformat az n
elemmel generalt szabad algebra elemeire. Hatékony algoritmust konst-
rualtak a megadott normalforma meghatarozasara. Egy rekurziv képlet
segitségével log-aszimptotikus becslést adtak a szabad spektrumra.

A k-darabonként tesztelhetd nyelveknek nagy jelentGsége van a for-
malis nyelvek elméletében. Simon igazolta, hogy egy nyelv pontosan
akkor darabonként tesztelhetd, ha szintaktikus monoidja J-trivialis, és
azonossagbézist adott a k = 1 és a k = 2 esetekben. Blanchet-Sadri
megadott egy azonossaghazist k = 3-ra, és igazolta, hogy k > 4 esetén
nem létezik véges azonossagbézis. Katai-Urban Kamilla, Pach Péter
Pal, Pluhar Gabriella, Pongracz Andras és Szabo Csaba [19] normaél-
format adtak a k = 2 és k = 3 esetekhez tartoz6 varitasok szabad
algebrajanak elemeire, és becslést adtak az n elemmel generalt szabad
algebra méretére.

Katai-Urbén és Szabd kozos cikkiikben kis félcsoportvarietasok sza-
badspektrumarol irnak [20]. Ahogy a véges egyszerid csoportok te-
kinthet6k a véges csoportok épitékoveinek, gy a véges félcsoportok
alapkovei a véges teljesen 0-egyszerid félcsoportok. Becslést adtak az
Osszes olyan varietas szabad spektrumaéra, amit kombinatorikus telje-
sen 0-egyszeri félcsoportok generdlnak. A becsléseket a kifejezésfiigg-
vények szaménak vizsgalataval adtak meg.

Pluhar és Szabo a kotegek varietasaranak szabdspektrumat szamol-
jak ki [37]. Megmutatjak, hogy a kotegek varietasanak p,, sorozata kb.
=K 2m (1+ 0O (%)), valamilyen K konstansra. Ebb6l adodik a képlet
ezen varietas szabad spektruméara. Pluhar és Wood a valodi koteg va-
rietasokban egy eddig ismeretlen méreti szabad algebrat talalnak [38]:
a szabad algebra méretének logaritmusa nagysagrendileg n*logn. Ez
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uijdonsag, hisz eddig csak polinomialis és exponencialis méretii szabad
spektrumok voltak ismertek.

Vértesi Vera topologiaval is, ezen beliil kontakt strukturabeli cso-
mokkal foglalkozott. A 3 dimenziés euklideszi térben egy csomé Le-
gendre féle, ha az (z,y) siktol vett elGjeles tavolsadga megegyezik az
(x,y) sikra vett vetiiletének meredekségével. Egy csomo transzverz, ha
a fenti elGjeles tavolsag szigortiian nagyobb mint a meredekség. Bar-
mely csom6 mind Legendre félévé, mind transzverz csomova tehets a
tér egy izotopiajaval. Azonban ha a vizsgalt csomok osztalyat leszi-
kitjik a csak Legendre féle illetve a csak transzverz csomokra, és csak
az adott osztalybeli izotopidkat engediink meg, akkor a sima csomok
izotopiaosztilyainak egy-egy finomitasat kapjuk. Az alacsonydimenzi-
0s topologia egy sokat vizsgalt probléméja ezen finomitasok megértése,
példaul annak vizsgéalata, hany kiilonb6z6 egy adott csomoval izotdp
Legendre illetve transzverz csom¢ létezik. A kérdésre a véalasz min-
den esetben végtelen, és ezt a Legendre csomok esetében a Thurston—
Bennequin szam és a rotacios szam, a transzverz csomok esetében pedig
az Onhurkolodési szam bizonyitja. Bizonyos csomokra, mint példaul a
trivialis csomora, a nyolcascsomora és a toruszcsomokra a fenti invari-
ansok egy teljes invariansrendszert adnak, azaz amennyiben egy ilyen
csomoval izotop két Legendre (transzverz) csomo invaridnsai megegyez-
nek, akkor ezen csomok mar Legendre (transzverz) csomokon keresztiil
is izotopok. Ezen csomoéosztalyokat Legendre egyszert illetve transz-
verzegyszer( csomoknak nevezziik. Vértesi Vera cikkeiben [42, 39] vég-
telen sok nem transzverz egyszerd csomot konstrual Heegaard Floer
csomoéinvariansok segitségével.

Horvath Gabor [10]| dolgozata a téma magyarorszagi népszertisité-
seként megjelent magyarul is [12]. Horvath két korabbi eredményének
frissitését hasonlo okokbol publikalta magyarul |3, 13]. Pluhar Gabriel-
la [38] dolgozatéanak eredménye magyarul [35]-ben jelent meg. Vértesi
Vera egy korabbi eredményét szintén kozolte magyarul [43].

Horvath Gabor 2008-ban szamitastudomanyi PhD-jét ([4], Univer-
sity of Hertfordshire, Hatfield, Egyestilt Kiralysag), 2010-ben a ma-
tematikus PhD-jét (5], E6tvos Lorand Tudoményegyetem, Budapest)
védte meg. Katai-Urban Kamilla megvédte az Szegedi Tudomanyegye-
temen [18], Vértesi Vera pedig az Eétvos Lorand Tudoméanyegyetemen
a matematika PhD-jét [41].



