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Anomalis aramfluktuaciék

2006-ban sikeriilt tarsszerzéimmel, Eric Catorral és Timo Seppéldinennel megmutatnunk [4], hogy
a last passage perkolaciora is kiterjeszthets a [I5]-ban leirt modszer. Ezt az eredményt kovette a
modszer tovabbi kiterjesztése az aszimmetrikus egyszert kizarasos folyamat esetére. Ez lényegében
2006-ban megtortént [12], a cikk publikdlasa az Annals of Mathematics-nél a beszamolasi idészakra
huzoédott. Jelen kutatés f6 irdnya ezen eredmények kiterjesztése volt.

A kiterjesztés els6 lépéseként a konstans rataju teljesen aszimmetrikus zero range folyamat (lasd
alabb) volt a természetes jelolt, a kiterjesztést Komjathy Juliaval, aki akkor MSc diplomamunkajat
irta, meg is tettiik [6]. Ekozben a modszer tisztult, egyszertibb, atlathatobb lett, amit érdemesnek
tartottunk kiilon a kizarasos folyamatra lekozolni [11]. A tapasztalatokkal felvértezve végiil az
eljarast meglehetGsen altalanos formaban is felirtuk, ezt két részletben publikaltuk/publikaljuk
[8]/[7]. Az itt vazolt altalanosabb megfogalmazast foglalom Gssze az alabbiakban.

A modellcsalad tagjai

w(t) ={wi(t) el : i€ Z}

folyamatok, ahol i a szamegyenes egy racshelyét, t az id6t jeloli, és I egy véges vagy végtelen diszkrét
intervallum. A modellek idéfejlédése folytonos idejii ugré Markov-dinamika szerint torténik, a
kovetkezo 1épésekkel és ratakkal:

(. cey Wiy Wi, .- ) — ( ey, Wy — 1, Wi+1 + 1, .. ) p(wi, wi+1) rémtéval,
(. ey Wiy Wi, - - ) — ( Lo, Wi+ 1, Wi+1 — 1, .. ) q(wi, wH_l) rataval.

Amennyiben I-ben csak nemnegativ egészek szerepelnek, akkor az w; valtozok felfoghatok részecs-
keszamnak az i. racshelyen, és a fels6 sorban egy részecske jobbra, az als6 sorban egy részecske
balra ugréasa torténik. Az ugras rataja az indulési és érkezési részecskeszamoktol fiigghet. Emellett
tetsz6leges I esetén adhaté a modelleknek egy falndvekedés interpretacioja, melyben h; az i. és
1 + 1. racshely kozotti oszlop magassaga, w; = h;_1 — h; a fal negativ diszkrét gradiense. Ekkor a
fenti elsé 1épés a fal oszlopanak novekedése, a masodik lépés pedig az oszlop csokkenése, lasd az[Il
abrat. Ebben az interpretacioban a lépések rataja az oszlop szomszédainak relativ magassagéatol
fiigg. Egyszert, de fontos Osszefiiggés, hogy a fal novekedése a részecske-interpretacioban pont a
részecskék idGintegralt Aramanak felel meg.
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1. Abra. A fal és a részecskék egy lehetséges lépéssel

A kutatasban a kdvetkezd modellekre van eredményiink:



ASEP. Az aszimmetrikus egyszert kizdrdsos folyamat esetén
I={0,1}, pwi, wit1) =p- Hwi =1, wip1 =0}, q(wi, wit1) = ¢ Hw; =0, wiy1 =1},

ahol a jelolésekkel kissé visszaélve bevezettiik a 0 < p = 1 — ¢ < 1 szorzokat; szamunkra
fontos az aszimmetria: p # 1 # q.

TAZRP. Egy teljesen aszimmetrikus, kell6en konkév zero range folyamatot kapunk a kovetkezd va-
lasztéasokkal:

I={0,1,...}, plw,wit1) = f(wi), qwi, wiy1) =0,
ahol f(0) = 0, f monoton névekvd, és van olyan 0 < r < 1, hogy minden olyan w értékre,
melyre f(w) — f(w—1) >0,
flw+1) - fw)
F@) = fw—1) =
A definicioba beleértends tobbek kozott a konstans rataja f(w) = 1{w > 0} eset is. Egy
kevésbé trivialis osztaly:

flw)=1—exp(=pz"), >0, 9>1.

r.

BLP. Egy teljesen aszimetrikus, exponencialisan konvex kédmives folyamatot kapunk, ha
I=27, plwi,wit1) = flwi)+ f(-wiy1), fw)=exp(B(z—1).

A felsorolt modelleknek minden olyan o strtiségre, amely benne van az I altal kifeszitett va-
16s (nyilt) intervallumban, van p? stacionérius szorzat-eloszlasa, mely szerint ECw; = o. Minden
ilyen o stirtiséghez tartozik egy V¢ karakterisztikus sebesség, ami a hidrodinamikai egyenletben a
kis perturbaciok terjedési sebessége. A kutatas f6 eredménye, hogy a fent felsorolt harom mo-
dell mindegyikében a karakterisztikus iranyban mért falnovekedés avagy részecskedram fluktuacioi
anomalisan skalazodnak, azaz létezik egy olyan striségtsl fliggd C' = C(p) konstans, mellyel
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ha a modellt a p striségi stacionérius eloszlasabol inditjuk.

Az egyéb iranyokban jelentkezd normalis fluktuédciokat és az ennek megfelel centralis hatérel-
oszlastétel korabban is ismert volt ([2, [I8]).

A témakorben jelenleg attorés zajlik. A miénktdl teljesen kiilonb6z8, kombinatorikus és komoly
analitikus modszerekkel hasonld skalazast, s6t skalalimeszt is lehet bizonyitani, két fontos példa
a tekintélyes szakirodalombol [20, 22]. Funkcionalanalitikus modszerekkel is sziilettek anomalis
skalazast bizonyité eredmények, pl. [21].

A fenti modellek attraktivak, ami szempontunkboél azért lényeges, mert ha két modellt, n-t és
w-t azonos kezdéfeltételbsl inditunk, kivéve az origot, ahol 79(0) + 1 = wy(0), akkor van olyan
sztochasztikus csatolds, melyben az egyetlen kiilonbség megmarad, &m a helyzete id6ben valtozik.
Q(0) = 0. Modszeriink masik eredménye, hogy a ¢ stirtiségi stacionarius eloszlas( kis perturbaci-
6ja)bol inditva van olyan C; = C4(p) konstans, hogy minden 1 < m < 3 kitevdre
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Ez tobbek kozott a masodosztalyt részecske szuperdiffuzivitasat is jelenti (m = 2 eset).

A modszer nagy elénye a robusztussag, ez tette lehet6vé, hogy egyszerre bizonyitsuk a tételt
a fenti harom modellre. Tovabbi folyamatokra a bizonyitas egy technikai feltétel ellenérzését igé-
nyelné, amely meglehetsen altalanos keretben keriilt megfogalmazasra. Ennek ellendrzése nehéz,
tovabbi modellekre tervezziik a jovében.

A modszer robusztussaga azt is lehetévé tette, hogy az aszimmetrikus kizarasos folyamat gyen-
gén aszimmetrikus verziojara:

I={0,1}, p(wi,wit1) =3 Ywi =1, wiy1 =0},  q(ws, wis1) = (3+e?) L{w; =0, wiq = 1}



is kiterjessziik a tételt [9]: 0 < & < 1/4 esetén

2 -2 2 -2
1 < liminf D ho(e™7H) fo(e771) < lim sup D ho(e™7t) fo(e71)
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Bertini és Giacomin [I4] cikke nyoméan ez a skalazas a hires Kardar-Parisi-Zhang egyenlet Hopf-
Cole transzformacion keresztiil értelmezett megoldasainak skalazasat is bizonyitja [9], ami cikkiink
el6tt nem volt szigortian bizonyitva.

Tovabbi, kevésbé jelentGs kovetkezményei is vannak a tételeinknek, melyeket hely hidnyidban
most nem részletezek.

Bolyongé6 16késhullamok

A fent definialt méasodosztalyu részecske egy bonyolult objektum. Régota vizsgalt kérdés, hogy a
nézépontjaba helyezett 74 w(t) folyamatnak mi a stacionérius eloszlasa. Az elsé naiv &tlet, mely
szerint a fenti p? szorzatmérték lenne az, nem miikodik. A kérdés megvalaszolasiban segit, ha nem
stk modellben kérdezziik, hanem abban az esetben, amikor a bal és jobb oldalon az aszimptotikus
stirtiség kiilonbozs, ezen beliil is a l6késhulldm eset tiinik konnyebnek a ritkuldsi hullim esetnél. A
valaszt ASEP-re Derrida, Lebowitz és Speer [16] illetve Ferrari, Fontes és Kohayakawa [I9] adtak
meg, és van egy rendkiviil érdekes része: a két oldali stirtiségparaméterek megfelelé Osszefiiggése
esetén mégiscsak az eredeti u? szorzatmértékek lesznek stacionariusak a masodosztalyt részecskébdl
nézve, természetesen a két kiilonbo6z6 stirtiséget hasznélva a két oldalon. A szerzék tébb ilyen
l6késhullamot is le tudtak irni egyszerre, igy a koztiik levs, rendkiviil érdekes kolcsonhatas is
megfigyelhets volt. Mint kideriilt, mindez igaz marad a fenti BLP folyamatban is [I], hasonloan
specialis 16késhullam stirtiségértékek valasztasaval.

A kovetkezd érdekes fejlemény Belitsky és Schiitz [13] cikke volt, melyben megmutattak, hogy
ha a maéasodosztalyu részecskét elfelejtjiik, akkor pontosan az el6bb emlitett specialis stirtiség-
Osszefiiggések esetén a két kiilonbozd stirtiséghbdl osszeallitott 16késhullam-szorzatmérték egyszeri
bolyongést végez”. FEz kicsit érthet6bben azt jelenti, hogy az ilyen mérték a sajat eltoltjainak lineéar-
kombinaciojaba fejlédik, ahol az egyilithatok pont egy egyszerd bolyongd atmenetvaldszintiségeivel
egyeznek meg. A bizonyitast kvantum algebra formalizmus segitségével végezték, én 2004-ben
ugyanezt megismételtem a fent bemutatott BLP folyamatra generatoros és valoszintiségszamitasi
frasmoddal [3]. Itt is pont azokkal a stirtiség-osszefiiggésekkel miikodott a bolyongd 16késhullam
interpretacid, mint amelyekkel a mésodosztalya részecske stacionérius szorzat 16késhullam elosz-
lasa.

Két kiilonbozs modellben (ASEP, BLP) két nagyon hasonlo eredmény sziiletett tehat: a 16kés-
hullam szorzateloszldsok pontosan akkor végeznek egyszeridi bolyongast, amikor a mésodosztalytu
részecske a lokéshullam szorzateloszlast stacionariusnak latja. Felmeriilt a kérdés, hogy vajon bele
tudjuk-e illeszteni a bolyongé 16késhullamba magét a masodosztalyu részecskét, mely ilymodon (a
stacionarius eloszlasra kiintegralva) maga is egyszert bolyongast végezne. A beszamolasi idGszak-
ban egy fizikus tarsszerzével: Rékos Attilaval, és két didkkal: Farkas Gyorggyel és Kovacs Péterrel
pozitiv valaszt adtunk a kérdésre [5], ezt részletezem kissé alabb.

Egy racshelyen két modell, 1 és w marginalis eloszlasait definialjuk a kdvetkezSképpen:

1 (m:), hamn =w;,

Q(m. ) —
g (77“ WZ) {Oa ha i 7é Wi,

ahol p? a fent is leirt stacionarius marginalis. Legyen [i egy olyan eloszlas I-n, melyre ji(w™®*) = 0
ha az I maximalis w™* eleme véges. Definialjuk a

5 ) fi(ni), haw; =mn; +1,
vini, wi) =
K 0, egyébként

mértéket. Ezekkel a marginalisokkal a
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szorzatmérték egyetlen mésodosztalyu részecskét ir le a j helyen, két oldalan p illetve \ strtiségi
szorzat eloszlassal. Az eredmény réviden Osszefoglalva az, hogy az ASEP és a BLP modellekben
o és a ket strdségeérték megfelels valasztasdval v, sajat eltoltjainak linedrkombinacidjaba fejls-
dik, az egyiitthatok pedig ugyanazok a bolyongas dtmenetvaldsziniiségek, mint a korabbi bolyongo
16késhullam esetekben. Szintén kezelni tudjuk a tébb lokéshullam esetét, mindegyikben egy mé-
sodosztalyn részecske iil, és ezek az objektumok kolecsénhatnak egymassal.

Egy tomegkozépponton keresztiil kdlcs6nhaté részecskerendszer

A kovetkezé munkank keretében egy didkkal: Racz Miklos Zoltannal, és Toth Balinttal egy térbeli
struktiraval kevésbé rendelkezd kolesonhatod rendszert vizsgaltunk. A valds szamegyenesen van n
darab részecske az =1, o, ..., x, poziciokban. A témegkozéppontjuk

n
1
m=—- E T,
n -
i=1

és egy adott konfiguraciéban a részecskék egyméastol fiiggetleniil ugranak, az i. részecske ugrasi ra-
taja w(x; —m). Amikor ugranak, fiiggetlen véletlen hosszakat ugranak elérefelé, az ugras hosszanak
strtségfiiggvénye ¢. w a ratafiiggvény, feltessziik rola, hogy monoton csokkend. Ezaltal a lema-
rado6 részecskék nagyobb, az eldl jarok kisebb rataval ugranak, és a részecskék kozel maradnak
egyméshoz.

Véges sok (de ketténél tobb) részecske esetén a rendszer nehezen kezelhetd, azonban az érdekes,
n — oo esetre tudtunk eredményeket felmutatni. Harom kérdést vizsgaltunk ebben az esetben:
az empirikus mérték konvergencidjat, annak bizonyitasat, hogy a limesz g stirtiségfiiggvénye egy
determinisztikus parciélis integro-differencialegyenletet elégit ki:

x

25 = e - m(0)otr. 1)+ / w(y —m(t))ely, De(x —y) dy,
ahol N
mit) = [ wole, v) dz

illetve a differencidlegyenlet tomegkozéppontbol nézett stacionarius eloszlasait hataroztuk meg bi-
zonyos esetekben. Kozben kapcsolatot talaltunk extremaélis eloszlasokkal is. A bizonyitas soran
tobbé-kevésbé standard technikékat hasznalunk, melyeket azonban ki kellett terjeszteniink, hogy
a modellre alkalmazhatok legyenek. FEredményeinket hamarosan publikaljuk, egyel6re preprint
formajaban elérhetsk [10].

Elektromos halézatok - irreverzibilis Markov-lancok

Régota ismert [I7], hogy reverzibilis Markov lancok elérési idejei és varhato lépésszamai, illetve
elektromos ellenallashalozatok fesziiltségei és aramai szoros kapcsolatban allnak egymaéssal. Az
analogidkat tgy lehet felirni, ha az dramkoér Cy, vezetSképességei és a Markov lanc P, dtmenet-
matrixa kozott a o

P =%
w Zywm Cmy

Osszefiiggést tessziik fel. Tovabbi kapcsolat allithato fel az an. commute time és cover time, illetve a
halozat effektiv ellenédllasa kozott. Az ellenéllashalozatok effektiv ellendllasanak szép tulajdonsagai
pedig tranziencia-rekurrencia bizonyitasokat is lehetévé tesznek reverzibilis Markov lancok esetén.

Az irreverzibilis esetre hasonloé analégia nem volt ismert. Folly Aron didkommal kidolgoztuk
az analogiat az irreverzibilis esetre is. A kulcs a hagyomanyos ellenéllas
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Osszefiiggésének kicserélése egy erdsités elemre
* A

TRy 7] R 7y
ix
Osszefiiggésére. A kozépen szerepld gktiv erGsité bal oldalan levd potencial A-szorosa talalhato a
jobb oldalan, ezt kifejtve jon ki a fenti Osszefiiggés az dramok és a fesziiltségek kozott.

Az aramkor és az irreverzibilis Markov lanc valoszintiségeire felirt egyenletek tehat itt is analo-
giaba hozhatok, és a reverzibilis esettel hasonl6 megfeleltetések lesznek igazak. Az a nemtrivialis
tény is kideriil, hogy irreverzibilis Markov lancokhoz tartozé aramkoroknek lesz effektiv ellenallasa,
és ez is kapcsolatban lesz a commute time-al és a cover time-al. Amit viszont a reverzibilis esethez
képest elveszitiink, az az effektiv ellenéllas szép fiiggése az egyes komponensektsl. Ezért — most
méar Telcs Andrassal is egylittmiikodve — keressiik, hogy az analdgia hogyan hasznalhato érdekes
irreverzibilis Markov lanc tételek bizonyitéaséra.
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