
A T67642-ES OTKA PÁLYÁZAT ZÁRÓJELENTÉSE

A KUTATÁS EREDMÉNYEI

A pályázat támogatásával 29 dolgozatot ı́rtam, ezek közül 25 már meg is
jelent nemzetközi szakfolyóiratokban, 4 megjelenés alatt van illetve nemzet-
közi konferenciákon 10 előadást tartottam.

A Fourier sorok elmélete hosszú múltra tekinthet vissza. E téma legmé-
lyebb tételét Carleson bizonýıtotta 1969-ben: egy tetszőleges egyváltozós
Lp-beli (1 < p < ∞) függvény Fourier sora majdnem mindenütt konvergál
a függvényhez. Az összegzési eljárások a Fourier anaĺızis egy fontos ágát
alkotják. Ismeretes, hogy ha egy Fourier sor részletösszegei divergensek,
egy alkalmas összegzési eljárással kaphatunk konvergenciát. Például egy
L1-beli függvény Fourier vagy Walsh-Fourier sora lehet divergens, de Fejér
közepei majdnem mindenütt konvergálnak a függvényhez. Hasonlóan az
inverz Fourier transzformáltra vonatkozó egyenlőséget (amely csak “szép
függvényekre” működik) is ki lehet terjeszteni egy tágabb függvényosztályra
egy alkalmas összegzéssel. Az elmúlt időben sok kutató foglalkozott az-
zal, hogyan lehet ezeket az eredményeket általánośıtani többváltozós Fourier
sorokra.

A Gábor anaĺızis (vagy idő-frekvencia anaĺızis) is az elmúlt 20 évben
került az érdeklődés középpontjába. A magyar Gábor Dénes ötletére alapozva
Janssen, Daubechies, Feichtinger, Benedetto, Christensen, Gröchenig, Heil
és Walnut munkássága nyomán vált az idő-frekvencia anaĺızis a harmonikus
anaĺızis önálló, gyorsan fejlődő ágává. A Gábor anaĺızisnek számos gya-
korlati alkalmazása van, pl. a kép- és jelfeldolgozásban, illetve a kommu-
nikációelméletben (mobil telefonok). A Gábor anaĺızis alapjában véve lokális
Fourier elméletnek tekinthető, szemben a Fourier sorokkal, amely csak pe-
riodikus függvényekkel foglalkozik, vagy a Fourier transzformálttal, amely
csak globális képet ad a függvény viselkedéséről. Az idő-frekvencia anaĺızis
Gábor frame-ekkel foglalkozik, azaz

{MβnTαkg : k, n ∈ Zd}

alakú frame-ekkel, ahol g ∈ L2(Rd) egy ablakfüggvény, M a modulációs T
pedig az eltolás operátor. A frame nem feltétlen lineárisan független vagy
ortonormált rendszer.

Számos természetes kapcsolat van a szummációelmélet és a Gábor anaĺızis
között. Ezen pályázat keretein belül alapvetően két irányban folytattam a
kutatásaimat. Egyrészről a Gábor anaĺızis eszközeivel, illetve az ott használt
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terekkel vizsgáltam a Fourier sorok és transzformáltak összegzéseit. Másrész-
ről az összegzési eljárásokat alkalmaztam a Gábor anaĺızisben, és a Gábor
sorok, illetve Gábor transzformált összegzéseivel foglalkoztam. Ez a téma
igen újnak mondható, a szakirodalomban alig-alig fordulnak elő erre vonat-
kozó eredmények.

A Gábor sorfejtésekre ismeretes, hogy ha g és γ négyzetesen integrálható
függvények duális Gábor frame-eket generálnak akkor

f =
∑
k∈Zd

∑
n∈Zd

〈f,MβnTαkγ〉MβnTαkg

L2-normában. Megvizsgáltam ennek a konvergenciának a kiterjesztéseit mo-
dulációs terekben, ha g és γ mindketten a Feichtinger algebrában vannak,
illetve Lp (1 < p <∞) terekben, ha g és γ a W (L∞, `1) Wiener amalgám tér
elemei. Hasonlóan a Fourier sorok elméletéhez ez nem működik, ha p = 1
vagy p =∞. Ha a Gábor sor egy összegzését vesszük, akkor az előző konver-
genciaeredmény már igaz p = 1-re, illetve bizonyos esetben p =∞-re. Gábor
sorok összegzéseinek majdnem mindenütt való konvergenciájával is foglalkoz-
tam. Igazoltam a jól ismert Fejér illetve Lebesgue tételek megfelelőjét Gábor
sorokra, azaz, hogy egy integrálható függvény Gábor sorának összegzése
majdnem mindenütt tart a függvényhez. Az összegzést egy θ függvény
seǵıtségével definiáltam (úgynevezett θ-összegzés), ami tartalmazza az összes
jól ismert összegzést, például a Fejér, Riesz, Weierstrass, Picard, Bessel
és Riemann összegzéseket. Általánosan, ha θ egy Herz térben van, akkor
a Gábor sor összegzése majdnem mindenütt konvergál. Ennek nagyfokú
általánośıtásaként kaptam, ha f a W (L1, `∞) Wiener amalgám térben van,
ami sokkal nagyobb, mint az L1 tér, akkor is igaz a majdnem mindenütt való
konvergencia. Mindeközben a Hardy-Littlewood egyenlőtlenség új változatait
is bebizonýıtottam.

Ismeretes a Gábor együtthatókra, hogy

A‖f‖2 ≤
( ∑
k,n∈Zd

|〈f,MβnTαkg〉|2
)1/2
≤ B‖f‖2.

Ennek az egyenlőtlenségnek létezik kiterjesztése modulációs terekre és Lp
(1 < p < ∞) terekre is. Összhangban a Gábor anaĺızis gondolataival
megvizsgáltam egy új Hardy teret, az úgynevezett lokális Hardy teret. Ál-
talánośıtva az előző modulációs és az Lp terekre vonatkozó eredményt, szük-
séges és elégséges feltételt adtam a Gábor együtthatók seǵıtségével arra, hogy
egy függvény a lokális Hardy térben legyen. A rövid-idõ Fourier transz-
formáltra vonatkozó multiplier tételeket bizonýıtottam. Az inverz Gábor
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transzformáltra új konvergencia tételeket láttam be a Riemann közeĺıtõ össze-
gek seǵıtségével.

A Fourier sorok összegzései témakörben erõs θ illetve Marcinkiewicz összeg-
zéseket vizsgáltam többváltozós Fourier transzformáltakra. Marcinkiewicz
és Zygmund klasszikus tétele többváltozós integrálható függvények Fourier
soráról illetve transzformáltjáról mond ki majdnem mindenütt vett konver-
genciát, ha az indexek egy kúpban helyezkednek el. Az egyik cikkemben ezt
a kúp feltételt gyenǵıtettem úgynevezett kúpszerű halmazokra. Itt újfajta,
a kúpszerű halmaztól függő Hardy tereket vezettem be. A Hp Hardy terek
fontos szerepet játszanak a harmonikus anaĺızisben. Számos olyan tétel van,
amely igaz az Lp (1 < p < ∞) terekre és a H1-re, de nem igaz L1-re. Így
a H1 Hardy tér az Lp (1 < p < ∞) terek természetes kiterjesztésének is
tekinthető. Foglalkoztam a σθ∗ := sup |σθn| maximáloperátor korlátosságával,
ahol n ∈ Nd a kúpszerű halmazban van és

σθnf(x) :=
∞∑

k1=−∞

. . .
∞∑

kd=−∞

θ
( −k1
n1 + 1

, . . . ,
−kd
nd + 1

)
f̂(k)eık·x

jelöli a θ függvény által generált összegzésre vonatkozó közepeket. Ekkor σθ∗
korlátos Lp-n (1 < p < ∞), de nem korlátos L1-en. Igazoltam, hogyha
θ kieléǵıt bizonyos, elég tág feltételeket, akkor σθ∗ korlátos Hp-ből Lp-be
(p0 < p <∞), ahol p0 < 1. Emlékeztetünk rá, hogy Hp = Lp, ha 1 < p <∞.
Ebből interpolációval következik, hogy σθ∗ gyengén (1, 1) t́ıpusú, ami a σθnf
θ-közepek majdnem mindenütt való konvergenciáját biztośıtja. Ez a majd-
nem mindenütt való konvergencia bizonýıtására egy új módszer kidolgozását
is jelenti. Azt is igazoltam, hogy egy kúpszerű halmazon egy integrálható
függvény θ-közepei pontosan akkor konvergálnak minden Lebesgue pontban,
ha θ egy Herz térben van. Ezt a tételt kiterjesztettem Wiener amalgám
terekre is, valamint Fourier transformáltakra is.

Általános többváltozós összegzéseket vizsgálva elégséges feltételt adtam θ-
ra, hogy konvergenciát illetve egyenlőtlenségeket nyerjünk Wiener amalgám
és Hardy terekben. Itt a Gábor anaĺızisben használatos Wiener amalgám
terek mellett a modulációs tereket is alkalmaztam a szummációelméletben.
Ha θ például eleme a Feichtinger algebrának vagy egy súlyozott modulációs
térnek, akkor σθ∗ korlátos H1-ből L1-be. Ezt az egyenlőtlenséget is kiter-
jesztettem p < 1-re. Megvizsgáltam a Lebesgue pontok fogalmát illetve ezek-
ben a pontokban az összegzések konvergenciáját többváltozós függvényekre és
általánośıtottam a tételeket Walsh-Lebesgue pontokra. Ez utóbbi általáno-
śıtás lényeges új ötleteket és defińıciókat is követelt. Goginava grúz pro-
fesszorral általánośıtottuk a Lebesgue pontok fogalmát többváltozós Walsh-
Fourier sorok Marcinkiewicz összegzésére, ı́gy nyertük a Marcinkiewicz-Lebes-
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gue pontokat. Igazoltuk, hogy az összegzés minden Marcinkiewicz-Lebesgue
pontban konvergens.

Schipp Ferenccel a Fourier sorok θ-összegzésének diszkrét változatát vizs-
gáltuk több dimenzióban is. Folytonos függvényekre a diszkrét részletössze-
gek egyenletesen konvergálnak az eredeti függvényhez. Továbbá approxi-
mációelméleti eredményeket is kaptunk, pl. a Jackson polinomok egyenletes
konvergenciáját. Szili Lászlóval súlyozott Jacobi-Fourier sorokra igazoltunk
egyenletes konvergenciát.

Jelentős hozzájárulásként az előbb emĺıtett lokális Hardy tereket a szum-
mációelméletben is alkalmaztam. Mivel a lokális Hardy terek más atomokkal
(is) rendelkeznek, mint a klasszikus Hardy terek, ezért a bizonýıtások is ne-
hezebbek. Az önmagukban is érdekes egyenlőtlenségek mellett a Fourier
transzformáltakra vonatkozó összegzések majdnem mindenütt való konver-
genciáját integrálható függvényekről kiterjesztettem Wiener amalgám térbeli
függvényekre.

Végezetül foglalkoztam a két- és többváltozós trigonometrikus Fourier
sorok úgynevezett háromszög összegzéseivel is (külön kellett vizsgálni ezt a
két esetet). Mivel itt a magfüggvények nagyon bonyolultak, ezért ezt az
összegzést kevesebben vizsgálták. A Fourier sorok háromszög részletösszegét
az

skf(x) :=
∑

j∈Zd,|j|≤k

f̂(j)eıj·x

formulával definiáljuk, ahol | · | az egyes normát jelöli, azaz |j| := j1+ . . .+jd.
Ha csak az első śıknegyedet tekintjük, akkor valóban egy háromszögben adjuk
össze az elemeket. Ezekre a részletösszegekre egyébként sok egyváltozós tétel
igaz marad, például a Carleson tétel is teljesül. A θ-közepeket a

σθnf(x) :=
∑
j∈Zd

θ
( |j|
n

)
f̂(j)eıj·x

képlettel vezetjük be, ahol most θ egyváltozós függvény. A θ-ra vonatkozó bi-
zonyos feltételek mellett igazoltam, hogy σθ∗ korlátos Hp-ből Lp-be és gyengén
(1, 1) t́ıpusú. Ebből következően a θ-közepek majdnem mindenütt kon-
vergálnak a függvényhez, ha a függvény integrálható. Fourier transzformál-
takra hasonló tételek igazak.

September 5, 2011

Dr. Weisz Ferenc
egyetemi tanár
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[22] F. Weisz: Triangular Cesàro summability of two-dimensional Fourier
series. Acta Math. Hungar. 132, 27-41 (2011)

[23] F. Weisz: Applications of multi-parameter martingales in Fourier anal-
ysis. Stochastics and Dynamics. 11, 551-568 (2011)

[24] F. Weisz: `1-summability of d-dimensional Fourier transforms. Constr.
Approx. (to appear) 2009.12.06., 2010.01.21. 2010.07.22.

[25] U. Goginava and F. Weisz: Pointwise convergence of Marcinkiewicz-
Fejér means of two-dimensional Walsh-Fourier series. Studia Sci. Math.
Hungar. (to appear)

[26] F. Weisz: Some footprints of Marcinkiewicz in summability theory.
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[34] Összegzések és lokális Hardy terek. Sorok, függvények, véletlen vátozók,
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