SZAKMAI ZAROJELENTES
a K 61116 sz. kutatasrol

A kutatas igen sikeres volt, szdmos teriileten jelentds elérehaladast
sikertilt elérni. Hiiek maradtunk a palyazatban vazolt interdiszciplinaris
jelleghez, és a szigoruan vett algebrai geometriai problematikat és modszereket
otvoztiik mas teriiletek technikaival. Kiillondsen jelentds eredmények sziilettek a
szingularitas-elméletben, ahol topoldgiai modszereket is hasznaltunk, a szamel-
mélet inspiralta aritmetikai geometriai kérdések terén, illetve az algebrai
csoporthatasok ¢és invaridnsaik vizsgéalataban. Alabb részletesebben is Ossze-
foglaljuk az egyes témakorok legfontosabb eredményeit.

Szingularitas-elmélet (Némethi Andras, Szilard Agnes, 2009-ben Stipsicz
Andras)

Komplex normalis algebrai feliiletek szingularitisait tanulmanyoztuk a
kétdimenzios algebrai geometria €s a négydimenzios topologia modszereinek
otvozésével. A Milnor-fibrum révén a valos 3-sokasagok topologidja is kozponti
szerepet jatszott vizsgalatainkban.

Tanulmanyoztuk valos 3-sokasagok Seiberg--Witten-invariansait, és ezek
kapcsolatat a komplex feliilet-szingularitasokkal. Tobb j matét-formulat
bizonyitottunk. Az egyik T. Okumaval k6z6s formula segitségével sikertilt
igazolni a Seiberg--Witten invarians-sejtést Neumann és Wahl un. “splice tipust
szingularitasaira. E szingularitasokra az eredeti Neumann-Wabhl sejtést is
bizonyitottuk. A f6 eredmény azt mondja ki, hogy ha a szingularitds csomoja
egesz homoldgia-gomb, akkor a Milnor-fibrum szignaturaja a csomé Casson-
invariansanak nyolcszorosa. A formula azon ‘nehéz' eredmények k6z¢ tartozik,
amelyek az absztrakt topologikus csomdbdl hatdrozzak meg a beagyazasi, ill.
analitikus invariansokat. Egy masik, Braun Gaborral k6zos miitéti formula eltér
a ‘megszokott' eljarasoktol, ugyanakkor jelenleg csak szingularis csomokra
alkalmazhatd. F6 jelentdsége abban rejlik, hogy kapcsolatot teremt a
szingularitas-elméletben hasznalt kiilonféle zeta-fliggvényekkel és tobbvaltozos
Poincaré-sorokkal. Segitségével a csomé Seiberg-Witten-invariansai leirhatok
bizonyos tobbvaltozos Poincaré-sorok “periodikus konstansaiként'. Ez ujabb
kapcsolatot teremt az analitikus és a topologikus invariansok kozott, amely
ramutat a Seiberg-Witten invaridnsok €s a geometriai nem altalanositasainak
parhuzamaira.
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Szintén 3-sokasagokon Legendre-féle €s transzverz csomoknak talaltuk meg egy
gével Un. tulcsavart 3-sokasagokban is lehetévé valt transzverz csomok
vizsgalata. Egy masik cikkben osztalyoztuk azokat a sulyozott homogén
szingularitasokat, melyeknek van olyan simitasa, amelynek racionalis
homologiaja megegyezik a 4-dimenzios korlapéval. A példak nagy része mar
ismert volt, a cikkben szimplektikus topoldgia és meglehetdsen 6sszetett
kombinatorikai érvelés segitségével belattuk, hogy a lista teljes.

Tobb éven ativeld kutatasunk célja volt leirast adni nemizolalt komplex feliilet-
szingularitasok Milnor-fibrumanak hatarara. Milnor és Neumann klasszikus
munkdéssaga nyoman jol ismert tény, hogy komplex feliiletek izollt szingulari-
tasainal a Milnor-fibrum hatara megadhat6 mutéti diagramként, s ez
nemizolalt komplex feliilet-szingularitasok Milnor-fibrumanak hatara is
megadhat6 miitéti diagram formajaban. A diagramok eldallitasara egy
geometriai és kombinatorikai modszereket 6tvozo algoritmust dolgoztunk ki.
Az alkamazott modszer segitségével a Milnor-fibrum un. vertikalis és
horizontalis monodromiaira is képletet sikeriilt kapnunk. Az elméleti
eredményeket szamos konkrét példa is illusztralja. Melléktermékként 0j 3-
sokasagok konstrukcidja is adodott, természetes Stein betoltésekkel.

A szingularitas-elmélet alkalmazasaként elorehaladast értiink el a racionalis
irreducibilis komplex algebrai gorbék osztalyozasaban. Osztalyoztuk azt az
esetet, amikor a gorbének egyetlen szingularis pontja van, amely irreducibilis, €s
egy Puiseux-parral jellemezhet6. Megfogalmaztunk egy sejtést arra az esetre,
amikor egyetlen irreducibilis szingularis pont van. A sejtés a lokalis szingularis
pont félcsoportjanak stirtiségeloszlasat kapcsolja 0ssze a gorbe fokszamaval.
Igazoltuk a sejtést azon esetekben, amikor a gorbe komplementuménak log-
Kodaira dimenzidja kisebb, mint 2, valamint minden egyéb konkrétan ismert
gorbére.

Aritmetikai geometria (Szamuely Tamas)

Az aritmetikai geometria teriiletén harom témakorrel foglalkoztunk. Az elsd
szamtestek feletti algebrai varietasok racionalis pontjairdl szol. Hasse €s
Minkowski klasszikus tételei 6ta a racionalis pontokra vonatkoz6 lokélis-
globalis elvek a legtobbet vizsgalt aritmetikai kérdések koz¢é tartoznak. 1970-ben
Manin bevezetett egy kohomologikus obstrukcidt, amellyel meg tudta
magyarazni a lokalis-globalis elv sériilését bizonyos tipust varietasokon, példaul
Abel-varietasok homogén terein. Tiz évvel késébb J-J. Sansuc hasonlo
eredményt bizonyitott algebrai toruszok (€s altalanosabb lineéris csoportok)
homogeén tereire. Lényegében azota nyitott volt a kérdés, 1étezik-e kozos



altalanositas szemi-Abel varietasokra. Ezt a problémat oldottuk meg D.
Hararival k6zosen. A bizonyitas egyes részlépései onmagukban is érdekesek,
igy példaul felallitottunk egy Cassels-Tate tipust dudlis egzakt sorozatot
szamtestek felett definialt Deligne-féle 1-motivumokra a Tate-Safarevics
csoport végességének feltevése mellett, illetve hiperkohomologikus kupa-
szorzatként allitottuk el6 az in. Brauer-Manin-parositast.

A masik téma az algebrai fundamentalis csoport elmélete, amelyrél monografiat
is publikaltunk. A jelen kutatas keretein beliil Grothendieck hires szelés-
sejtésére fokuszaltunk. A sejtés szerint szamtest feletti legalabb 2 nemti sima
projektiv gérbéken a racionalis pontok bijekcioban allnak az algebrai
fundamentalis csoportbdl az alaptest abszolut Galois-csoportjaba mend
természetes leképezés szeléseinek konjugalt osztalyaival. Meglepd modon
egeszen a legutobbi évekig nem sikeriilt konkrét példakon ellendrizni az allitast,
¢s a jelenleg ismert példak mind olyanok, amelyeknél nincs pont és nincs szelés.
Ennek oka, hogy szelések 1étezését nagyon nehéz kontrollalni. D. Hararival mi
adtuk az elsd olyan példat, amelyben mindeniitt lokalisan 1étezik szelés (s6t pont
1s), de globalisan nem (és pont sem). A modszer érdekessége, hogy kapcsolatot
teremt a szelések 1étezése ¢és egy Abel-varietasok Tate-Safarevics-csoportjara
vonat-kozo nehéz megoldatlan probléma kozott. Eredményiinket egy altaldnos
tetelbol vezettiik le, amely sziikséges ¢€s elegseges feltételt ad a homotopia
egzakt sorozat felhasaddséasara.

J-L. Colliot-Théléne-nel a véges testek feletti varietdsok kohomoldgiajara
vonatkozo hires Tate-sejtéssel foglalkoztunk. Régota ismert, hogy a sejtés egész
egyiitthatés kohomologiara altalaban nem igaz, am varhato, hogy alacsony
dimenzi0ju ciklusokra mégis teljesiil. Ennek kapcsan részletesen tanulma-
nyoztuk C. Schoen 1-ciklusokra vonatkozé eredményét, és levezettiink

beldle egy kritériumot 1 foka nulla-ciklusok 1étezésére véges testek feletti
gorbék fiiggvénytestei felett definidlt teljes metszet sokasagokon.

Invarianselmélet, algebrai csoportok (Domokos Matyas, Frenkel Péter, Szabd
Endre)

Komplex tiikrozéscsoportok egy osztalyara (amely tartalmazza a szimmetrikus
csoportokat és a B tipusi Weyl-csoportokat) megadtuk a szamos vektor-
explicit generatorokkal €s relaciokkal. A modszert alkalmaztuk a multi-
szimmetrikus polinomok algebrajanak egy 1j, karakterisztikatol fliggetlen
prezentacdjara is.



Megmutattuk, hogy a polarizacio trivialis valtozata is elegend6
polinominvariansok szeparald rendszereinek konstrudlasahoz: a legfeljebb
2dim(V) vektorvaltozotol fiiggd invariansok szeparal6 rendszert alkotnak.
Reduktiv csoportok esetén dim(V)+1 vektorvaltozo elegendd. E gondolatot
binér formak invarians-elméletére alkalmaztuk, a Klein-féle poliéder-csoportok
Helly-dimenzidjanak meghatarozasa altal.

Kidolgoztunk egy konstrukciot, amely egy tetszoleges tegez reprezentacioit
parametrizalé modulusteret siirti nyilt részsokasagként beagyazza egy paros
tegez megfeleld modulusterébe. Az utobbi modulustér mar projektiv algebrai
varietas. A konstrukci6 varatlan tulajdonsaga, hogy a nagyobb modulustérben
nem jelennek meg Ujfajta szingularitdsok. Az eredmény azért hasznos, mert
szamos esetben megszabadit attdl az ezekre a modulusterekre vonatkozd
(jelenleg is folyamatosan boviild) irodalomban tipikus megszoritastol, hogy a
tegez nem tartalmaz iranyitott kort. Megfogalmaztunk egy tételt, amely a
kibdvitett Dynkin-féle tegezeket jellemzi az 6sszes tegezek kozott az emlitett
modulusterek simasagi tulajdonséagai altal. Ez azért természetes kiegészitése az
idevag6 irodalomnak, mert a modern reprezentacidelmélet egyik alapkove az az
eredmény, miszerint egy tegez akkor és csak akkor szelid reprezentacios tipust,
ha kibdvitett Dynkin.

Igazoltuk a klasszikus Speiser-lemma véges csoportokrol algebrai

csoportokra vonatkozo altalanositasat. Ezzel 01j €s természetes bizonyitasat
kaptuk egy ekvivarians vektornyalabok trivializalhatosagat garantalo allitasnak,
amely alapvetd eszkoz az tigynevezett racionalitasi kérdések vizsgalataban.

Bevezettiik a Helly-dimenzi6 fogalmat algebrai csoportokra. A Helly-dimenzi6
a zart mellékosztalyok halojanak egy tisztan kombinatorikusan definialhatd
invariansa. Megmutattuk, hogy minden komplex linearis algebrai csoport Helly-
dimenziodja véges, és ramutattunk, hogyan hasznalhat6 a Helly-dimenzi6 egy
tetsz6leges (algebrai) csoporthatdsban a palyak halojanak leirdsdhoz. A tételnek
érdekes és hasznos kdvetkezményei vannak az invarians-elméletben.

Pyber Laszloval generatorrendszerek hatvanyainak meéretét vizsgéltuk Lie tipus
véges egyszerl csoportokban. Bebizonyitottuk, hogy a hatvanyok mérete
minden esetben exponencialis litemben novekszik, mindaddig, mig el nem éri a
csoport méretét. Ezt az allitast korabban csak nagyon specialis csoportokra
ismerték. Az eredménynek mar a jelenlegi formajaban is szamos alkalmazasa
van: jOl hasznalhat6 bizonyos szamelméleti szita-mdodszerekben, €s expander
grafok konstrukcidjaban. A bizonyitas 6tvozi az algebrai geometria és a
csoportelmélet mddszereit, varhato, hogy segitségével sokkal jobban megért-
hetjiik majd a véges linearis csoportok szerkezetét.



Donaldson—Thomas-elmélet (Szendrdi Balazs)

Vizsgaltuk a topologikus hurelmélet particids fliggvényét lokalis Calabi-Yau
sokasagokon. Eredményeink 0j kapcsolatokat teremtenek nem-kommutativ
algebrai geometria, dimer modellek kombinatorikaja és hurelméleti particios
fiiggvények kozott. A nemkommutativ Donaldson--Thomas-elmélet terén
enumerativ invariansokat definidltunk 3-dimenziés nemkommutativ Calabi-
Yau-algebrakra, és a hozzédjuk tartozé generator-fliggvényeket kombinatorikus
¢s geometriai nézépontbol vizsgaltuk.

Kategorizalasi eredményeket értiink el a 3-sokasagok ponthalmazainak
Hilbert-sémajara vonatkozé Donaldson-Thomas-elméletben: a numerikus
Behrend-fiiggvényt egy perverz kévével helyettesitettiik, amelynek
Poincaré-polinomja finomitasat adja a numerikus Donaldson-Thomas
invariansoknak. Az eredmények magasabb dimenzids altalanositasokat is
sejtetnek, amelyeknek kidolgozasan jelenleg is dolgozunk.

Divizorok varietasokon (Kiironya Alex)

A minimalis modell program segitségével tanulmanyoztuk projektiv
varietasokon az effektiv divizorok kupjanak belso szerkezetét. Reményeink
szerint ezzel a modszerrel néhany linearis rendszerekre vonatkozo nyitott
probléma is megvalaszolhato. Bebizonyitottuk tovabba, hogy tetszdleges
dimenzioban, meglehetdsen altalanos feltételek mellett 1étezik effektiv b-
divizoroknak Zariski-felbontasa. Itt a Zariski-felbontas fogalmat a szokasos
divizorok korében meglévohoz képest modositani kell.

V. Lozovanuval és C. Macleannel kozosen jelentds elérehaladast sikeriilt elérni
projektiv varietasokon értelmezett divizorok egy fontos aszimptotikus
invariansaval, az in. Okounkov-testtel kapcsolatban. Lazarsfeld és Mustata
eredményeit pontositva belattuk, hogy feliiletek esetében egy divizorhoz tartozo
Okounkov-test nemcsak lokalisan poliéderes felépitésii, hanem minden esetben
poligon is. A torikus varietasok elméletének segitségével leirtuk az 6sszes olyan
poligont, amely el6fordul valamely valos egylitthatos divizor Okounkov-
testjeként sima feliileten. Ugyanakkor tobb példan keresztiil ramutattunk arra,
hogy magasabb dimenzidban még erds véges generaltsagi tulajdonsagokkal
rendelkezo varietasokon sem mindig poliéder az Okounkov-test. Megmutattuk
azt is, hogy sima varietasokon 6sszesen megszamlalhatoan sok konvex

test fordulhat el6 valamely divizor Okounkov-testjeként.



