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Az operatorszeletelés egy numerikus eljaras, amelynek segitségével bonyolult parcialis
differencialegyenletek vagy egyenletrendszerek megoldasat egyszeriibb részfeladatok
egymas utani megoldasara vezetjiik vissza. A variacids adatasszimilacio feladata a
numerikus modellek kezdeti feltételeinek minél pontosabb eldallitasa. Ezen két kutatasi
témaban az aldbbi elméleti és szamitogépes vizsgalatokat végeztem.

1. Elméleti vizsgalatok
1.1. A szeletelési hiba eltiinésének elméleti vizsgalata

Az operatorszeletelési modszerek pontossagat a lokalis szeletelési hibaval szokésos
jellemezni. Elméleti vizsgalatokat végeztiink tobb hagyomanyos szeletelési eljaras lokalis
szeletelési hibdjara vonatkozoan, és vizsgaltuk a szeletelési hiba eltlinésének feltételeit.
Ismeretes, hogy a szeletelési hiba a hagyomanyos szeletelési modszereknél
(szekvencialis, Marcsuk—Strang és szimmetrikusan stlyozott szekvencialis szeletelés)
eltlinik, ha a részfeladatok operatorai kommutalnak. Ez a feltétel a szekvencialis
szeletelés esetén — két részoperatort véve — nemcsak elégséges, hanem sziikséges feltétel
is a hiba eltinés¢hez. Természetes modon vetddik fel a sziikségesség kérdése a masik két
modszer esetében is. A [Faragd és Havasi, 2007a] cikkben megmutatjuk, hogy a
kommutélas a Marcsuk-Strang-féle és a szimmetrikusan sulyozott szekvencialis szeletelés
alkalmazasakor nem sziikséges a szeletelési hiba nullava valasdhoz, tehat ezen modszerek
az operatorparok szélesebb osztalya esetében biztositanak pontos megoldast, mint a
szekvencialis modszer. Mindez azt is eredményezi, hogy kettdnél tobb operator esetén a
szekvencidlis szeletelésnél sem sziikséges feltétel a paronkénti kommutalas. Ezek az
eredmények a gyakorlat szempontjabdl azért fontosak, mert a paronkénti kommutalas a
valos feladatokban igen ritkan teljesiil.

1.2. A szeletelési modszerek konzisztenciaja

A lokalis szeletelési hiba egyenletes nullahoz tartdsa a szeletelés mint idédiszkretizaciods
megoldas és a szeleteléssel kapott megoldas hagyomanyos Taylor-sorfejtésével
vizsgalhato. Ez a sorfejtéses modszer nemkorlatos operatorokra altaldban nem
alkalmazhatd. A nemkorlatos operatoroknak egy osztalyara, az erdsen folytonos
félcsoportok generatoraira azonban a félcsoportelmélet eszkozeivel sikeriilt belatnunk a
masodrendli konzisztenciat a Marcsuk—Strang-féle és a szimmetrikusan sulyozott
szekvencialis szeletelésre [Farago és Havasi, 2007b].



A fenti eredmények 1d6tol fliggetlen részoperatorok esetére vonatkoznak. A gyakorlatban
azonban fontos az 1dofiiggd operatorok esete is. A Magnus-sorfejtéses modszer
alkalmazasaval megmutattuk, hogy meglehetdsen altalanos feltételek mellett a
hagyomanyos szeletelési modszerek rendje az idofliggd matrixok esetére is megdrzddik
[Farago, Havasi, Horvath, 2010]. Eredménylinket reakcids-diffuzios feladaton
numerikusan is ellendriztiik.

1.3. A Richardson-extrapolacio alkalmazasa operatorszeletelési modszerekre

Korabbi kutatasainkban tobb 01j sémat konstrualtunk a szeletelés pontossaganak javitasa
céljabol. A szeleteléssel kapott numerikus megoldas azonban az un. Richardson-
extrapolacido modszerével is megjavithatd, amelynek sordn kiilonb6z6 hosszusagu
id6lépcsovel elvégzett futtatdsok eredményeit kombinaljuk. Ezt az eljarast sikeresen
alkalmaztuk a szekvencialis szeletelési modszerre [Farago és Havasi, 2008; Farago et al.,
2009]. Mivel a szekvencidlis szeletelés elsorendit mddszer, a Richardson-extrapolacioval
kombindlva masodrendli megoldé mddszert kapunk, fiiggetleniil attol, hogy a
részfeladatokra hdnyadrendii numerikus modszert alkalmazunk. Métrixpéldakon elvégzett
numerikus kisérleteink igazoltak az elméletileg bebizonyitott masodrendli konvergenciat.
Megallapitottuk, hogy a Richardson-extrapolaciéval kombindlt szekvencidlis szeletelés
pontossagban felveszi a versenyt az olyan hagyomanyos masodrendi szeletelési
modszerekkel, mint a Strang-Marcsuk-féle és a szimmetrikusan stlyozott szekvencialis
szeletelés. Fontos kiemelni, hogy a méasodrendti konvergencia akkor is megérzédik, ha a
részfeladatokat elsdrendii numerikus modszerrel oldjuk meg, ellentétben az emlitett
masodrendii szeletelési technikakkal. A modszert eldszor olyan diffuzids-reakcids
feladaton teszteltiik, amelyben mindkét részfeladat stiff feladat volt. Ebben az esetben a
hagyomanyos modszerekhez hasonldan rendcsokkenést tapasztaltunk. A masodik
kisérletsorozatban az UNI-DEM légszennyezés-terjedési modell kémiai almodelljét
hasznaltuk, amely 0sszesen 56 anyagfajtaval szamol. A eredmények azt mutatjak, hogy a
Richardson-extrapolacioval kombinalt szekvencialis szeletelést alacsonyabb rendi
numerikus modszerekkel érdemes kombinalni. Megfelel6 modszerrel (pl. implicit Euler-
modszer) sikeriilt masodrendli konvergenciat elérniink.

Kozlésre elfogadott publikacionkban [Farago6 et al., 2010c] a Richardson-extrapolaciot
egydimenzids advekcios feladaton tanulméanyoztuk. Az advekcios egyenletek a
meteoroldgiai modellek kulcsfontossagt részei, megoldasukhoz tehat hatékony
algoritmusokra van sziikség. A tanulmanyban megmutatjuk, hogy a Crank—Nicolson-
sémaval kapott numerikus megoldas hatékonyan javithat6 a Richardson-extrapolacid
alkalmazasaval.

A Richardson-extrapolacio alkalmazasa soran felléphetnek stabilitasi problémak. A
modszer stabilitasi tulajdonsagait egyes jol ismert numerikus modszerekkel kombinalva
(implicit Euler-moédszer, trapézszabaly, illetve az altalanos ®@-modszer) operatorszeletelés
alkalmazésa nélkiil is megvizsgaltuk, és megallapitottuk, hogy mig az implicit Euler-
madszerrel kombindlva a megoldas abszolut stabil lesz, a trapézszabaly esetén instabil
megoldast is kaphatunk [Farago et al., 2010a, 2010b].



1.4. Operatorszeletelés €s variacios adatasszimilacio

A négydimenzios variacios adatasszimilaciot (4DVAR) széles korben alkalmazzak a
meteoroldgiai modellek kezdeti feltételeinek minél pontosabb eléallitasara. Az eljaras
soran az eldrejelz6 modell adjungalt valtozatat hasznaljak az eldrejelzés és a mérések
eltérését méro veszteségfiiggvény minimalizalasara. A modell integraldsa soran gyakran
operatorszeletelést alkalmaznak, €s ilyenkor a megfeleld adjungalt modell is fligg az
alkalmazott szeletelési médszertdl. Munkamban [Havasi, 2008a] azt tanulmanyoztam,
hogy a szeletelés alkalmazasa hogyan hat az adatasszimilacidval eldallitott kezdeti
mezdre, illetve az abbdl inditott eldrejelzésre. Ezt a hatast egy egyszertsitett diffuzios-
reakcios modellen vizsgaltam kiilonb6z6 szeletelési modszerek alkalmazasaval. A
szeletelés hatasanak elkiilonitésére a mért értékeket a feladat pontos megoldaséaval
helyettesitettem. Megallapitottam, hogy az adatasszimilacié hatékony alkalmazéasidhoz
megfeleld rendli numerikus médszert és szeletelést kell egyiitt alkalmazni. Az
adatasszimilaci6 soran figyelembe vett megfigyelések eloszlasa jobban kihat az
asszimil4cioval kapott megoldasra, mint a kezdeti perturbécié megvalasztasa. A megoldas
sokszor akkor is hatékonyan javithato, ha az adatasszimilaci6 soran csak bizonyos
anyagfajtakra vonatkoz6 méréseket vesziink figyelembe (szelektiv adatasszimilacio).

2. Szamitogépes vizsgalatok, alkalmazasok
2.1. Az operatorszeletelési modszerek alkalmazasa a sekélyvizi egyenletrendszerben

A kiilonb6z6 operatorszeletelési modszereket egy egyszeriisitett dinamikai
légkdrmodellen, a sekélyvizi egyenletrendszeren teszteltem. Megvizsgaltam, hogyan
modositja a szeletelés alkalmazasa a linearizalt rendszer hulliammegoldasainak kiilonféle
karakterisztikait, ha f-sik kozelitésben dolgozunk. Ez az egyszer(isito feltevés azt jelenti,
hogy nem vessziik figyelembe a foldforgés hatasat leir6 Coriolis-paraméter f6ldrajzi
sz¢lességtol valo fiiggését. Ekkor az eredeti rendszernek minden korfrekvencidra harom
kiilonboz6 hulliammegoldasa van: egy advektiv és két ellentétes irdnyban terjedd
gravitacios hullam, és mindharom modus valtozatlan amplitudoval terjed. Arra az
eredményre jutottunk, hogy ha operatorszeletelést alkalmazunk, akkor ezek a hullamok
torzulnak. A legnagyobb torzulast az elsérendii additiv szeletelés okozta, mig a valoésagot
legjobban kozelitd megoldasokat a szintén elsérendii szekvencidlis szeleteléssel kaptuk.
Megmutattam, hogy a masodrendii Marcsuk-Strang-féle szeletelés ebben a vizsgalatban a
szekvencialis modszerrel megegyez6 eredményeket ad. Ez a meglepd tény a szeletelések
spektrum-approximacios tulajdonsagaival magyarazhat6. Az eredményeket a [Havasi,
2007] publikacio tartalmazza.

Hasonl6 vizsgalatot végeztem a B-sik kozelitésben felirt sekélyvizi egyenletrendszerre. Ez
a kozelités mar figyelembe veszi a Coriolis-paraméter foldrajzi szélességtol valo
fiiggését, és igy tanulmanyozhattam, hogyan befolyasolja a szinoptikus skalaju id6jarasi



rendszerek fejlédésében nagy szerepet jatszo Rossby-hullamok és inercialis-gravitacios
hullamok tulajdonsagait az operatorszeletelés alkalmazasa [Havasi, 2008]. Ebben a
vizsgalatban a részoperatorokat fizikai és geometriai alapon kiilonitettem el. Az
inercidlis-gravitacios hulldmok fazissebessége nem mutatott érzékenységet a szeletelési
modszer megvalasztasara, a Rossby-hulldmok sebessége azonban esetenként jelentdsen
modosult. Ha a szetelelés soran az advekcios tagot kiilonitettiik el a tobbitdl, mindegyik
szeletelési modszer jo pontossagi megoldast adott. A tobbi felbontés esetén a
szekvencialis szeletelés adta a legjobb, az additiv pedig a legrosszabb eredményeket.
Ugyanez a megallapitas vonatkozik a hullamok mesterséges er6sodésére/csillapodasara
IS.

2.2. Az operatorszeletelés és a numerikus modszer kdlcsonhatasanak vizsgalata

Az operatorszeletelés alkalmazésa soran az egyes részfeladatokat valos feladatok esetén
csak numerikusan tudjuk megoldani. Ez a helyzet az olyan nagyléptékii euleri
szennyezdanyag-terjedési modellekben is, mint amilyen példaul a Daniai Euleri Modell
(DEM) tovabbfejlesztésével kapott UNI-DEM. Ezzel a modellel szdmos numerikus
kisérletet végeztiink — linearis és nemlinearis tesztfeladatokon egyarant — a szeletelési
modszer és a részrendszerekre alkalmazott numerikus médszerek megvalasztasara,
valamint a szeletelési hiba hatdsara vonatkozdan [Dimov et al., 2008]. Négy kiillonb6z6
szeletelési sémat vizsgaltunk: a szekvencialis, a Marcsuk-Strang, a sulyozott
szekvencialis és a stlyozott Marcsuk-Strang modszereket. Hairom kiilonb6z6 esetet
tanulmanyoztunk ismert analitikus megoldassal rendelkezd tesztfeladatokon:

a) csak szeletelési hiba terheli a megoldast;

b) a szeletelési, a térbeli diszkretizacios €s az iddbeli diszkretizacids hiba egyszerre
jelentkezik;

¢) nincs szeletelési hiba.

Megallapitottuk tobbek kozott, hogy p-edrendii szeletelési modszerrel egylitt nem
érdemes p-nél magasabb rendli numerikus mddszert alkalmazni. Az elsérendli implicit
Euler-moddszer példaul a szintén elsérendii szekvencialis szeleteléssel adta a legjobb
eredményeket. Tovabba, ha p-edrendi szeletelési modszerrel p-edrendii konvergenciat
kivanunk elérni, akkor ehhez legalabb p-edrendli numerikus modszerre van sziikség.

A szeletelést egy tjonnan kidolgozott véges kiilonbséges sémaval egyiitt is alkalmaztuk
haromdimenzios advekcids-diffuzios modellen. Iranyok szerinti operatorfelbontast
alkalmazva a feladat egydimenzids advekcids-diffuzios feladatokra bomlik, amelyek
konzisztenciaja és stabilitasa konnyen vizsgalhatd. Az eredményeket a [Dorosenko et al.,
2006] kozlemény tartalmazza.

2.3. A szeletelési modszerek gépigényének vizsgélata szekvencialis és parhuzamos
szamitogépeken

A gyakorlatban el6fordulé modellfeladatok megoldasa soran a pontossag mellett a



hatékonysag is alapvetd kovetelmény. A [Csomos et al., 2007] kdozleményben a
szekvencialis, a Marcsuk—Strang, a sulyozott szekvencialis és a stlyozott Marcsuk—
Strang szeletelés gépigényét vizsgaltuk szekvencialis és parhuzamositott szamitas esetén,
a nagyléptékii 1égszennyezddés vizsgalataban alkalmazott Daniai Euleri Modell
egyszerusitésével kapott tesztfeladatokon. A sulyozott modszerek parhuzamositasa
jelentdsen csokkentheti a szamitasi idot.

2.4. A szeletelés alkalmazasa valos feladatokban

Az operatorszeletelés egyik fontos alkalmazasi teriilete a 1€égszennyez0dés-terjedés
numerikus modellezése. Munkankban [Kocsis et al., 2009] megvizsgaltuk a kiilonb6z6
szeletelési modszerek (szekvencialis, Strang-Marcsuk-féle, additiv és modositott additiv
szeletelés) alkalmazhatosagat az Orszagos Meteorologiai Szolgalatnal futtatott
FLEXPART modellben. A FLEXPART egy lagrange-i trajektoriamodell, amely
pontforras altal kibocsatott szennyezdanyag kozép- és hosszutavu terjedésének
eldrejelzésére alkalmas. A szeleteléssel kapott eredményeket az ETEX (European Tracer
Experiment) mérési program keretében gytijtott adatokkal is dsszevetettiik tobbféle
statisztikai indikator vizsgdlataval. Azt tapasztaltuk, hogy a szeletelési modszerek
tobbnyire feliilbecsiilik a koncentraciokat. A mérésekhez legkdzelebb allo eredményeket
a szeletelés nélkiili modellvaltozat és a modositott additiv szeletelés adta, a legkevésbé
megbizhatonak pedig a Strang—Marcsuk-féle szeletelés bizonyult. A szeletelés azonban
minden esetben csokkentette a szamitési idot, a legnagyobb mértékben a mddositott
additiv szeletelés alkalmazasakor.

A pélyézati iddszak alatt 15 angol nyelvii cikkem jelent meg ill. keriilt elfogadasra. Ebbdl
12 referalt, nemzetkdzi folyoiratban, 3 pedig konferenciakiadvanyban. Jelenleg tovabbi
két dolgozatom benyujtas el6tt all. Kiilon kiemelem, hogy a Nova Science Publisher
(USA) kiadta egy, tarsszerzdvel irt monografiamat az operatorszeletelés elméleti és
gyakorlati vizsgalatanak legfontosabb eredményeirdl [Farago ¢s Havasi, 2009].
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