Osszefoglald a K60802 palyazat kutatasi eredményeirdl

1. Osszefiiggdség-névelés

Az OsszefiiggGség-ndvelés csoportunk egyik legsikeresebb, kdzponti kutatasi téméja. Adott egy
irdnyitott vagy iranyitatlan graf és egy OsszefiiggGségi igény; célunk ezen igény kielégitése mi-
nimalis szamu él hozzavételével. Csoportunk két tagja, Bernath és Végh is ehhez kapcsolodo
témaban védte meg sikeresen a doktori értekezését 2010-ben.

A teriilet négy alapfeladata iranyitott illetve iranyitatlan grafokban k-élosszefiiggéség illetve
k-pontosszefiiggdség novelése. A két élosszefliggdség-novelési, valamint az iranyitott pontdssze-
fliggdségi problémara a nyolcvanas és kilencvenes években polinomiélis algoritmusokat talaltak,
jelentGs részben a csoport tagjainak munkajiban. Fontos nyitott kérdés azonban a negyedik
probléma, az irdnyitatlan pontosszefiiggdség-ndvelés bonyolultsaga. Az eggyel névelés speciélis
esetét, amikor a kiindulasi graf mar eleve (k—1)-0sszefiiggd, Végh [70] oldotta meg a kozelmult-
ban. Errdl irt cikke a Symposium on Theory of Computing (STOC) konferencian 2010-ben a
Danny Lewin Best Student Paper Awardban részesiilt. Ebben Frank és Jordan 1994-es sejtését
bizonyitotta. A bizonyitas fontos eszkoze Frank és Végh [21] iranyitott Osszefiigg@ség-novelésre
vonatkozo6 eredménye, valamint Fleiner 1997-es, szimmetrikus részbenrendezett halmazok fedé-
sére vonatkozo tétele.

Az irdnyitott pontosszefiiggdség novelésére Frank és Jordan 1995-ben adtak min-max for-
mulat és az ellipszoid modszert hasznélé algoritmust. Kombinatorikus algoritmus létezésének
kérdése azonban nyitva maradt. Frank és Végh [21] egyszert kombinatorikus algoritmust adott
az eggyel valo novelésre; Bencziar és Végh [71] pedig az altalanos problémara adja az elsd
kombinatorikus algoritmust. Ez utobbi kiindulasi pontja a probléma atfogalmazasa speciélis
részbenrendezett halmazok intervallumokkal valé fedésére.

Az OsszefiiggGség-novelési kérdések természetes modon feltehetSk hipergrafokra is. Bernath
és Kiraly T. [8] Schrijver szupermoduléris szinezési tételét felhasznalva algoritmust adtak két
ferdén szupermoduléris fiiggvény egyidejd fedésére, ha a két fliggvény értékének maximuma
azonos. Ezen eredmény alkalmazasaként két hipergraf egyidejd élosszefiiggéség-novelésére ado-
dik algoritmus. Bernath [5] azt vizsgélta, hogy az élosszefiiggdségre vonatkozo forraselhelyezési
eredmények kiterjeszthetGk-e hipergrafokra. Megmutatta, hogy mind iranyitatlan, mind iré-
nyitott hipergrafok esetén létezik ilyen kiterjesztés.

Mader és Lovasz irdnyitott illetve irdanyitatlan leemelési tételei az élosszefiiggéség-novelési
problémék legfontosabb eszkozei. Kiraly T. [37] Bertsimas és Teo egy korabbi leemelési tételét
tovabbgondolva kéz6s megoldasi modszert irt le tobb graf-novelési illetve utpakolasi problémara,
melyek kozt korabban nem latszott kapcsolat. Bernath és Kirdly T. [9] a leemelési miivelet egy
1j megkdzelitését haszndlva megmutattak, hogy hipergrafok kiillonboz6 Osszefiiggség-novelési
feladatainal az optimalis novelés megoldhato a hipergraf rangjanak legfeljebb eggyel valo néve-
lésével.

A polinomialisan megoldhato Osszefiiggdség-ndvelési feladatok tilnyomod tobbségében a graf-
hoz tetszéleges 1j ¢l hozzdadhato. Ezalol kivétel Bang-Jensen, Jackson, Jordan és Gabow
1999-es eredménye, melyben a particiokorlatos irdnyitatlan k-élosszefiiggdség-novelésre adtak
polinomialis algoritmust. Ebben a feladatban adott a csticsok egy particioja, és csak kiilénb6z6
osztalyokat Osszekotd éleket hasznalhatunk. Bernath, Grappe és Szigeti [6] ezt az eredményt
terjesztették ki hipergraf k-élosszefiiggévé novelésére grafélek hozzdadasaval, particiokorlatos
feltétel mellett. Ezen eredmény késébbi absztrakt altalanositasat adtak ugyandk [7]| szimmet-
rikus keresztez$ szupermoduléris fliiggvények particidkorlatos fedésére. Ez az eredmény kozos
altalanositdsat adja Bang-Jensen et al. cikke mellett Benczir és Frank szintén 1999-es, szim-
metrikus keresztezd szupermoduléris fliiggvények fedésére vonatkozo eredményének.



2. Konstruktiv karakterizaciok

Egy H grafosztaly konstruktiv karakterizacidojan olyan egyszerid grafmiveleteket értiink, me-
lyek segitségével néhény egyszerd kiindulési gratbol elérhet§ H &sszes eleme, és minden ilyen
modon kapott graf H-ba tartozik. Egyszerii példa erre a 2-élosszefiiggd grafok fiilfelbontasa. A
konstruktiv karakterizaciok sok esetben hatékony bizonyitasi eszkéznek bizonyultak strukturalis
tulajdonsagok vizsgalatandl. Magasabb élosszefiiggéségre Mader és Lovasz adtak konstruktiv
karakterizaciokat mind iranyitott, mind iranyitatlan grafok esetére, illetve gyokeres élosszefiig-
gbségre. A globalis és gyokeres élosszefiiggGség fogalmanak természetes kozos altalanositasa
a (k,0)-¢losszefiiggdség. Frank és Kirdly Z. 2002-es T-paratlan irdnyitasokra vonatkozo cik-
kének legfontosabb eszkoze a (k,k — 1)-élosszefiiggs digrafok konstruktiv karakterizaciojanak
megadésa, mig Frank és Szegs egy 2003-as eredménye a (k, 1) esetre tartalmazott konstruktiv
karakterizaciot.

Mindezen eredményekbdl természetes sejtésként fogalmazodott meg az altalanos (k, £)-él-
Osszefiiggbség konstruktiv karakterizacidjara az alabbi: minden ilyen graf elgallithato egy pont-
bl kiindulva a kovetkez két mivelet segitségével: (i) ij él hozzdaddsa; (i) ¢ < j < k —1
meglevd €l Osszecsipése eqy Uy z ponttal, és k — 7 1y €l hozzdaddsa z végponttal. Kovacs és
Végh [47] bebizonyitottak ezt a sejtést. Ez a korabban ismert, egyéaltalan nem trivialis specidlis
eseteknél is joval mélyebb eszkozoket igényelt, tobbek kozott egy 1), absztrakt leemelési tételt.

Az Gsszefiiggbséggel bizonyos értelemben ellentétes a [k, /]-ritkasag fogalma: egy irdnyitatlan
grafot [k, (]-ritkinak neveziink, ha minden X részhalmaz legfeljebb k| X| — ¢ élt feszit (feltéve,
hogy ez a mennyiség nemnegativ). Példa a 2-dimenziés merevségi matroid, ami épp a [2, 3]-
ritkasagnak felel meg; ennek Hennebergtsl szarmazik kozismert konstruktiv karakterizacidja.
Frank és Szegd 2003-as eredménye ennek nehéz altalanositasat adta [k, k + 1]-ritka grafokra.
Fekete és Szegd [14] minden ¢ < k esetére bizonyitottak Henneberg-tipust karakterizaciot.

3. Fak és fenytk

Edmonds diszjunkt fenySkre vonatkozo tételének jelentds kiterjesztését adta Kamiyama [35],
amely eredményt Fujishige [22] még tovabb altalanositotta.

Bérczi és Frank a [2] és [3] munkékban feltarta, hogy mi rejtézik ezen altalanositasok hat-
terében. Belattak egy olyan absztrakt pakolasi eredményt, amelybdl a fenti eredmények kévet-
keznek. Megadtak a pakolhaté részgrafok poliéderes leirdsat, amelyrél igazoltak, hogy teljesen
duélisan egészértéki. Kidolgoztak tovabba egy erdsen polinomidlis algoritmust, amely a kapa-
citasos esetben is hatékonyan talalja meg a keresett fenycket.

Egy digraf legolcsobb gyotkeresen k-pontosszefiiggs feszité részgrafjanak megkeresése ko-
rabban csak meglehetésen attételesen, a szubmodularis aramok segitségével volt lehetséges.
[17]-ben Frank egy sokkal természetesebb és algoritmikusan egyszertien kezelhets konstrukcio
segitségével megmutatta, hogy a feladat valojaban egy silyozott matroid metszet probléma,
amelyre hatékony algoritmusok allnak rendelkezésre.

4. Reészgraf problémak

Két {6 témakorbe sorolhatok a részgraf problémak teriiletén elért eredmények: a faktorfeladatok
korébe, és a diszjunkt A-utak korébe. Mindkét témakorben szamos, és szertedgazo eredménye-
ket ért el a csoport, részben kiils6 tarsszerzékkel vald egyiittmiikodés nyoman.
Faktorfeladatokban grafok egy bizonyos tulajdonsagu részgrafjat keressiik, és a feladat jel-
legét az hatérozza meg, milyen tulajdonsagot varunk el a részgraftol. Sok esetben az az eldiras,



hogy a részgraf minden komponense beleessen egy elére megadott csalddba, melyet a meg-
engedett részgrafok csalddjanak neveziink. FEzen feladatokat sokféleképpen megkozelithejiik:
algoritmikusan (hatékony algoritmust adhatunk, vagy belathatjuk, hogy a feladat NP-teljes),
strukturalisan (belathatjuk, hogy a megoldasok valamilyen matroidot, vagy ugracsot general-
nak), az optimalizalas szempontjabo6l (miniméalis silyt megoldéast keresve), vagy pusztan a
megoldés 1étezése szempontjabol.

Egy sokat vizsgalt feladat a négyzetmentes 2-faktor keresése paros graftban, melyre szép min-
max formulat adhatunk, mely a halmazparok fedésébdl, vagy Kirdly Z. kozvetlen bizonyitasabol
is megkaphat6. A feladat Osszefiigg a joval 6sszetettebb pontosszefiiggGség-novelés feladattal is,
melynek specidlis eseteként is megkaphatjuk, lasd példaul Frank, Végh [58]. A feladatra tobb
algoritmikus megkozelités is adhato, melyek koziil kiemelkedik Benczir, Végh halmazpéarok
fedésére vonatkozo algoritmusa. Specialisan erre a feladatra szabott algoritmust kaphatunk Pap
Gy. [57, 62] eljarasaval, mely modszerrel, ahogy az aldbbiakban majd kitériink ré, tobb masik
feladatra is algoritmust kaphatunk. A kapcsol6dé optimalizalasi feladat egy speciélis esetben
valo megoldasat adta Makai [48], megoldva a pontindukalt koltségfiiggvény optimalizalasat,
nemcsak négyzetmentes 2-faktorokon, hanem K;;-mentes t-parositasokon is. Tovabbi eredmény
Kiraly Z. A-szupermoduléaris fiiggvényekkel valé modellezése, melyben egy &altalanos modellt
vezetett be, aminek segitségével szamos graf-pakolési feladat esetén egyszerti bizonyitas adhato
ismert strukturélis eredményekre, és tobbek kozott ezt a négyzetmentes feladatot is megoldja
bizonyos esetekben.

Janata, Szabo [25] az tigynevezett szuper-csillag pakolasi feladatot tudta megoldani, mellyel
nagyban altalanositjak a parositasokra, illetve csillag-pakolasokra vonatkoz6 min-max, illetve
strukturélis leirasokat. Részben hasonldé modszerrel Kiraly Z., Szabé [45] a feszitett részgrafok
pakolési feladatat is megoldottak, mellyel a propellerpakolasi feladatot is &ltaldnositjak, és
szebb bizonyitast adnak ra. Szabo6 egy kiemelked6 eredménye tgynevezett k-darabok, azaz
fokkorlatos részfak pakolasat karakterizalja. Ezzel egy masik irdnyban tesz lépést a parositasi
feladat altalanositasdban, és felveti a kérdést, hogy az eredmények egyesitheték-e egy kozos
altalanositasban.

Ide sorolhato tovabba Kobayashi, Szabd, Takazawa [46] bizonyitasa Cunningham egy szép
sejtésére, mely egy graf utakra és 4-nél hosszabb korokre valo felbontasédra vonatkozik. Egy
struktiralis eredményt kaptak, mely kimondja, hogy a kapott részgrafok foksorozatai tn. ug-
racsot (jump system) alkotnak. Paros grafok esetén kimutattak, hogy a stlyozott feladat meg-
oldasai egy M-konkav (diszkrét-konkav) fiiggvényt alkotnak. Egy rokon feladattal foglalkozott
Bérczi, Végh [4], nevezetesen adott ¢ pozitiv egészre minden legfeljebb ¢ + 1 foka grafban meg
tudjak hatarozni a maximalis méretl t-matchinget, melyben nincs ¢ 4+ 1 cstcsu teljes részgraf,
és nincs t + ¢ cstcsu teljes paros részgraf. Ezzel altalanositjak Makai paros grafra vonatkozo
eredményének specialis esetét.

Az utparositasok, illetve paros faktorok feladata a maximalis parositas, és a maximalis
folyam feladat egy kozos altalanositasa. A korai eredményeket elGszor Frank, Szegé finomitotta,
majd a csoport tobb tagja is hozzajarult a feladat mélyebb megértéséhez. Pap Gy. , Szegs [61]
ezt a min-maxot altalanositotta paros faktorokra, melyet korabban Spille, Szegé strukturalisan
is jellemzett, aztan Pap Gy. [57, 62] egy erre kihegyezett algoritmust adott, tobbek kozott a
négyzetmentes feladatra vonatkozo algoritmusa mintajara. A modszer tovabba megoldja azt
az esetet is, amikor a paros korokon kiviil bizonyos faktorkritikus részgrafokat is bevehetiink a
megoldasba.

Péaratlan korokkel kiegészitett péarositasok feladataval foglalkozik Pap Gy. [60], melyben
olyan faktorokat engediink meg, melynek minden komponense vagy egy pont, vagy egy él, vagy
egy elére megadott csaladba tartozo paratlan kor. Ez a stulyozatlan esetben beletartozik az tun.
hypo-matching feladatok korébe, melyet a nyolcvanas években Cunningham, Pulleyblank, és
Hartvigsen megoldottak. A paratlan korok esetében viszont a feladat élstlyozott valtozata is



megoldhato Pap Gy. [60] modszerével, melyben a feladat altal generalt poliéder egy nemtrivialis,
implicit lefrasat adja.

Az A-utak feladataban egy grafban kijelolt végponthalmaz pontjait 6sszekots utakat kere-
siink, mely feladat a maximalis parositas és a diszjunkt utak kozos altalanositdsa. Az eredeti
feladatra Mader tételébdl indulhatunk ki, &m szamos izgalmas kérdésben volt lehetGség elGre-
lépésre. Az algoritmikus kérdésre korabbi kozvetett megkozelitések utan Pap Gy. [56, 54| adott
egy specidlisan erre a feladatra szolgald algoritmust, melyet az Ggynevezett non-returning fel-
adatra is altalanositott. Pap Gy. [52] megoldotta Schrijver egy nyitott kérdését, ugyanis belatta,
hogy a Mader-féle utpakolasok gammoidot generalnak. Pap Gy. [53, 55| erdsen polinomialis al-
goritmust adott a diszjunkt A-utak, illetve multifolyamok feladatara, mind az egészértékii, mind
a félegész esetben.

Tovabbi eredmények:

e Kano, Katona, Szab6 [36] a paratlan (1,f)-faktorok létezését, strukturajat vizsgaltak, és
leirtak a duéalis gatak viszonyat az elemi grafok faktoraival.

e Frank, Kiraly Z, Kotnyek [19] erdsen polinomialis algoritmust adott a cstcs-kapacitasos
routing problémara irdnyitatlan gytrti-hal6zatokban.

e Dvorak, Jendrol, Kral, Pap Gy. [54] egy sikgraf szinezési probléméat old meg a maximaélis
parositas feladatra valé visszavezetéssel.

e Pap J. [63] 3-hipergrafok segitségével belatta, hogy co-NP-teljes eldonteni, hogy 0-1 vek-
torok egy halmaza Hilbert-bazist alkot-e.

e Frank, Lau és Szabé [18] néhany soros elemi bizonyitast adott Shirazi és Verstraéte té-
telére, mely szerint ha egy graf minden csticsanil megadunk a fokszdm felénél nem tobb
tiltott fokszamértéket, akkor van olyan részgraf, aminek egyig csicsnal sem tiltott a fok-
szama.

5. Matroid partner (matroid parity) feladat

A matroid partner feladatban kiemelkedd kihivast jelent a kombinatorikus optimalizalasban,
melynek megkozelitésében tobb részteriilet eszkoztarat is felvonultathatjuk, és alkalmazasaiban
szintén tobb teriiletre hatassal van, igy példaul a diszjunkt A-utak, vagy a maximalis génuszi
bedgyazasok feladatara. Lovész korai eredményei tisztaztak a linearisan reprezentalt matroidok
partner feladatait, &m nyitva hagyja azon matroidok esetét, melyek nem reprezentalhatok, vagy
reprezentacidjuk nem adhato meg explicit moédon. Szintén nyitott kérdésekkel taladlkozunk, ha
polimatroidokra akarjuk alkalmazni, vagy a feladat tort valtozatat tekintjiik. Ezen kérdések
egy részét a csoport munkaja révén tisztaztuk.

Grafok egy paritasi feltételt kielégits iranyitasat kereshetjiik egy matroid partner feladat
alkalmazasaval, &m ez a feladat nem adhatd meg linearis reprezentacioval, igy Lovasz eredmé-
nyei helyett ujfajta megkozelitésre volt sziikség. Kiraly T, Szabo [41] megadtak azon paritasos
irdnyitasi feladatokat - a szupermoduléris halmazfiiggvényt fedket -, melyeket egy egyszert
particios és koparticios feltétellel jellemezhetiink. Makai, Szabo [51] kimutattak, hogy ugyneve-
zett dupla koroket nem tartalmazé polimatroid partner feladat mindig megoldhaté egy particios
feltétellel, ezzel kiterjesztve Lovasz matroidokra vonatkozé eredményét. Ez bizonyos alkalma-
zasokra ad lehetGséget, melyek nem jénnek ki Lovasz eredeti tételéebdl. Erre az eredményre
algoritmikus megkozelités is adhato, 1lasd Makai, Pap Gy., Szab6 [50]. Ezen eredmények tovabb
altalanositjak az imént emlitett paritdsos irdnyitasi tételt, illetve azon keresztiil a max génusz
feladatot is.



Szabd |68] megoldotta Recski egy sejtését, melyben a matroid partner feladat egy alta-
lanositésat veti fel, ahol egy ugrasmentes szamsorozattal van megadva, hogy a matroid egy
particiéjabol hany elemet vehetiink be a fiiggetlen halmazba. A feladatnak két érdekes al-
kalmazasa is adhato, egy tavkozlési halozatra vonatkozo, illetve egy riadszerkezet merevségére
vonatkozo.

Gijswijt, Pap Gy. [23] a matroid partner feladat tort valtozataval foglalkoztak, melyet ko-
rabban mar Vande Vate is definialt. A kapott félegész poliéderrél nem volt ismert, hogy sze-
paralhatd lenne, és csupan az azonosan 1 sulyfiiggvény mellett volt ismert egy optimalizald
algoritmus. Gijswijt, Pap Gy. azonban tetszéleges silyfiiggvényre is adtak egy algoritmust ma-
ximalis sulya tort parositas keresésére. A modszer a jol ismert Magyar Modszer alkalmazésa

az adott linearis program esetén.

6. Merevségi problémak

Rudszerkezetek statikai tulajdonsagainak matematikai eszkozokkel torténé vizsgalata Maxwell
(1864) és Henneberg (1911) korai eredményei 6ta fontos teriilet. Kideriilt, hogy egyrészt egészen
mas teriileteken (molekulék szerkezetének vizsgalataban, szenzorhalozatok lokalizacios problé-
maiban, CAD feladatokban, stb.) is hasznosnak bizonyultak a merevséggel kapcsolatos elméleti
eredmények.

Az OTKA palyazatban kombinatorikus modszereket hasznaltunk a merevségre és globélis
merevségre vonatkozd nyitott kérdések vizsgalatdban.

6.1. Merev grafok és szerkezetek

A (G,p) d-dimenzios szerkezet egy G grafbol és egy p : V. — RY hozzarendelésbol all. A
szerkezetre (melyet geometriai grafnak is neveznek) azt mondjuk, hogy a G egy d-dimenzios
realizdcidja. A szerkezetben az éleket egyenes szakaszoknak vagy rudaknak képzeljik, egy él
hossza a végpontjainak tavolsdga. A szerkezet merev, ha az adott élhosszakra nézve lokalisan
egyértelmii, avagy folytonosan nem deforméalhato (eltekintve az eltolasoktol, elforgatasoktol, ill.
altaldban az egész tér izometriaitol). A szerkezet merevsége csak a G graftol fiigg, amennyi-
ben p generikus, azaz a pontok koordinatai kellGen altalanos helyzetiiek. A d = 2 esetben a
merev grafokat Laman jellemezte (1970). A térbeli (és magasabb dimenzios) merevség pontos
jellemzése a teriilet mai napig megoldatlan nehéz nyitott problémaja.

A [27] dolgozat f6 eredménye egy uj fels6 korlat a haromdimenziés merevségi matroid
rangfiiggvényére. Ez grafok haromdimenziés merevségére ad olyan 1j sziikséges feltételt, amely
- legalabbis bizonyos grafosztalyok esetén - elégségesnek is tiinik.

Egy fontos specialis eset a molekuldris grafok, avagy négyzetgrafok csalddja, melyek me-
revségére ad feltételt az 1984-ben kitiizdtt Molekuléris Sejtés. A d-dimenzids térben kettd ko-
dimenzios affin alterek (.n. zsanérok) mentén illeszkedd teljes dimenzios merev testekbdl &llo
rendszert d-dimenzids test-zsanér szerkezetnek nevezziik. Kétdimenzioban tehat Osszeszogelt
sikidomokra, hdromdimenzioban egyenes szakaszok mentén Osszeragasztott testekre gondolha-
tunk. Egy ilyen szerkezet mozgdsa minden testet kiilon-kiilon folytonosan mozgat gy, hogy az
illeszkedd testek egymaéashoz viszonyitott mozgasa a megfelel6 zsanér koriili forgatas legyen. A
mozgdas akkor trividlis, ha minden test egyforman mozog. A szerkezet akkor merev, ha minden
mozgdasa trividlis. A szerkezet grafjaban a testeknek pontok, a zsanéroknak élek felelnek meg.
Tay és Whiteley 1984-ben megmutatték, hogy egy grafnak d dimenziéban pontosan akkor van
merev test-zsanér realizdcidja, ha minden élét (d;rl) — 1 parhuzamos éllel helyettesitve a kapott
grafban lesz (dgl) él-diszjunkt feszitéfa. Ugyanekkor megfogalmazték azt a sejést, hogy ha egy
grafnak van ilyen merev realizicioja, akkor olyan is van, amelyben minden testre a ra illeszkedd
zsanérok egy kozos hipersikban vannak.



Ez a Molekularis Sejtés, melynek duélis alakja szerint ha egy grafnak van merev test-zsanér
realizécioja, akkor olyan is van, amelyben minden testre a ré illeszkedd zsanérok (egyenesek)
egy ponton mennek &t.

A sejtés minden d > 2-re nyitott volt. Whiteley ért el részeredményeket a d = 2 esetben
1989-ben. A [30] cikkben teljes megoldast adtunk a d = 2 esetre. Megoldasunk kulcsa egy ek-
vivalens, csuklo-kollinearitasi feltételeket teljesitd, rid-csuklo szerkezet szabadsagi fokara adott
1j képlet volt. Id6kozben, modszereinket és eredményeinket tovabbfejlesztve, a sejtést megol-
dottak: Katoh és Tanigawa japan kutatok cikke megjelenés alatt all. Az [28], [29], [32] cikkek
a haromdimenzios esetre vonatkozo részeredményeket tartalmaznak.

A [33] cikkben hatékony kombinatorikus algoritmust adunk arra, hogyan helyettesitsiik egy
sikbeli redundéansan merev generikus rid-csuklé szerkezetben a rudakat kotelekkel és rugokkal
ugy, hogy a kapott G.n. tensegrily szerkezetnek tovabbra is legyen merev realizacidja.

Altalanositottuk Lovasz és Yemini 1982-es eredményét, amely szerint 6-sszefiiggé grafok
generikusan merevek a sikban. Az éallitas 5-Osszefiiggs grafokra altaldban nem érvényes. Kiter-
jeszthetd azonban vegyesen 6-Osszefiiggd grafokra [31]. (Egy G graf vegyesen 6-0sszefiiggs, ha
minden vegyes vigaséara, amely az X ponthalmazbol és az Y élhalmazbol all, 2| X | + |Y| > 6.)

A merevség fogalmanak egyik lehetséges kiterjesztése iranyitott grafokra a perzisztencia. A
[1] cikkben hatékony algoritmust mutatunk annak tesztelésére, hogy iranyitott grafok bizonyos
osztalyai perzisztensek-e a sikban.

Fekete Zsolt [13] polinomidejii algoritmust és minimax tételt adott arra a kérdésre, hogy egy
kétdimenzios generikus szerkezetnek minimum hany pontjat kell rogziteni, hogy merev legyen.

6.2. Globalisan merev grafok és szerkezetek

A (G,p) d-dimenzios szerkezet globdlisan merev, ha az adott élhosszakra nézve a realizacio
globélisan is egyértelmi, azaz minden mas d-dimenzios szerkezet ezen élhosszakkal az eredeti-
vel egybevagd. Természetesen minden globalisan merev szerkezet merev, forditva azonban ez
nem mindig érvényes. Generikus, azaz kellGen altalanos helyzetii szerkezetek esetén a globélis
merevség is csak a G graftol fiigg. Ennek igazolasa joval nehezebb a merevségre vonatkozd
megfelel6 allitasnal és a d > 3 esetre ez csak 2007 6ta ismert. A merevséggel valo kapcsolatra
Hendrickson mutatott ra, aki igazolta, hogy egy d-dimenzios globdalisan merev graf (d + 1)-
Osszefiigg$ és redunddnsan merev, azaz barmely élét elhagyva is merev. A d = 2 esetben ezek
a feltételek elégségesek és jellemzik a globalis merevséget. Ezt egy korabbi cikkben igazoltuk
Bill Jacksonnal. A d > 3 esetben nem ismert a pontos jellemzés.

A [26] cikk egyik fejezete a globélis merevség lehetséges alkalmazasaival foglalkozik szenzor
halozatok lokalizacids probléméiban. Itt az alapfeladat a hélozat cstcsparjainak tavolsidgéra és a
csicsok helyzetére vonatkozo részleges informaciobol az Gsszes cstics pontos helyének meghaté-
rozésa. Amennyiben a halozat grafja globalisan merev és kell§ szami csics pontos helye ismert,
a kapott megoldas egyértelmii lesz. A [26] cikk arra ad feltételeket, hogy bizonyos csticsok mi-
kor lokalizalhatok egyértelmtien, ezzel nagymértékben altalanositva Whiteley és szerzétarsai
korabbi megfigyeléseit.

Foglalkoztunk azzal a kérdéssel is, hogyan lehet (nem generikus) globalisan merev szerkezetet
késziteni egy globalisan merev grathoz. Megmutattuk, hogy a wvertex split miivelet megérzi a
kétdimenzios globalis merevséget. Ez Whiteley és Cheung sejtésére adott valaszt. Fzek az
eredmények a [34] cikkben jelennek meg.

7. Stabil parositasok

(Gale és Shapley klasszikus stabil parositasi algoritmusa 6ta az eredeti modellt szdmos iranyba
sikeriilt hatékonyan kiterjeszteni, és a stabil péarositdsok strukturajanak és tulajdonsagainak



elemzése az alkalmazott kombinatorika egyik rendkiviil termékeny teriiletének bizonyult. Ez a
témakor a jelen palyazat kutatasainak is fontos eleme volt. A [11] cikk a stabil parositési piacok
viselkedésének dinamikajat vizsgalja algoritmikus szempontbol. Uj szereplé csatlakozasa esetén
a piac egy 1j stabil allapotba jut el; a cikk azt elemzi, hogy milyen jellemz&i vannak ennek
az 1) allapotnak az eredetihez képest, és hogyan allapithaté meg, hogy mely piaci szerepl6k
profitdlnak a valtozésbol. Ezzel kiterjeszti a korabbi, kétoldali piacra vonatkoz6 eredményeket
(Roth, Vande Vate).

Szintén a kétoldala piacrol szold korabbi eredményeket terjesztett ki altalanos piacokra
Fleiner [15]. Crawford, Kelso és Knoer vezették be a kivalasztasi fiiggvényen alapulo stabilitéasi
modellt. A cikk megmutatja, hogy ez kiterjeszthet$ a nem kétoldala esetre is, és a kivalasztasi
fliggvény bizonyos tulajdonsagai mellett Irwing stabil parositasi algoritmusanak tovabbfejlesz-
tésével polinomialis algoritmus is adhaté a stabil megoldas megtaldlasdra. Az eredmények az
IPCO 2008 konferencian szerepeltek.

Uj, a korabbiaknal egyszeriibb és hatékonyabb stabil parositasi algoritmust dolgozott ki
Kiraly Z. [44] is; ezzel b6vebben az Approximécios algoritmusok fejezetben foglalkozunk.

A kétoldalu stabil parositasi probléma poliéderes leirasaval foglalkozott Kiraly T. és Pap J.
[39]. Megmutattak, hogy a Rothblum &ltal adott lineéris rendszer teljesen dudlisan egészértéki,
és polinomialis algoritmust adnak az egészértékd optimalis dudlis megoldas megtalalasara.

A [16] cikkben Fleiner bevezetett egy tjszerti folyam-modellt, ami ahhoz hasonloan altala-
nositja a stabil hazasitas problémat, ahogy a hélézati folyam feladat altalanositja a parositas
probléméat paros grafban. Bebizonyitotta, hogy mindig létezik stabil folyam, és a megoldasok-
nak a stabil parositasokhoz hasonld halo-struktiraja van.

8. Approximacios algoritmusok

A kétoldalu stabil parositasi probléma szigoru preferencidk esetén megoldhaté Gale és Shapley
jol ismert algoritmusaval, és konnyen igazolhaté tétel, hogy minden stabil parositas ugyanak-
kora. Ez azonban nem feltétleniil igaz, ha a preferencidknal dontetlen is megengedett, s6t,
ilyenkor a maximalis méreti stabil parositas megtalalasa NP-nehéz. T6bb kozelitd algoritmus
is sziiletett korabban erre a feladatra (Irving és Manlove, illetve Iwama, Miyazaki és Yamau-
chi). Kiraly Z. [44] egy ezeknél joval egyszeriibb és jobb approximécios faktort adé algoritmust
adott a feladatra. Ez 3/2-kozelitést garantal ha csak az egyik oldalon lehetnek dontetlenek, és
5/3-kozelitést az altalanos esetben. A cikk elnyerte az ESA 2008 konferencia Best Paper dijat,
és a benne szereplé megkozelitést azota tobb 4j algoritmusban is sikeresen hasznaltak.

Halozati broadcast feladatok matematikai modelljéhez kapcsolodik az a feladat, amikor egy
hipergrafot tgy kell iranyitani, hogy egy forrasbol a kijeldlt csticsok mindegyikébe kell§ szamu
éldiszjunkt 4t menjen. Kiraly T. és Lau [40] megmutatta, hogy az utak szamanak maxima-
lizaldsa NP-nehéz, azonban 2-kozelité algoritmus adhato a feladatra. Hasonld eredményeket
bizonyitottak egy rokon feladatra, ahol az éldiszjunktsagon til az utak kozos tovabbitd csticsot
sem hasznélhatnak. Az eredmények a FOCS 2006 konferencian keriiltek ismertetésre.

Az utébbi idében szamos eredmény sziiletett olyan grafelméleti optimalizalasi feladatokrol,
ahol fokszamkorlatok hozzdadasaval a feladat NP-nehézzé valik, de a fokszamkorlatok kis meg-
sértését megengedve talalhato kis koltségli megoldas. Kiraly T., Lau és Singh [38] matroidokra
és szubmodularis dramokra bizonyitott ilyen jellegii j eredményeket. A szubmodularis ara-
mokra vonatkozo tétel szerint ha a fokszamkorlatos feladat LP relaxaciojanak optimumértéke
«, akkor polinom idében taladlhaté egy olyan, legfeljebb a koltségi szubmodularis dram, ami a
fokszamfeltételeket legfeljebb eggyel sérti meg. A matroidokra vonatokzé eredmény a fokszam-
korlatoknal altalanosabb linearis feltételeket is megenged, és a feltételek megsértésének mértéke
fiigg e feltételek struktirajatol. A cikk szerepelt az IPCO 2008 konferencian.
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