Valasztasi rendszerek matematikaja:
valasztokeruletek kialakitasa,
mandatumszamitas és szavazas

Elért eredmények

A kutatdsi terviink harom teriiletre iranyult a szavazdselméletre, a mandatumszamitasra és a
valasztokeriilet-szabdaldsra. Mivel a harom koéziil a mandatumszamitas terén nem tudtunk
publikaciéra érdemes eredménnyel elGallni a zarobeszamoléban a masik két teriileten elért
eredményeinket ismertetjik.

1. Szavazaselmélet

1.1. Neuralis halék alkalmazasa a szavazasi eljarasok vizsgalataban

A szavazasi paradoxonok és a kozosségi dontések szavazason keresztiili meghozatala miatt a
szavazaselmélet egy mdig népszerl kutatdsi teriilet. Az egyes szavazasi eljardsok mellett
szélnak axiomatikus jellemzéseik és elleniik a kilénféle paradox viselkedésiik. Borda és
Condorcet tébb mint két évszazados vitaja maig nyitott, mivel nem létezik az 6sszes elvarhaté
tulajdonsagnak eleget tevé eljaras. igy tobbek kozott kialakultak a Borda-szavazast, a
paronkénti tobbségi szavazast, vagy a jovahagyo szavazdst tamogatdk korei. Ezért a szavazasi
eljarasok vizsgalatat mas uton kozelitjik meg (Burka és tarsai, 2016): az emberi agy miikodését
»szimulalé” neuralis haldkat kivanjuk felhasznalni a szavazatok aggregdldsahoz.

A Pythonban és C#-ban megirt programunk segitségével teszteltiik, hogy a neuralis hald
(pontosabban az MLP-ét hasznaltuk) képes a szavazasi eljarasokkal tdmasztott két alapveté
tulajdonsadg (egyhangusag és Pareto-dominancia) megtanuldsara. Ezek alapjan arra a
kovetkeztetésre jutottunk, hogy a neurdlis halé alkalmas eszk6z szavazasi eljarasok
vizsgalatdra. A neurdlis halét tanitottuk a Condorcet-gy6ztessel rendelkezé profilok halmazan,
az egyértelmil Borda-gyGztessel rendelkez6 profilok halmazan, az egyértelmi tobbségi
gyOztessel rendelkez6 profilok halmazan, tovabba ezen esetek kombinaciéjan is. Meglepd
maodon akarmelyik tanuldsi halmazt is véve, a neuralis halé valasztasa egyértelmiien a Borda-
szavazashoz esik a legkdzelebb. Raadasul az eredmény robusztus a preferenciaprofilok
generalasahoz alkalmazott eloszlasra: vizsgaltuk az input generdldsat ugynevezett IC (impartial
culture), AIC (anonymous impartial culture) és a paronkénti Gsszehasonlitasok aranyait
tartalmazé matrixok segitségével.



Mivel az MLP egy univerzdlis approximator, a fenti eredmény arnyaltabban értelmezendé:
ugyan a Borda-szavazdsra tanul rd szokdsos mintaméretek mellett, de kell6éen nagy
mintaméret esetén a betanitott eljarasra a Borda-szavazasnal jobban ra kell tanulnia az MLP-
nek.

1.2. Szavazasi eljarasok optimalizaciés problémak eredményeként

Szavazasi eljarasok kivalasztasat optimalizacids problémak megoldasan keresztiil, az 1970-es
évek kozepétsl madig szamos kutatd vizsgalta. A legfrissebb, altalanos eredmény szerint
megfelel6 tavolsagfliggvény valasztasaval barmelyik szavazasi eljardas megkaphatd. A korabbi
és az altalunk alkalmazott megkozelités kozotti Iényegi kiilonbség, hogy mig az el6bbiek
valamilyen kivanatos tulajdonsaghoz minél kozelebb keriilést céloztak meg, a mi
megkozelitésiink a nem kivanatos, diktatérikustdl keresi a legtavolabbit. Egy kézenfekvd
metrika alkalmazasa mellett kutatasunkban megmutattuk (Bednay, Moskalenko és Tasnadi,
2017), hogy a legkdzelebbi diktatdrikus fliggvénytdl legtdvolabbi a kisebbségi valasztas (az az
eljards, amely a legkevesebbek altal kedvelt alternativat valasztja), mig az 6sszes diktatorikus
flggvényhez egyidejlileg legkdzelebbi a tobbségi szavazas. Ezen kiviil az 6sszes diktatorikustol
egyszerre legtavolabbi a kisebbségi vdlasztds, mig a legtavolabbi diktatorhoz legkézelebb
keriil6 szabaly a tobbségi szavazas. Ezzel egyfajta duadlis viszonyt azonositottunk be a
célfiiggvények kozott.

A Gibbard-Satterthwaite-féle lehetetlenségi tétel szerint harom vagy annal tobb alternativa
esetén nincsen diktdtormentes és manipulaciomentes (sziirjektiv) tarsadalmi valasztasi
fliggvény (TVF). A TVF-eket egyik kutatdsi irdny szerint szokas a manipuldlhaté profilok
(preferencia n-esek) aranyaval jellemezni, amely szimuldcids technikdval hatarozhaté meg. A
kutatdsainkat folytatva a diktatérikus TVF-ektél vett tavolsagon keresztiili mérés lehetdségét
elemeztiik szimuldcidos moédszerekkel és a két megkozelités eredményeit hasonlitottuk 6ssze
(Bednay, Moskalenko és Tasnadi, 2019). Mindkét index szerint az ismert, leggyakrabban
alkalmazott TVE-ek koziil a tobbségi (plurality) szabaly teljesit a legrosszabbul, abban az
értelemben, hogy egyben a legtébb profilon manipulalhato és a diktatérikushoz a legkdzelebb
es6 gyakran alkalmazott TVF. A legkevésbé manipulalhaté nevezetes TVF Copeland mddszere,
mig a diktatoérikustdél legtavolabbi a 2-jévahagyé szavazas.

1.3. Parlamenti vesztegetés egyfajta modellje

A vesztegetés kérdését a parlamenti partok szamanak fliggvényében vizsgaltuk (Bannikova és
Tasnadi, 2015). Az orszagok ismertebb korrupcids indexeit alapul véve, azt tapasztaltuk, hogy
azon orszagokban, amelyekben t6bb parlamenti part van, a korrupcids indexek a korrupcié
magasabb szintjére utalnak. A leird statisztikai elemzésiink alapjan egy egyszer(ibb elméleti
modellt is feldllitottunk, amelyben a térvényhozas menetét befolydsold kiilsé ,vesztegets”
koltsége partonként, az egyes partok képviselSinek szamdval aranyos. Modelliinkben rogzitett



képvisel6szam és partok szama mellett a partok kéz6tti mandatumszam eloszlas egy széles
tartomanyban mozoghat. A probléma kombinatorikai természetli és a veszteget6nek a
szamitasi bonyolultsag szempontjabdl nehéz hatizsak problémara visszavezethetd
részproblémat is meg kell oldania a vesztegetendd képvisel6helyek szamanak minimalizalasa
soran. Ezért sajat készitésl szamitdgépes program segitségével hatdroztuk meg a veszteget6
atlagos vesztegetési koltségét 2-t61 10-ig terjed6 szamu parlamenti partok esetén. Numerikus
szamitasaink alatdmasztottdk, hogy a partok szdmanak névekedésével csokken a vesztegetés
koltsége, ami 6sszhangban van empirikus megfigyeléseinkkel.

2. Valasztokerulet-szabdalas

A valasztékeriiletek ,igazsagos” meghatarozasanak a kérdése a politikusok és az érdekl6dé
allampolgarok kérében egy vitatott kérdés, mivel a valasztékeriiletek meghatarozasa
jelentdsen befolyasolhatja a valasztasok kimenetelét. A kérdés a legutdbbi Magyar
Orszaggylilési Valasztas soran jelents kozérdekl6désre tarthatott szamot. A probléma egy
objektivabb, legalabb részleges megvalaszolasa csokkentheti a képvisel6k és a szavazék
»igazsagérzetét sért6” szabdalasok mértékét, és ,felesleges” politikai csatarozasoktol
kimélhetné meg a szerepl6ket. Mind elméleti, mind gyakorlati szempontbdl komoly kihivast
jelent a partos vélasztokeriilet-szabdalast gatld objektiv megkozelitések kidolgozasa. Az egy,
illetve tobb f6s valasztokeriiletekkel rendelkezé valasztasi rendszerekben a valasztékeriiletek
Ujra-szabdalasa allandé konfliktusforras. Az Ujra-szabdalast a lakossag teriileti egységenkénti
eltéré novekedési liteme és a migraciod teszi sziikségessé. A valasztokerilet-szabdalasi
problémara maig nem sziiletett elfogadhaté megoldas.

2.1. Normativ megkdzelités

Az dltalunk alkalmazott axiomatikus modellkeretben megmutattuk (Puppe és Tasnadi, 2015),
hogy a két-keriilet determinaltsag (csak két keriiletre osztando teriilet esetén a dontetlen és
egy part gy6zelme kozott ,konzisztensen” kell valasztanunk), a két-keriilet egyenletesség
(kilonb6z6 két-keriletes problémakon az eljarasnak ,hasonléan” kell viselkednie), a
k6zombosség (csak az elnyert mandatumok szama a lényeges) és a konzisztencia (adott
eljarast tekintve az egész problémara kapott szabdalas barmely részteriiletre is egy valaszhato
szabdalas) tulajdonsagok egyiittes teljesiilése a part-optimalis szabdalasi eljarashoz vezet
ugynevezett kapcsolt foldrajzokon. Ha még a partsemlegesség axiomdjat is hozzavessziik,
akkor egy lehetetlenségi tételt kapunk. Eredményiink aldtamasztja, hogy miért nem sikeriilt a
valasztdkeriilet-szabdalasi problémat kielégit6en megoldani.



2.2.  Szamitasi bonyolultsag

Sokan attdl tartanak, hogy a szamitogépes hardver és szoftver, tovabba a valasztékrol
rendelkezésre all6 egyre pontosabb informacié nem szabhat gatat egy ugynevezett partos
valasztokeriilet szabdaldasnak (,gerrymandering). Altman és McDonald (2010) szerint a
legmodernebb grafikus informacids rendszereket hasznalé szoftverek sem képesek egy part
szamara a képvisel6hely maximalizalé valasztokeriilet szabdaldst meghatarozni. A probléma
szamitastudomanyi bonyolultsagdara vilagitott ra Altman (1997), valamint Puppe és Tasnadi
(2009).

A korabbi bonyolultsagelméleti eredmények nem vették explicite figyelembe a szavazoék
sikbeli elhelyezkedését. A kutatasunkban megmutattuk (Fleiner, Nagy és Tasnadi, 2017), hogy
az optimalis partos valasztokeriilet-szabdalasi probléma sikbarajzolhaté foldrajzokra is NP-
teljes. Els6ként polinomidlis algoritmust is adtunk a probléma egydimenziés egyszerusitett
valtozatara. Az NP-teljesség 6nmagaban nem jelenti azt, hogy egy probléma kisebb méreti
realisztikus inputokon megoldhatatlan. Polinomiok segitségével ramutatunk arra, hogy a
»rajzolandd” valasztokeriiletek viszonylag kis szama ellenére a probléma gyakorlatilag
megoldhatatlan, a rajzolhato valasztdkeriletek nagy szama miatt.

A partos valasztokeriilet-szabdalasnal hivatkozni szoktak az ugynevezett ,crack and pack”
eljarasra, amely segitségével konnyen illusztralhatd, hogy egy part hogyan szabdalhatja maga
szamadra kedvezGen a valasztokeriileteket. Az eljarads lényege, hogy a szabdalast végrehaijto
part minimdlis szavazatokkal nyeré vdlasztdkeriileteket hoz létre, mig mas
valasztokeriiletekben a rivalis part tdmogatdit tombdositi. Az optimalis partosvalasztékeriilet-
szabdalas meghatarozasa kilénb6z6 modellkeretekben igazoltan NP-teljes, igy ezekben a
»,crack and pack” eljards sem adhat polinomidlis idejl algoritmust P#NP mellett.
Konferenciael6adasunkban (Tasndadi, 2019) megvizsgaltuk a ,crack and pack” eljarasnak az
optimalis megoldast a kozelit6 tulajdonsagat és modellkerettdl fliggd hatékonysagat, masrészt
targyaltuk a valasztdkeriilet-szabdaldsi probléma modellkerettél fliggd kozelithet&ségét.
Foldrajzi korlatok hianyaban a ,,crack and pack” polinomidlis, viszont Puppe és Tasnadi (2009)
a foldrajzi korlatokat implicite figyelembe vevé modellkeretében a nem polinomalis futas idejd
»crack and pack” elven nyugvd eljarasok a valasztokerilet méret novekedésével egyre
kevésbé kozelitik a partoptimalis megolddsokat, pontosabban a kozelit6 megoldas relativ
hibaja 1-hez tart a legrosszabb esetben.

2.3. Valasztokerlletek alakja

A gerrymandering a valasztokeriletek politikai elfogultsdg szerinti atrajzoldsa. A vélasztasi
korzetek létrehozatalakor az alak 6ndllé kutatasi téma, mivel az, hogy a korzetek hatarait
pontosan hol hizzak meg, meghatarozé lehet a partok valasztasi eredményeit illetéen, ami
kozvetve jelent6s gazdasagpolitikai kovetkezményekkel is jarhat. Szamos mérték létezik sikbeli
alakzatok bizonyos tulajdonsagainak leirasara, de az ideadlis valasztdkeriilet format nehéz
lenne meghatarozni. Kutatasunkban a Hu invaridns momentumok segitségével egy Uj
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korszerlségi mutatot alkalmazunk néhany amerikai valasztékeriilet alakjanak és az id6nként
el6forduld valtoztatasok hatasanak vizsgalatara, tovabba targyaljuk az altalunk alkalmazott
alakmutatékkal kapcsolatban felmeriilé modszertani kérdéseket is. Tovabbi célunk egy olyan
eljaras létrehozasa, amellyel a manipulaci6 szandéka hatékonyan kiszlirhet6 a
valasztokeriiletek ujra rajzolasanal.

Az e téren elért eredményeinket Nagy és Szakal (2019) tartalmazza. Egyrészt 6sszehasonlitjuk
néhany amerikai dllam valasztdkeriileteinek az alakjat. Masrészt bemutatjuk az alkalmazott
alakmutatdkat és targyaljuk az ezekkel kapcsolatos modszertani kérdések egy részét. Szamos
mérték létezik sikbeli alakzatok bizonyos tulajdonsagainak leirdsdra, ezzel szemben az idealis
valasztokeriilet formdat nehéz lenne meghatarozni. Kutatasunkban a Hu invaridns
momentumok segitségével egy Uj korszer(iségi mutaté-csaladot alkalmazunk néhany amerikai
valasztdkeriilet alakjanak és a rendszeresen el6forduld valtoztatdsok hatdsanak vizsgalatara,
a bevezetett mutatd kiilonb6z6 paraméterei mellett.

2.4. Gerrymandering hierarchikus valasztasi rendszerekben

A jeloltek valasztasa torténhet tébbszinti valasztasi rendszerekben. A tanacsrendszer elvileg
ilyen szerkezetli. Nevezetesen a valasztokorzetek nyertesei vdlasztokeriiletekbe
csoportosithaték, majd ezen magasabb szintl valasztékeriiletekbe csoportositott elsé szintd
nyertesek nyertesei még magasabb szint(i valasztokeriiletekbe csoportosithatok és igy tovabb,
amig el nem jutunk a legfelsé torvényhozasi szintig. A kutatasainkban (Kobayashi és Tasnadi,
2019) igazoltuk, hogy a szintek szamdanak névelésével névekszik a valasztokeriilet-szabdalast
végz6 part hatalma, abban az értelemben, hogy egyre inkdbb a szamdra legkedvezdébb politikai
beallitottsdgu valasztépolgar elnokké valasztdsat biztosithatja alkalmas tébbszint(
szabdalassal (a partok jel6ltjei is valasztépolgarok).
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