2ar6 beszamol6 az NN-102 029-es szamu OTKA palyazat keretében elért eredményekrdl

Témavezetd: Pach Janos

A pdlyazat 4 éve alatt elért eredményeket tébb mint 70 cikkben publikdltuk. Ebben az
Osszefoglaldban - terjedelmi okok miatt - nem térhetiink ki minden eredményre, ezért csak a
legfontosabbakat ismertetjik.

Nem tartozik a tudomanyos eredmények k6zé, de megemlitjik, hogy - részben a palyazat altal
tdmogatott kutatasok elismeréseként - a témavezet6t az ACM (Association fér Computing
Machinery) és az Academia Europaea tagjai kdzé valasztotta, valamint meghivott el6add volt a
Matematikusok Nemzetkozi Kongresszusén Szoulban.

Pach Janos a palyazat témajaban elért eredményei koziil 5-6t emeliink ki.

1. Keszegh Baldzzsal és Palvolgyi Domotorrel kozésen megoldottak Dujmovic, Eppstein,
Suderman és Wood régi problémajat (melynek elintézése a palyazat egyik f6 célkitlizése
volt). Bebizonyitottak, hogy minden d természetes szamhoz van egy olyan f(d) szam, hogy
barmely sikgraf, melyben minden csucs foka legfeljebb d, lerajzolhaté a sikban ugy, hogy élei
egymast nem metsz8 egyenes szakaszok, és az élek dGlésszogeinek szama legfeljebb f(d). Azt
is belattak, hogy ha az élek egyszer megtérhetnek, akkor 2d kiilonb6z6 délésszog elegendd.
(SIAM J. Discrete Math. 2013).

2. Tardos Gaborral kozosen megoldottak az epszilon-haldk elméletének egyik legrégebbi nyitott
kérdését. Haussler és Welzl klasszikus 1987-ben publikdlt eredménye szerint, minden d>|
egészhez van olyan c(d) konstans, hogy barmely d Vapnyik-Cservonyenkisz dimenziés H
halmazrendszerben minden epszilon>0 szamra taldlhaté legfeljebb
(c(d)/epszilon)log(l/epszilon) méret(i epszilon-hdld, tehat valaszthatd legfeljebb ennyi pont,
hogy a halmazrendszer barmely olyan halmazdban, amely az alaphalmaz elemeinek legaldbb
epszilon-részét tartalmazza, van valasztott pont. A témavezetd és Gerhard Woeginger 25 éve
belattak, hogy ebben az eredményben a logaritmikus faktorra sziikség van, de az altalanosan
elfogadott (és Matousek, Seidel, valamint Welzl altal 1990-ben konkrétan kimondott) sejtés
szerint a "geometriai mddon definiadlt" hipergrafok esetén a logaritmikus factor elhagyhaté.
Ismert volt példaul, hogy minden olyan hipergafban, melynek élei megkaphatdak egy 3-
dimenzids térbeli ponthalmaz félterekkel valé metszeteiként, ez az allitds igaz. Pach es
Tardos egyebek kozott belattdk, hogy 4 (és magasabb) dimenzidban mar sziikség van a
logaritmikus faktorra. Altaldanosabban: a Haussler-Welzl tétel semmilyen d>| esetén nem
javithatd még akkor sem, ha pusztdn geometriai mddon definidlt halmazrendszerekre
szoritkozunk. (J. Amer. Math. Soc. 2013).

3. Egy grafot k-kvdzi-sikgrdfnak neveziink, ha lerajzolhatd a sikban gy, hogy az élei kozott nincs
k paronként metsz6. (Eszerint a definicid szerint a 2-kvazi-sikgrafok ugyanazok, mint a
sikgrafok.) Régi alapkérdés, hogy minden k-ra van-e olyan c(k) konstans, hogy barmely n-
csucsu k-kvazi-sikgrafnak legfeljebb c(k)n éle van. Ha k=2, akkor ez kévetkezik Euler tételébdl.



k=3 esetben Agarwal, Aronov, Pach, Pollack es Sharir bizonyitottak 1997-ben, k=4-re pedig
Eyal Ackerman 2009-ben. Nagyobb k értékekre a probléma nyitott. A legjobb altaldanos fels6
korlatot Jacob Foxnak és Pach Janosnak sikerilt bizonyitania: barmely n-csucsu k-kvazi-
sikrafnak legfeljebb c(k)n(logn)A{logk} éle lehet. Azt is belattdk, hogy minden n-csucsu
"topoldgiai" grafban (goérbevonall élekkel lerajzolt grafban), melynek barmely két éle
legfeljebb t-szer metszi egymast és melynek legalabb nA{l+epszilon} éle van, taldlhatd
legalabb nA{delta} paronként metszé él, ahol delta egy csakt-t6l es epszilontdl fliggé pozitiv
konstans. {Europecm J. Combinatorics 2012). Régi megoldatlan probléma, hogy egy igy
lerajzolt teljes grafban van-e mindig konstansszor n paronként metszdé él.

4. Fejes Toth LaszI6 egy kérdése a témavezetSt 1980-ban a kovetkezd sejtés megfogalmazasara
inspiralta: minden sikbeli konvex K halmazra van olyan c=c(K)>0 egész, hogy a sik barmely K
eltoltjaival vald c-szeres fedése felbomlik 2 (egyszeres) fedésre. Ezt az allitdst 1986-ban
sikertilt centrdlszimmetrikus sokszégekre igazolnia. Kés6bb Tardos Gabor és Toth Géza
(2007) bizonyitottak haromszogekre, Palvolgyi és Téth (2010) pedig minden konvex
sokszogre. Az utdbbi években a témakoérben rengeteg Uj eredmény sziletett (részben a
palydzat résztvevlinek koszénhetGen), melyeket Pach, Palvolgyi és Toth foglaltak 6ssze egy
nemrégiben megjelent attekint6 cikkikben (in: Geometry - Intuitive, Discrete, and Convex,
Springer, 2013). Nyitva maradt a legegyszer(bb kérdés: igaz-e az allitas, ha K egy kérlemez?
Mani és Pach egy tobb mint negyedszazados, publikalatlan kéziratanak allitdsa szerint igen.
Egy Palvolgyi Domotorrel kozos cikkben ennek ellenkezéjét I1atjak be! Az allitds ugyanakkor
valdban igaz nem korlatos konvex halmazok esetén. (I/I/G 2015, submitted).

5. A D-dimenzids tér azon pontjainak halmazat, melyek eleget tesznek legfeljebb t darab
legfeljebb t-edfokl egyenl6tlenségnek vagy egyenl6ségnek, egy (D és t paraméter()
szemialgebrai halmaznak nevezzik. Legyen H egy k-uniform hipergraf, melynek csucsai
megfeleltethetéek a d-dimenzids tér kiilonb6z6 pontjainak, élei pedig azon x_|,...,x_k pont-k-
asoknak, melyekre (x_I,...,x_k) benne van egy rogzitett (kd es t paraméter() szemialgebrai
halmazban. Ekkor H-t szemialgebrai hipergrdfnak nevezziik. Jacob Fox, Mikhail Gromov,
Vincent Lafforgue, Assaf Naor es Pach Janos bebizonyitottdk Szemerédi regularitasi
lemmajanak egy szemialgebrai hipergrafokra vonatkozd rendkivil erds valtozatat. Egy
(P_l,...,P_k) halmaz-k-as (H hipergrafra nézve) homogén, ha akarhogy vélasztunk ki minden
PJ-bdl egy xj elemet, az (x_|,...,x_k) pont-k-asok mindegyike vagy H-hoz tartozik, vagy egyikik
sem tartozik H-hoz. Az Uj regularitasi lemma szerint, minden d, t természetes szamhoz és
epszilon>0-hoz van olyan K=K(d,t,epszilon) egész, hogy barmely k>K esetén minden (d és t
paraméterii) H szemialgebrai hipergraf csucsai felbonthatdak k osztalyra, melyek mérete
legfeljebb 1-gyel kilonboézik, hogy - legfeljebb epszilon szazalékuk kivételével - az osztaly-k-
asok mindegyike homogén. (J. Reine Angew. Math. 2012). Ennek a tételnek szamos fontos
geometriai alkalmazasa van; Id. példdul Barany Imre és Pach Janos egy koézelmultban
megijelent cikket (J. Combin. Theory Ser. B 2014). Tovabbi alkalmazadsokhoz sziikség van
annak pontosabb becslésére, hogy a K konstans miként fligg epszilontél és a d,t
paraméterektdl.

A kovetkezSkben el6szor felsoroljuk a palyazatban részt vevé kutatdk néhany tovabbi eredményét,
amely a fenti 5 témahoz kapcsolddik , majd kitériink egyéb eredményeikre.



1. Grafok egyenesvonalu lerajzolasai. Padmini Mukkamala és Palvolgyi Domotor bebizonyitottak,
hogy minden olyan graf, melynek csucsai legfeljebb 3-adfokuak lerajzolhaté a sikban egyenes
élekkel (nem feltétlenll keresztez6dések nélkiil) ugy, hogy ezen élek iranya fliggbleges,
vizszintes, +45 vagy -45 fokos (in: Graph Drawing, LNCS 2012).

Az egyenesvonall graflerajzolasok egy altalanositasa a kovetkezé: egy G graf akaddlyokkal valo
reprezentdcidjaban adott "akadalyoknak" nevezett 6sszefliggé halmazok egy rendszere a sikban.
A csucsokat pontok reprezentdljk, és két csiucs kozott akkor fut G egy éle, ha a megfeleld
pontokat 6sszek6té szakasz nem metsz bele egyetlen akadalyba sem. Jel6lje o(G) az akadalyok
Mukkamala, Pach és Palvolgyi belattak, hogy vannak olyan n-csucsu grafok, melyekre o(G) >
cn/logn. Itt c>0 egy abszolut konstans. (Electron. J. Combin. 2012). Nem ismert jo felsd korlat
o(G)-re, és azt sem tudjuk, hogy vannak-e olyan sikgrafok, melyekre o(G) tetsz6legesen nagy.

Itt emlitlink egy magasabb dimenzids allitast is. Schur sejtette, hogy a d-dimenzids tér minden
egységnyi atmérdjli n-eleml P ponthalmaza legfeljebb n olyan (d-1)- dimenziés szimplexet
hatdroz meg, melynek minden oldala egységnyi hosszisagu. d=2 esetben ezt Hopf es Pannwitz
igazoltak 1934-ben, d=3 esetben pedig Kupitz, Martini és Perles 2003-ban. Filip Méric és Pach
belattak, hogy Schur sejtése igaz minden olyan P ponthalmazra, melyben igaz, hogy barmely két
egységnyi oldalu (d- 1)-dimenzids szimplexnek legalabb d-2 kdz6s cslicsa van, és azt sejtették,
hogy ennek a feltételnek minden d-dimenziés ponthalmaz eleget tesz (Comput. Geom., to
appear). Nemrégiben Andrei Kupavskii bebizonyitotta ezt a sejtést, melyb6l a Schur sejtése
azonnal kévetkezik. Kupitz, Martini es Perles eredményeit altaldnositja Mdric és Pach egy masik
dolgozata is {Beitrédige Algebra Geom. 2013).

2. Epszilon-hdlok, transzverzalisok. Danzer es Rogers régi hires problémaja a kdvetkezd: legalabb
hany pontot kell venni az egységnégyzetben ugy, hogy barmely epszilon teriletld konvex nyilt
halmaz tartalmazzon koézilik legalabb egyet? ElegendS konstansszor |/epszilon pont? Haussler
és Welz fent emlitett tételébél, de explicit konstrukcidval is adddik hogy konstansszor
(I/epszilon)log(l/epszilon) pont elegendd. Pach és Tardos bebizonyitottak, hogy ennyi pontra
sziikség is van, ha konvex halmazok helyett az Osszes epszilon-teriletli kvazi-téglalapot le
szeretnénk fogni. Egy (delta paraméterd) kvdzi-téglalap azon pontok halmaza, melyeket egy
szakasz végigsopor, ha azt 6nmagaval parhuzamosan ugy mozgatjuk el, hogy a mozgas iranya
sose térjen el a szakasz normalvektoranak irdnyatdl tébb mint delta fokkal. Itt delta egy fix
konstans. (J. Combin. TheorySer. A 2012.)

3. Topoldgiai grafok. Conway hires gubanc (thrackle) sejtése szerint minden n-pontu gubancnak
(olyan topoldgiai grafnak, melynek barmely két éle vagy pontosan egyszer keresztezi egymast,
vagy pedig ugyanabbdl a pontbdl indul ki és mas metszéspontja nincs) legfeljebb n éle van. Pach,
Rados Radoicic és Toth Géza a kovetkez6képpen modositottdk a kérdést: nevezziink egy
topoldgiai grafot dltaldnositott gubancnak (tangled thrackle), ha az élparokra egy harmadik
lehetGséget is megengedink: két él érintheti is egymast. Belattak, hogy ebben az esetben az
élek szama legfeljebb n-szer logn egy hatvanya. (Geombinatorics 2011.) Azt sejtették, hogy ez a
korlat O(n)-re javithaté. Ezt nemrégiben Andres Ruiz Vargasnak, Andrew Suknak és Toth
Csabdnak sikerdlt igazolnia (2014).



Egy topoldgiai grafot egyszeriinek neveznek, ha barmely két éle legfeljebb egyszer metszi egymast.
Fox, Pach és Suk sokkal jobb felsé korlatot bizonyitott n-cslcsu egyszerd k-kvazisikgrafok élszdmara,
mint az altalanos esetben: (nlogn)2*{alpha(n)®c(k)}, ahol alfa(n) az Ackermann fiiggvény (rendkiviil
lassan novekedd) inverse. Ha azt is feltessziik, hogy a graf minden élét x-monoton goérbe
reprezentalja, akkor ez a korlat tovabb javithaté 2*{c_k*6)nlogn-re, ami egyenesvonalu élekkel rajzolt
ugynevezezett geometriai grdfok esetén is jobb, mint Valtr eddig ismert legjobb korlatja. {SIAM J.
Discrete Math. 2013.)

Fllek es Ruiz-Vargas bebizonyitottak a témavezet6 és Toth Géza sejtését, miszerint minden egyszerd(
teljes n-csticsu topoldgiai grafban van konstansszor n*{l/3} paronként diszjunkt él. (Symp. Comput.
Geom. 2013.) A kitev6t kés6bb Ruiz-Vargas- nak sikeriilt majdnem Vi-re javitania, de az igazsag akar 1
is lehet.

A topoldgiai grafelméletben kiemelt szerepet jatszik egy Turan Pal altal bevezetett graf-paraméter a
keresztezédési szam. Egy G graf keresztezési szama az a legkisebb szam, ahany keresztezGdéssel a
graf lerajzolhatd a sikban. Sikgrafok esetén ez nyilvan Pach és Toth Géza bevezették a monoton
keresztez6dési graf fogalmat, ami a fentit6l annyiban kilonbozik, hogy csak olyan lerajzoldsokat
tekintiink, melyben minden él x-monoton, vagyis egy fligg6leges egyenessel valé metszete vagy lres
vagy egy pontbdl all. Nagy irodalma van a linedris keresztez6dési szamnak, ahol egyenesvonalu
lerajzolasokra korlatozédunk. Bienstock és Dean egy 1993-as eredménye szerint a linedris
keresztez6dési szam nem korlatozhaté feliilrél a keresztez6dési szam semmilyen fliggvényével. Ezzel
szemben Pach és Toth megmutatta, hogy a monotone keresztez6dési szam a keresztez&dési szam
négyzetének legfeljebb kétszerese. (MoscowJ. Combin. Number Theory 2012.) Téth Gézanak sikerdlt
megjavitania a keresztez6dési szdmra a keresztez6dd pdrok legkisebb szérndnak (pcr(G))
flggvényében adott legjobb ismert fels6 korldtot. Az Uj korldt konstansszor
pcr(G)7/4}og"{3/2}pcr(G). (in: Thirty Essays in Geometric Graph Theory 2013.)

Jan Kyncl, Pach, Radoicic és Téth azt a kérdést vizsgaltak, hogy minden egyszer(i topoldgiai graf
kiegészithet6-e egyszerd teljes topoldgiai graffa. Sikerilt olyan n- pontu egyszerl topoldgiai grafokat
konstrualniuk, melyeknek csak O(n) élik van, de telitettek, abban az értelemben, hogy nem adhato
hozzajuk egyetlen él sem, amely minden korabbi élet 1-szer (vagy akar legfeljebb k-szor) metszene
(ahol k egy rogzitett egész szam). (Comput. Geom. 2015.)

4. Tobbszoros fedések felbontasa. Keszegh Balazs és Palvolgyi DOmo6tor bebizonyitottdk, hogy ha a
3-dimenzids tér barmely részhalmazat legaldbb 12- szeresen lefedjik egy térnyolcad eltolt
példanyaival, akkor ez felbomlik 2 egyszeres fedésre. Ebb&l kévetkezik, hogy a sik barmely 12-
szeres fedése egy haromszog homotetikus (vagyis parhuzamos helyzet( és hasonld) példanyaival
felbomlik 2 egyszeres fedésre. Ez az els6 pozitiv eredmény, ami nem egy konvex halmaz
eltoltjaira, hanem homotetikus példanyaira vonatkozik. (Comput. Geom. 2014.)

Kovacs Istvan nemrég belatta, hogy ez az eredmény nem altalanosithaté semmilyen 4-sz6g, 5-
sz0g stb. homotetikus példanyaira.



Keszegh és Palvolgyi egy Ujabb dolgozatukban azt is belattdk, hogy egy térnyolcadok eltoltjaival
vald elég sokszoros fedés felbomlik k darab fedésre. Kovetkezésképp minden k-ra van egy olyan
m(k) természetes szam, hogy a sik minden m(k)-szoros fedése egy haromszég homotetikus
példanyaival felbomlik k fedésre. (Szintén Comput. Geom. 2014.) Utdbb az is kiderilt, hogy
m(k)=0(k)

5. Szemialgebrai grafok és hipergrafok. David Conlon, Jacob Fox, Pach, Benny Sudakov és Andrew
Suk egy dolgozatukban azt vizsgdltak, hogy mddosulnak-e a klasszikus Ramsey-tipusu kérdésekre
adott valaszok, ha csak szemialgebrai grafokkal és hipergrafokkal foglalkozunk. Pontosabban
szdlva, jeloljik RAk_{d,t}(n)-nel azt a legkisebb N egész szamot, melyre minden d és t paraméterd
k-uniform szemialgebrai H hipergrafnak van n olyan pontja, hogy az altaluk feszitett k-asok
mindegyike vagy H- hoz tartozik, vagy egyikik sem tartozik H-hoz. A szerz6k bebizonyitottak,
hogy minden k>l eseten RAk_{d,t}(n) < twr_{k-I}(nAc), ahol c=c(k,d,t) egy alkalmas konstans. A
twr_i(x) fliggvényt rekurziv moédon definidljuk: twr_I(x)=x, altaldban pedig twr_i(x)=2A{twr_{i-
1}(x)}. Ez a korlat bizonyos szempontbdl optimalis: minden k-hoz van olyan d=d(k) es t=t(k), amire
RAk_{d,t}(n) > twr_{k-I}(c'n), egy alkalmas c'=c'(k) konstansra. Ez a korlat egy nagysagrenddel
jobb, mint a megfelel6 eredmények 3ltaldnos (nem feltétleniil szemialgebrai) hipergrafokra.
Ennek a ténynek szdmos érdekes geometriai kévetkezménye van, pl. levezethet6 bel6le a konvex
sokszogekre vonatkozé ErdGs-Szekeres tétel tobb nem-trividlis altaldnositasa. (Trans. Amer.
Math. Soc. 2014). A fenti eredmények megsziiletése 6ta eltelt id6szakban kérvonalazédni Iatszik
egy Uj, szemialgebrai kombinatorika, melynek célja az extremdlis graf- és hipergrafelmélet
eredményeinek élesitése specialis, szemialgebrai grafokra és hipergrafokra. Ez volt az egyik f6
témaja a témavezetd el6addsa nak is a Matematikusok Nemzetkozi Kongresszusan Széulban.
(ICM 2014.)

Végiil kiemeliink néhany olyan eredményt, melyek kdzvetlenll nem sorolhatdak a fenti témakorok
egyikébe sem.

Gabriel Nivasch, Pach és Tardos vizsgaltak a kovetkezd problémat, amely egy térképjeldlési kérdéssel
kapcsolatos. Adott n nem atlatszé egységsugaru kor alaku lemez a sikon. Szeretnénk ezeket egy
olyan sorrendben letenni a sikba, hogy kerileteik azon részének Gsszhossza, amely felilrdl lathato,
maximalis legyen. Ezt a paramétert a kdrrendszer maximadlis lathato keriiletének (mik) nevezzik. A
szerz6k megvdlaszoltdk a legérdekesebb ilyen iranyd nyitott kérdést: igaz-e, hogy mik mindig
legaldbb konstansszor n. A valasz tagadd, mégpedig egy nagyon erds értelemben: barmely
koérhalmazra, melynek kozéppontjai "slir(in" helyezkednek el (vagyis ugy, hogy a halmaz
atmérdjének és a minimalis tavolsagnak az ardnya 0(n*{l/2}), mlk=0(n*{3/4}). (Comput. Geom. 2014.)

A sik halmazainak egy csaladja szepardl egy P ponthalmazt, ha P barmely 2 pontjahoz talalhaté a
csaladban egy olyan halmaz, amelyik az egyiket tartalmazza, a masikat pedig nem. Gerbner Daniel és
Téth Géza megmutattak, hogy a sik barmely altaldanos helyzet(i, n-elem( ponthalmazat lehet
O(nloglogn/logn) konvex halmazzal szeparélni. Ez a korlat a loglogn-es tagtdl eltekintve pontos.
(Comput. Geom. 2013.)



Adott egy altaldnos helyzetl n-elemd P ponthalmaz a sikban, melyhez szeretnénk talalni egy olyan
torottvonalat, amely mindegyikikén athalad, és kdzben szeretnénk minimalizadlni a toréspontok
szamat. Nem koveteljik meg, hogy a toréttvonal szakaszai diszjunktak legyenek. Trivialis, hogy n-1
téréspont mindig elegendé, legaldbb n/2-re pedig mindig sziikség van. Adrian Dumitrescu, Gerbner
Daniel, Keszegh Baldzs és Téth Csaba olyan ponthalmazokat konstrudltak, hogy minden rajtuk
atmend torottvonalnak legaldbb n/2 + cnlogn pontja van, ahol c>0 egy abszollt konstans. (Discrete
Comput. Geom. 2014.)

Karolyi Gyula és Toth Géza azt kutattak, hogy miképp valtozik az ErdGs-Szekeres problémara adott
valasz, ha olyan sikbeli ponthalmazok vizsgalatara szoritkozunk, ami nem tartalmaz valamilyen tiltott
rendtipusu T konfiguraciét. Vagyis mi az a legkisebb F=F_T(n) szdm, amire igaz, hogy a sik barmely F-
elemil T-mentes ponthalmazabdl kivalaszthaté egy konvex n-sz6g n csucsa. Ha T egy olyan
rendtipus, melyben a pontok konvex burka egy haromszég, csak haromféle valasz lehetséges: F_T(n)
n-tdl linedrisan, polinomidlisan vagy exponencidlisan fligg. (Discrete Comput. Geom. 2012).

Bardt Janos egy Dujmovic-csal, Joret-vel és masokkal kozos cikkében egy olyan kérdést vizsgaltak,
amely szintén kapcsolatos az ErdGs-Szekeres tétellel. Bebizonyitottdk, hogy a sik minden legalabb
328n"2-elem(i ponthalmazaban vagy van 5 pont, melyek egy konvex 6tszoget alkotnak, melynek
belsejében nincs pont, vagy pedig van n kollinedris pont. A legjobb el6z6 korlat n-ben duplan
exponencialis volt. (SIAMJ. Discrete Math. 2015.)



