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GYURUK ES ROKON STRUKTURAK
A kutatas eredményei

A kutatasi program a kOvetkezd témak vizsgalatat iranyozta eld:

I. Matrix invariansok es rokon kérdések
II. Leavitt utalgebrak és matrixgytiriik
II1. Gytirlik struktirédja
IV. Radikalelmelet
V. Oszthatosag kommutativ gytiriikben: Bezout-félcsoportok
V1. Félcsoport-rendek

A programban kitizott témak mindegyikében sikeriilt jelentés eredményeket elérniink.
Eredményeinkbdl 25 olyan dolgozat készult, amelyek mar megjelentek vagy elfogadasra kerl-
tek, szinte mind erds nemzetkozi folyoiratokban; ezeket tartalmazza a kozlemények jegyzéke. Az
elért eredményeink koziil csak a 1ényegesebbekrdl eshet sz6 az alabbiakban.

. Méatrix invariansok és rokon kérdések

1.1. A Noether-szamroél

Egy véges lineéris transzformacidcsoport palyain allandé polinomfliggvények végesen generalt
algebrat alkotnak, ennek generalasadhoz sziikséges minimais fokszam a reprezentacidhoz tartozo
Noether-szam. Egy véges csoport Noether-szaman az 6 véges dimenzios linearis reprezentacioi
Noether-szdmainak a szuprémumat értjik. Ez egy véges, a csoport rendjénél nem nagyobb szam
az altalunk tanulmanyozott nem-modularis esetben. Abel-csoport Noether-szdma megegyezik a
Davenport-konstansaval, ami definicio szerint az Abel-csoport feletti felbonthatatlan, zérus 6sz-
szegll sorozatok maximalis hossza. A Davenport-konstansnak az additiv szamelméletben kiter-
jedt irodalma van, és hasznosnak bizonyult egy altalanositasanak, az ugynevezett k-adik Daven-
port-konstansnak a tanulmanyozasa is, ahol k tetszdleges pozitiv egész szam; a k=1 esetben visz-
szakapjuk a Davenport-konstanst.

Ennek mintajara bevezettiik a k-adik Noether-szam fogalmat, és Kiterjesztettiink ra tébb additiv
szamelméleti eredményt. Példaul direkt szorzat altalanositott Noether-szamat alulrdl becstiltiik a
tényezOk megfeleld jellemzdjével. Ez és egyéb redukcios lemmaink hatékonyan alkalmazhatok
kiilonb6z6 véges csoportok Noether-szamanak a becslésére. Példaul az 6sszes 2 indexi ciklikus
csoportot tartalmazd véges csoportnak kiszamoltuk az altalanositott Noether-szamait. Ezen ered-
mény donté 1épés annak igazolasaban, hogy egy véges csoport Noether-szama lényegében akkor
¢s csak akkor éri el a csoport rendjének a felét, ha a csoportban van 2 indexii ciklikus részcso-
port. Ez jelentés hozzajarulas Emmy Noether klasszikus tételéhez, és ez az informacio invarians
algebrak minimalis generatorrendszerét meghataroz6 szamitdgépes algoritmusokban is alkalmaz-
hato.



A Davenport-konstans vizsgalatat eredetileg a multiplikativ idealelmélet motivalta, ugyanis egy
Krull-tartomany multiplikativ monoidjabdl létezik egy kanonikus “transzfer homomorfizmus"
az idedl-osztalycsoport feletti, zérus 6sszegii sorozatok monoidjaba, és ezaltal az eredeti gyiiri-
beli faktorizacios problémak egy része visszavezethetd az utdbbi monoid vizsgalatara.

Ismeretes, hogy egy véges transzformécidcsoport polinominvariansai algebrajanak az ideal-osz-
talycsoportja izomorf a csoport karaktercsoportjanak azon részcsoportjaval, amely a tiikrozése-
ken eltind karakterekbdl all. Ennek a ténynek 0j bizonyitasat adtuk azaltal, hogy expliciten be-
azonositottuk a Krull-monoidok altalanos elmélete altal eldrejelzett "oszthatosagi elmélet" (bi-
zonyos specialis tulajdonsagokkal rendelkez6 monoid homomorfizmus) természetes invarians-
be hoztuk egy masik, csak Abel-csoportok esetén 1étezé transzfer homomorfizmussal, amely
felelds a Noether-szdm és a Davenport-konstans egybeesésért.

Az invaridnselmélet nemkommutativ altalanositasara egy kinalkozé lehetdség, hogy a kommuta-
tiv polinomalgebrat (amely a kommutativ algebrak univerzalis algebrai értelemben vett varieta-
séban a szabad objektum) kicseréljik asszociativ algebrak nemkommutativ varietasainak szabad
objektumaira (Ggynevezett relativan szabad algebrakra, melyek a polinomazonossagos algebrak
kvantitativ elméletében alapvetd szerepet jatszanak). Ennek a nemkommutativ invarianselmélet-
nek egy régi eredménye azon varietasok leirasa, amelyekben érvényes Noether tétele véges cso-
portok invaridnsalgebrainak végesen generalhatdsagarél. Kiderilt, hogy ezek éppen azon varie-
tasok, amelyekben barmely végesen generalt algebra barmely kétoldali ideélja végesen generalt
(mint ketoldali ideal). Az azonban nem volt ismert, hogy a Noether-féle fokszdm-korlat is altala-
nosithat6-e ezekre a varietasokra. Bebizonyitottuk, hogy régzitve egy ilyen varietast s egy véges
csoportot, létezik egy univerzélis korlat egy relativan szabad algebraban az invarians részalgebra
generatorainak fokéra, amely csak a varietastol és a csoport rendjétdl fiigg, de nem fiigg a cso-
port adott reprezentaciojatol. Sét, egy ilyen korlatot expliciten megadtunk a polinomazonossagos
algebrak elméletének bizonyos nevezetes konstansai fliggvényében.

A p® rendli Heisenberg-csoportot tanulméanyozva (ahol p>2 primszam) bebizonyitottuk, hogy a
polinom-invariansainak a gyiiriije végesen generalt a 2p foku elemei altal generalt részgyiiriije
felett. A Heisenberg-csoport Noether-szamara is sikeriilt felsé becslést adnunk. Folytatva az
altalanositott Noether-szamra vonatkoz6 korabbi kutatasainkat, becslést adtunk a pg rendti nem-
Abel szemidirekt szorzat esetére. Ez részeredmény lehet azon véges csoportok jellemzésében,
amelyek Noether-szdma nagyobb a csoport rendjének p-ed részénél (ahol p a csoport rendjének
legkisebb primosztoja).

1.2. Szimmetikus és hermitikus matrixok diszkriminansairol

Egy n-edfok( valos egyiitthatdés polinom k-szubdiszkriminansa az egyutthatoknak egy olyan
polinomja, amely akkor és csak akkor tiinik el, ha a polinomnak legfeljebb n-k kiilonb6z6 gyoke
van. Valos szimmetrikus matrix szubdiszkriminansan a karakterisztikus polinomjanak szubdisz-
kriminansat értjuk. Megadtuk ennek egy invarianselméleti jellemzését az ortogonalis csoport
konjugacios hatasat haszndlva. Az eredmenyt alkalmaztuk a szubdiszkriminans négyzettsszeg
elbalitasara egy a valods ortogonalis csoport reprezentacioelméletén alapuld modszer segitségével.
Az eredményeket hermitikus matrixok esetére is Kiterjesztettik.

A 3x3-as esetben meghataroztuk az elfajuld (tobbszords sajatértékkel rendelkezd) hermitikus
matrixok valos algebrai varietasanak eltiinési idealjat. Kideriilt, hogy bizonyos, az altalanos nxn-



es esetben is megkonstruéalhat6 polinomok, melyek kdz6s zéréhalmaza az elfajulé matrixok vari-
etasa, a 3x3-as esetben valoban generaljak az eltiinési idealt. A modszer a megfelel6 koordinata-
gylri teljes kombinatorikus leirasat eredményezte: megkaptuk a koordinatagytirtinek mint a spe-
cialis unitér csoport feletti fokszamozott modulusnak a struktirajat, valamint specialisan a homo-
gén komponensek dimenzidit kodol6 Hilbert-sort.

1.3. Torikus tegezvarietasok

Az egyik legalaposobban tanulmanyozott invaridnselméleti alaphelyzet az altalanos linearis cso-
port matrix m-eseken vald egyidejii konjugalassal valé hatasa. Ennek messzemend altalanositasa
tegezreprezentaciok izomorfia-osztalyait parametrizal6 modulusterek vizsgélata, amit az asszoci-
ativ algebrak reprezentacidelmélete motival. Mi tegezreprezentaciok modulus tereivel foglalkoz-
tunk abban a specialis esetben, amikor a dimenzidvektor értéke mindenutt 1. Ebben az esetben
Ugynevezett torikus varietdsokhoz jutunk, és a gazdag eszkoztarral kezelhet6 torikus esetben
észlelhetlink olyan jelenségeket, amelyek az altalanosabb modulusterekre is érvényben marad-
hatnak.

Egy nevezetes nyitott probléma torikus varietasok idealjaival kapcsolatban az, hogy sima projek-
tivan normalis torikus varietas eltiinési idealja mindig generalhat6-e legfeljebb masodfoku ele-
mekkel. Minden normalis racspolitophoz tartozik egy projektivan normalis tdrikus projektiv al-
gebrai varietas egy a projektiv térbe valé kanonikus beagyazasaval egyiitt. Megmutattuk, hogy
aramlas-politop esetén (ezek felelnek meg tegezreprezentaciok torikus modulustereinek) az igy
kapott projektiv varietas eltlinési idealja legfeljebb harmadfokban generalhatd. Lévén, hogy erre
az idedlosztéalyra a simaségi feltevés nélkil is teljesul a legfeljebb harmadfokban valé generélha-
tosag, remelhetjik, hogy az eredmény tovabbfejlesztése elvezet a fenti sejtés igazolasahoz leg-
alabb ebben az osztalyban. Ramutattunk arra is, hogy adott dimenzidban izomorfia erejéig csak
veéges sok ilyen varietas van, és kidolgoztunk egy sémat az osztalyozasukra. Mindezen torikus
varietasok egy részosztalyat alkotjak tegezreprezentaciok izomorfia-osztalyait parametrizald
modulustereknek. Vizsgalatukat igy az asszociativ algebrak reprezentaciéelmélete is motivalja,
mivel a gazdag eszkoztarral kezelhetd torikus esetben észlelhetiink olyan jelenségeket, amelyek
az altalanosabb modulusterekre is érvényben maradnak.

I1. Leavitt Utalgebrak

Az Lnp, ahol 1<m<n, Leavitt-algebra tanulmanyozasahoz megvizsgaltuk ennek olyan faktorait,
azaz reprezentacioit, amelyekben a generatorok inverz félcsoportot alkotnak. Megmutattuk, hogy
egy ilyen reprezentaciohoz tartozd inverz felcsoport idempotensei altal generalt kommutativ
részgyiirii spektrumaban rejtve jelen van egy parcialis keresztszorzat, és ebbdl nem csak az in-
verz félcsoport, hanem maga a reprezentacio is rekonstrualhatd. Ennek a ténynek messzemend
kdvetkezmeényei vannak: ez a technika olyan vizsgalatokat tesz lehetévé, amelyek az eddig kiza-
rolagosan hasznélt grafalgebras megkozelités finomitasaval is nagyon nehezen kezelhetok. Ezek
a vizsgalataink még folyamatban vannak.



III. Gyirik struktaraja
1. Matrixgytiriik, centralizatorok

A szimmetrikus determinéns és a szimmetrikus adjungalt kapcsolatarél egy természetes, de eddig
nem kozolt eredményt igazoltunk. A 2x2-es és 3x3-as matrixokra (tetszéleges gytra felett) meg-
adtuk a klasszikus Newton-formulak szimmetrikus megfeleldit, amelyekben a szimmetrikus de-
terminans a matrix hatvanyainak a nyomaval van kifejezve. A 3x3-as esetben a formulaban meg-
jelenik a matrix kdbének a transzponaltja is, ez okozta a legnagyobb nehézséget a formula meg-
talalasanal. A szimmetrikus determinansra vonatkoz6 formulat alkalmazni lehet a szimmetrikus
karakterisztikus polinom felirasara is, amely nem kommutativ Cayley—Hamilton nyomazonos-
saghoz vezet.

Végesen generalt Grassmann-algebrak matrix reprezentéciodit vizsgalva megmutattuk, hogy az m
elemmel generalt Grassmann-algebra beagyazhaté egy m valtozés kommutativ polinomalgebra
bizonyos faktora feletti 2™ x2™"es métrixalgebraba. A beagyazéasunk tgynevezett CT-reprezen-
tacio, azaz minden képelem konstans nyomua matrix. Részletesen foglalkoztunk az ilyen CT-tu-
lajdonsagu bedgyazasokkal — ezek a beagyazott algebran teljesiilé Cayley—Hamilton azonos-
saghoz vezetnek. Maximalis kommutativ részalgebrak felhasznalasaval vizsgaltuk a végesen
generalt Grassmann-algebra alaptest feletti matrix reprezentacidinak a méretét is.

Egy R gytrii CT-tulajdonsagl beagyazasabdl és R-nek egy masodrendii d automorfizmusabol
kiindulva megkonstrudltuk az R feletti ferde polinomgytirti R[w,d]/(w?) faktordnak egy CT-
beagyazasat dupla méretii matrixalgebraba. Igy jelentds altalanositasat kaptuk a Grassmann- al-
gebrakra vonatkoz6 emlitett beagyazasunknak.

Meghataroztuk egy véges dimenzids vektortér Grassmann-algebrajaban (mas szoval kiils6 ten-
zoralgebrajaban) talalhat6 kommutativ részalgebrak maximalis lehetséges dimenziéjat. Megad-
tunk egy olyan linearis algebrai eljarast, amely egy kommutativ részalgebrdahoz monomok altal
kifeszitett, vele azonos dimenzidjd kommutativ részalgebrat rendel, ezaltal a kérdést visszavezet-
tik egy extremalis metsz6 halmazrendszerekre vonatkoz6 problémara. Részleges informaciot
nyertink a maximalis dimenziés kommutativ részalgebrak szerkezetér6l, és példat adtunk tartal-
mazasra nézve maximalis, de nem maximalis dimenzi6ju kommutativ részalgebrara.

Az Un. tranzitiv matrixok hasznalatan alapul6 szupermatrix algebra konstrukcionak nagymértékii
altalanositasat adtuk a ferdén centralizl6 matrixok bevezetésével. A ferdén centralizal6 matri-
xok algebraja a Grassmann-algebra felett jol ismert szupermatrix algebra nagymértékii altalano-
sitasanak tekinthet6. A Lie-nilpotens gytiriik feletti matrixok determinanselméletét felhasznalva
tobb eredmenyt kapunk egy ilyen R gytri feletti ferdén centralizal6 matrixok altal alkotott al-
gebrara és ezeken keresztll magara az alapgytrtire (algebrara) és a felette vett ferde polinomgyii-
riire. Megmutattuk, hogy minden ilyen matrixra egy olyan Cayley—Hamilton azonossag teljesl,
amelynek az egyutthatoi a definialdo d endomorfizmus fixalt részgyiiriijében vannak. Ha d auto-
morfizmus €s n-ed rendii, akkor megadjuk R-nek bizonyos beadgyazasait nxn-es ferdén centrali-
zalé matrixalgebrakba. Az R[w,d] ferde polinomalgebranak is megadjuk egy beagyazasat bizo-
nyos R[z] polinomalgebra feletti nxn-es ferdén centralizalé matrixalgebraba. Az emlitett Cayley—
Hamilton azonossagnak és a fenti beagyazasoknak szamos érdekes kdvetkezménye van.

Sikeriilt felsé becslést adnunk egy test feletti matrixalgebra Lie-nilpotens reszalgebrainak a di-
menzidjara — ez a téma kutatasaban jelent6s elérelépés.



Tetsz6leges, nem feltétleniil egységelemes gytirti barmely idempotense indukal egy Pierce-fel-
bontést, amely tulajdonképpen egy altalanositott matrixgytri-struktira. Ez a struktara lehetové
teszi, hogy az asszocialt bilinedris szorzatok segitségével olyan gylirliosztalyokat definidljunk,
amelyekhez tartozé gyiiriik szerkezete hatékonyan vizsgalhato.

2. Két elemmel generalhato algebrak

A Kklasszikus Skolem—Noether-tételre adunk egy olyan teljesen konstruktiv bizonyitast, amely
azon alapszik, hogy a teljes matrixalgebra (mint az alaptest feletti asszociativ algebra) két egy-
szerli szerkezeti matrixszal generalhato. Igy elegendd a tételbeli automorfizmusnak ezen a két
matrixon felvett értékét vizsgalni. A bizonyitas alapgondolata vélhetden alkalmazhat6é bizonyos
kétvaltozds (nem kommutativ) polinomalgebrak automorfizmusainak leirasara.

3. Morita-elmélet

A lokalis egységekkel rendelkez6 félcsoportok Morita-ekvivalenciajanak jol kidolgozott elmélete
van, de ezek korén tul igen keveset tudunk a Morita-ekvivalenciarol. Most a Garcia és Marin al-
tal vizsgalt xst-gytrtik mintajara bevezettiik az un. tisztességes félcsoportok fogalmat. Ezek egy
részosztalya a félcsoportok Morita-ekvivalencidja terén igen érdekes tulajdonsagokat mutat.
Tdbbek kozott talalhatdk koztik olyan félcsoportok, amelyek Morita-ekvivalensek, de nem er6-
sen Morita-ekvivalensek — lokalis egységekkel rendelkez6 félcsoportok kozott ez nem lehetse-
ges.

4. Tropikus varietasok

A tropikus geometria kbzponti objektumai az igynevezett tropikus varietasok, amelyek algebrai
szemszOgbOl nézve a tropikus féltest feletti polinomfélgytiriik bizonyos egyenletrendszereinek a
megoldasaibdl allnak. Természetes kérdes, hogy igazolhato-e ezekre az egyenletrendszerekre
egy a klasszikus nullhelytétellel (Nullstellensatz) analdég eredmény. Erre adtunk pozitiv valaszt,
és megmutattuk, hogy az altalunk igazolt ,,tropikus Nullstellensatz” mas additivan idempotens
féltestek felett is teljestl. Ehhez additivan idempotens kommutativ félgyiiritk kongruenciaira vo-
natkozdan definidltuk a prim tulajdonséagot, Ggynevezett csavart szorzatok segitségével. Megmu-
tattuk, hogy az igy kapott osztaly anal6g tulajdonsagokat mutat a kommutativ gyiiriik primideal-
jaival. Megadtuk a prim kongruencidk egy explicit leirasat a tropikus féltest, ill. a kételemii
idempotens féltest feletti polinom félgytirtik esetében. Kiszdmitottuk a tanulmanyozott félgytirik
Krull-dimenzigjat. Ezen eszk6zok segitségével igazoltuk a nullahelytétel tropikus polinomokra
vonatkoz6 megfeleldjét.

1V. Radikalelmélet

Szamos uj eredmeényt értiink el arrél, hogy az Amitsur-tulajdonsadg mintajara milyen tulajdonsa-
gok oroklédnek at egy gylirli bizonyos radikaljarol a gytirti folotti polinomgytiriik ugyanilyen
radikéljara. Az eredmények érdekesek, de technikai jellegiliek.

Igazoltuk, hogy egy k-ad rendben Lie-nilpotens gytiriiben minden primideal erésen prim. Ebbdl
kovetkezik, hogy (a kommutativ gyiiriikh6z hasonloéan) a prim radikal pontosan a nilpotens ele-
mekbdl all. A kommutativ algebraban jol ismert Cohen-tételnek (amely a végesen generalt prim
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ben az un. k-adik Lie-centrum és egy kommutativ (multiplikativ) részmonoid unioja altal gene-
ralt részgytirtirél belattuk, hogy k-ad rendben Lie-nilpotens.

Grandis féligegzakt kategoridit altalanositva zérusobjektum nélkili kategoridkra megadtunk egy
Uj egzaktsagi fogalmat, megmutattuk, hogy ennek segitségével kifejezhetok az altalanos radikal-
elmélet alapfogalmai. Ez a megkdzelités ramutat arra, hogy a radikal és a féligegyszerli oszta-
lyok megfelelnek a lezarasi operatorokhoz tartozo siirt, ill. zart morfizmusok osztalyainak, mas
szoval a lezarasi operatorok felfoghatdk radikalelméletekkeént.

Mind a radikélelméletek kombinatorikai alapu hierarchikus felépitésében, amely az el6bb emli-
tett Uj egzaktsagi megkdzelités tovabbvitele, mind a Kurosh—Amitsur radikaloknak un. formak
segitségével torténd, minden eddiginél altalanosabb bevezetésében jelentds 1épéseket tettiink, de
ezek még nincsenek olyan staddiumban, hogy azokbodl igazan erds publikacid sziilethetett volna.
Konferencidkon bemutattuk az eddig elért eredményeket.

A csoportelméleti és a gytirtielméleti kommutatornak szamos altalanositasat definialtak univerza-
lis algebréban és kategoOriaelméletben. Ezek kozott kiemelt szerepe van a Hug-fele és a Smith-
féle kommutatornak — ezeket vezették be a legkorabban, és ezek a legjobban hasznalhatok. Hosz-
szabb ideig nem volt ismeretes, hogy ezek ekvivalensek-e (csoportokban, gytiriikben persze ek-
vivalensek). Aztan kiderlt, hogy nem, de az ezt mutatd példa nem valamely mar régen hasznéla-
tos, természetes algebraosztaly volt, hanem egy elég mesterkélt konstrukcié. Most megmutattuk,
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V. Oszthatésag-elmélet, Bezout-félcsoportok

Megmutattuk, hogy minden olyan Bezout-monoid, amelynek egyetlen minimalis m-prim sziirgje
van, megadhaté egy alkalmas Bezout-gytir(i oszthatosagi elméleteként. Ezek a Bezout-monoidok
egy kivételével eloallithatok egy haldszeriien rendezett Abel-csoport pozitiv kipjanak egy halo-
faktoraként. Ez az eredmény &ltalanositja és élesiti Clifford egy hires eredményét, amely szerint
barmely természetesen rendezett monoid eléallithatd egy rendezett Abel-csoport pozitiv kipja-
nak Rees-faktoraként, vagyis hal6faktorként — ez jobban ravilagit az eredmény lényegére, mint a
Rees-faktor szokasos félcsoportos felfogasa.

Ramutattunk a Gauss-lemma kiemelt szerepére az értékeléselméletben. Eredményiinkb6l kovet-
kezik Jaffard és Ohm nevezetes tétele, amely szerint barmely haloszertien rendezett Abel-csoport
felfoghato egy alkalmas Bezout-gytirii oszthatosagi elméletekent. Ez az eredmény egy igen érde-
kes problémakorhoz, a véges egysegcsoporttal rendelkez6 kommutativ gytrik strukturalis vizs-
galatdhoz vezet. Kapcsolatokat talaltunk egy kommutativ gyiiri trivialis (azaz legfeljebb kétele-
mil) egységcsoportja és foidealjainak legfeljebb két elemmel valé generalhatésaga kozott, és
érdekes eredményeink vannak a haromelemi egységcsoporttal rendelkezé gytirtk szerkezetérél
IS.

Ezek az eredmények lényeges lepések a kommutativ gyirik idealelméletének axiomatizalasa
felé.
V1. Félcsoport-rendek

A kommutativ félcsoport-rendeket (j szempontbol vizsgaltuk. Sikerilt ezeket a félcsoportokat a
négyzet-egyszeriisitheté elemeik félcsoportjanak félhalo-felbontasai segitségével jellemeznink.
Megmutattuk, hogy egy kommutativ rend §sszes hanyadosfélcsoportja eléall ugyanazon tenzor-



szorzat félcsoport homomorf képeiként. Tovabbi eredmények kulcsa lehet, hogy meghataroztuk
egy kommutativ félcsoport négyzet-egyszeriisithetd elemeibdl allo részfélcsoportnak azon felha-
I6felbontasait, amelyek a félcsoport valamely kongruencigjanak a megszoritasai.



