Szakmai zardjelentés az OTKA-100339 (2012. januar 1 - 2016. junius 30) palyazatrol

A palyazati téma a korabbi OTKA-67580 (2017-2011) téma folytatasa volt.

Az elmult 45 évben a diofantikus egyenletek elméletében rendkivill jelentds eldrehaladas
tortént. Sziilettek igen altalanos, de ineffektiv végességi tételek; explicit felsé korlatokat nyertek
a megoldasszamra; effektiv modszereket dolgoztak ki fontos egyenletosztalyokra, melyek az
Osszes megoldas megkeresését teszik elvileg lehetdvé; olyan hatékony algoritmusokat is
kidolgoztak, melyek bizonyos tipusu egyenletek esetén lehetdve teszik konkrét egyenletek dsszes
megoldasanak a tényleges megkeresését szamitégép felhasznaldsaval, végil a nyert
modszereknek ¢és eredményeknek szamos fontos alkalmazasa sziiletett, egyebek kozott az
algebrai szamelméletben, a rekurziv sorozatok elméletében ¢€s a diofantikus geometriaban.
Kutatécsoportunk az OTKA 100339 sz. palyazati tdmogatassal mind az 6t f6 kutatési irdnyban,
nemzetkdzi viszonylatban is igen jelentdsnek mindsitett eredményeket ért el. Kutatdsainkat a
szerzOdésben megfogalmazott munkatervnek megfeleléen végeztik. Eredményeinket 2
konyvben ¢és 104 tudomanyos dolgozatban publikaltuk, és igen sok eldadast tartottunk
nemzetko6zi férumokon.

Eredményes tudoméanyos egyiittmiikddést folytattunk szdmos kiilfoldi matematikussal.
Munkainknak jelentds a visszhangja, a publikdcidinkra vald hivatkozésok szama meghaladja az
5.000-et. Vizsgalatainkhoz sokan kapcsolddtak, eredményeinket, modszereinket sokan
felhasznaltak kutatasaikban.

Tudomanyos eredményeinkért szdmos elismerésben részesiiltiink. Gydry Kalmant az
Europai Akadémia (2016) és a Lengyel Muvészeti ¢s Tudomanyos Akadémia (2016) tagjava
valasztotta, a Komaromi Selye Janos Egyetem pedig diszdoktorava avatta (2016). Pethd Attilat
az MTA rendes tagjava (2010), az MTA Matematikai Tudomanyok Osztalya pedig ismételten
(2014) osztalyelnok helyettesévé valasztotta. Bérczes Attila benyujtotta (2016) az akadémiai
doktori értekezését. A csoport vezetd kutatdoi allandd6 meghivottjai €és felkért eldadoi
szakteriiletiik nemzetk6zi konferencidinak. 2015-ben felkérésre Debrecenben megrendezték
Europa legnagyobb, legrangosabb nemzetk6zi szamelméleti konferencidjat, a Journées
Arithmétiques-ot.

Az OTKA 100339 sz. palyazat keretében végzett kutatasok legfontosabb eredményeinek
rovid osszefoglalasa

Szamos jelentds effektiv, kvantitativ €s numerikus eredmény sziiletett egy sor alapvetd
fontossagi diofantikus problémaval és alkalmazésaikkal kapcsolatban. Az aldbbiakban
ismertetjilk a kutatocsoport tagjainak legfontosabb eredményeit. A kozos eredményeket csak
egyetlen helyen fogjuk megemliteni. A legkiemelked6bb eredményeket a rovid dsszefoglaloban
is felsoroljuk.

GYORY KALMAN eredményei: GYORY KALMAN a projekt keretében 2 konyvet és 14
tudomanyos dolgozatot publikalt, valamint egy kotetet szerkesztett.

Egységegyenletek. Az egységegyenletek, valamint kiilonféle alkalmazasaik alapvetd szerepet
jatszanak a szamelméletben. Elméletiik kidolgozasaban a 70-es évektél kezdve GYORY 1ttdrd
szerepet toltott be. A kétismeretlenes estben 6 nyerte az elsé effektiv és kvantitativ végességi
eredményeket, 6 adott ¢éles korlatot a megoldasszamra, és szamos fontos alkalmazast publikalt.
Az elmult években "Unit Equations in Diophantine Number Theory” cimmel Evertsevel kozosen
konyvet irt, mely 2015-ben jelent meg a Cambridge University Pressnél. A témakor elsd
sz¢leskort, atfogd leirasa mellett a kdnyv szdmos 1j, még nem publikalt sajat eredményt és
alkalmazast is tartalmaz.



Diszkriminins egyenletek. A 70-es évektdl kezdve GYORY szamos altalanos effektiv
végességi tételt nyert diszkriminans egyenletekre, kozottiik adott diszkriminansu fépolinomokra,
algebrai egészekre és alkalmazasként index forma egyenletekre és hatvanyegészbazisokra.
Ezaltal tobb régi problémat oldott meg. A 80-as évektdl Evertsével kozdsen fontos eredményeket
publikéltak a nevezett egyenletek megoldasszamara, valamint adott diszkriminanst binér
foméakra. A vizsgalatokba igen sokan bekapcsolodtak. GYORY Evertsevel kozosen a
., Discriminant Equations in Diophantine Number Theory” cimii, a Cambridge University
Pressnél 2016-ban megjelent konyvben az els¢ atfogo targyalasat adta a foként a szerzok altal
kidolgozott elméletnek. A kdényvben sok 1 eredmény, valamint szdmos algebrai szdmelméleti,
diofantikus approximacios ¢s diofantikus geometriai alkalmazas taldlhaté. A bizonyitdsok
elsésorban a szerzOk egységegyenletekre vonatkozo diofantikus eredményein alapszanak,
melyeket a fentebb emlitett konyviikben foglaltak dssze.

Effektiv eredmények végesen generalt tartomanyok felett. Az egységegyenletek mellett a
Thue-egyenletek és a szuperelliptikus egyenletek is alapvetd fontossaguak. A szamtest esetben
Thue, illetve Siegel, majd altalanosabban Mahler, Parry, LeVeque és Lang bizonyitottdk a
nevezett egyenletek megoldasszadmanak a végességét. Ezek az eredmények azonban ineffektivek
voltak. Szamtest esetben ezekre késébb Baker, GYORY, Schinzel és Tijdeman adtak effektiv
bizonyitast. Ujabban GYORY egységegyenletek és diszkriminans egyenletek esetén Evertsevel,
Thue és szuperelliptikus egyenletekre BERCZESSEL és Evertsevel kozosen a lehetd
legaltalanosabb formaban, Z felett végesen generalt tartomanyok felett nyert effektiv végességi
tételeket. Kvantitativ formdban nyert eredményei 1) fejezetet nyitottak a diofantikus
szdmelméletben és szamos alkalmazédshoz vezettek. Turan Pal sziiletésének 100. évforduldja
alkalmabol 2011-ben Budapesten egy nagy nemzetkozi konferenciara keriilt sor. GYORY
tarsszerkesztdje a konferencia kotetnek. Tovabba felkérésre, Evertsevel kozdsen a kotet szamara
egy attekintd cikket publikalt végesen generalt integritdstartomanyok feletti diofantikus
egyenletekre vonatkozé 1j, effektiv eredményeirdl. Ezen eredményeirdl sikeres eldadéasokat is
tartott tobb rangos nemzetk6zi rendezvényen.

Binom Thue egyenletek megoldasa. Mély modszereket, koztiik a hires moduléris modszert és a
Baker-modszert kombinalva PINTERREL kézosen szamos binom Thue egyenletet teljesen
megoldottak. Eredményliket sikerrel alkalmaztak egy klasszikus problémara, szdmtani sorozatok
tagjainak szorzatdban taldlhato teljes hatvanyok megkeresésére.

Leszamlalo polinomok egyenlé értékei. PINTERREL, KOVACCSAL és Péterrel kozosen
Osszefoglald cikket irt standard leszamlalo polinomok egyenld értékeirdl, melyben 1j
eredményeket is publikalt.

Tobbszorosen monogén szamtestek. BERCZESSEL és Evertsevel kozosen teljesen wjszerti
eredményeket nyertek t6bbszorésen monogén A — orderekrél, ahol A Z felett végesen generalt és
integralisan zart integritastartomany. Tobbek kozott megmutattdk, hogy A hényadostestének
véges foku bdvitésében legfeljebb véges sok 3-szorosan homogén A-order létezik.
Eredményeiknek érdekes alkalmazasat adtak kanonikus szamrendszerekre.

Aritmetikai grafok. Az ugynevezett S-egység differencia grafok rendkiviil fontos szerepet
jatszanak a diofantikus egyenletek elméletében: ezek allnak tobbek kozott GYORY szamos
fontos, egységegyenletekre ¢és szétesé forma egyenletekre vonatkozd effektiv végességi
eredményének hatterében. GYORY és HAJDU, Tijdemannal egyiitt dolgozva megkezdte az
ilyen tipusu grafok szisztematikus vizsgalatat. (Erdemes megemliteni, hogy hasonld tipusu
grafoknak, pl. a Cayley-grafoknak nagy irodalma van.) Ennek eredményeként szamos érdekes



reprezentacios ¢és végességi tétel sziiletett. Tobbek kozott kideriilt, hogy minden graf
reprezentalhatd S-egység differencia grafként, illetve hogy a minden S halmaz esetén
reprezentalhatd grafok éppen a jol ismert kocka grafok (cubical graphs). A bizonyitdsokban az S-
egység egyenletek effektiv és ineffektiv elmélete (koztiik pl. GYORY szamos mély tétele)
mellett 01j, kombinatorikus hatteri gondolatmenetekre is sziikség volt. Eredményeiket sikeriilt
algebrai szamtestek S-egységei esetén definialt differencia grafokra is kiterjeszteniiik. Abban a
specialis, de fontos esetben amikor az alaphalmaz a racionalis szamok halmaza, Ruzsa egy
korabbi cikkében tobb sejtést is megfogalmazott, pl. ciklusokra illetve indukalt grafokra
vonatkozolag. Ezekkel a sejtésekkel kapcsolatban HAJDU tarsszerzokkel (Custic, Kreso,
Tijdeman) fontos eredményeket igazolt: megcafoltak és pontositottdk Ruzsa egy ciklusokra
vonatkozo6 sejtését, illetve igazoltdk Ruzsa egy masik, indukalt grafokra vonatkozé sejtését.

PETHO ATTILA eredményei. PETHO Attila 2012 és 2016 kozott sikeres kutatasokat végzett
polinomok statisztikus tulajdonsagaival, a helyiértékes szamabrazolas altalanositasaival, linearis
felbontdsaval kapcsolatban. 17 tudomanyos dolgozatot készitett az OTKA palyazat
tamogatasaval.

Akiyamaval formulat bizonyitottak azon d-edfoku, s-szignatirdju, normalt polinomok
egyiitthato-vektorai halmazanak mértékére, amelyek minden gyoke az egységkorbe esik.
Belattak, hogy formulajuk s=0 esetben a Selberg integralt adja, s=1-ben pedig az Aomoto
integrallal szamithat6. Megmutattak, hogy a totalisan valos polinomok aranya elenyészden kicsi
¢s, hogy a kiilonb6z6é szignatirdji tartomdnyokat a diszkriminans feliilet valasztja szét.
Eredményeiket felhasznalva aszimptotikus formulakat bizonyitottak - tobbek kozott - azon Pisot,
illetve Salem polinomok szamdara, amelyek nyoma adott korlat alatt van. Bertokkal és
HAJDUval hasonl6 eredményeket értek el abban az esetben, amikor a polinomok gyokei helyett
az egylitthatoit korlatozzuk. Ezzel 1ényegesen javitottdk Dubickas egy eredményét.

Komornikkal - bizonyos feltételek mellett - megmutattak, hogy adott szamjegyhalmaz és
I1<p<q valés szamok esetén kontinuum sok olyan szam Iétezik, amelyeket a p és a q
alapszammal ugyanazon szamjegysorozat felhasznalasaval lehet felirni. Eredményeiket
Pedicinivel kiegésziilve altalanositottak tobb alapszamra is. Varga Péterrel altalanositottak a
CNS polinomok fogalmat imagindrius masodfoka szamtestek feletti polinomokra. Vele és
Weitzerrel az SRS fogalmat is sikeriilt kiterjeszteni Hermite vektorterekre.

Pohsttal és Bertok Csanaddal olyan algoritmust fejlesztettek ki, amelyik egy algebrai
szdmtest baziselemeinek jO szimultdn approximacidjat szamitja ki és periodikus. Az
algoritmusuk a Lenstra. Lenstra, Lovasz algoritmus egy dinamikus valtozata. Két dimenzios
esetben, azaz valds masodfoku algebrai szamokon elinditva visszaadja a Hurwitz-féle
lanctortalgoritmust.

Akiyamaval és Evertsevel a majdnem linearis rekurziv sorozatok tulajdonsagait vizsgaltak.
Belattak, hogy ezekre is teljesiil egy Binet-tipusu formula. Aritmetikai tulajdonsagaikat tekintve
azonban masként viselkednek, mint a Irs-ok; példaul nem igaz rajuk a Skolem-Lech-Mahler tétel
¢és még akkor is lehet végtelen sok kozos tagjuk, ha van dominans gyokiik. Megmutattak azt is,
hogy vannak olyan Irs-ek, amelyeknek extrém nagy a fluktuaciojuk, azaz abszolut értékben
tetszOlegesen nagy és tetszélegesen kis értéket is fel tudnak venni.

Aszalossal, HAJDUval és részben Akiyamaval a természetes szdmok korrelacios
klaszterezését vizsgaltak. Belattdk, hogy egy moho algoritmus nem szolgéltathat optimalis
klaszterezést; a paros szamok osztalyanak a siirisége nem tarthat 1-hez. Ezzel szemben, ha S
véges sok primszam halmaza, akkor az S-egészek aszimptotikus optimalis korrelacids
klaszterezése egyetlen osztalybol all.

GAAL ISTVAN eredményei: GAAL Istvan 9 dolgozatot publikalt az OTKA palyazat
tamogatasaval.



Petranyival kozosen meghataroztdk a minimalis indexet és az Osszes minimalis indexii
elemet a legegyszeriibb negyedfoku testek végtelen parametrikus csaladjaban. Korabban ezen
szamtestekrdl csak annyi volt ismeretes, hogy hatvany egész bazisuk csupan két specialis
paraméter esetén l1étezik.

Szaboval kozosen meghatdroztdk a relativ hatvany egész bazisokat masodfoka
szamtestek bizonyos relativ negyedfoku bdvitéseinek végtelen parametrikus csaladjaiban.
Relativ hatvany egész bazisokra vonatkozdan kordbban nem sziilettek eredmények végtelen
parametrikus csalddokra. Remetével kozosen negyedfoktt gyokbdvitések hatvany egész
bazisainak generdtorait hataroztak meg.

Remetével ¢és Szaboval kozosen a relativ Thue egyenletek ,kis” megoldasainak
kiszamitasara konstrualt algoritmust alkalmaztdk mdsodfoku résztestet tartalmazd hatodfoku
szamtestek hatvany egész bdazisainak, valamint masodfoku szamtestek feletti negyedfoku
gyokbdvitések relativ hatvany egész bazisainak kiszamitasara.

Szabdval kozosen kiszamitottdk a relativ hatvany egész bazisok generator elemeit
tetszdleges képzetes masodfoku szamtestek felett tekintett relativ negyedfoku bovitések végtelen
parametrikus csaladjaiban. Remetével egyiitt bebizonyitottak, hogy a Gauss-féle szamtest feletti
negyedfokt gyokbdvitések végtelen parametrikus csalddja nem monogén.

PINTER AKOS toviabbi eredményei: PINTER Akos 17 tudomanyos dolgozatot publikalt a
palyazat keretében.

Bazsoval és Srivastavaval kozos cikkiikben a klasszikus Faulhaber tétel finomitasat
nyerték. Zieglerrel k6zdsen a Fibonacci szamok egy 0j karakterizacidjat adték, 1ényegében ez az
egyetlen olyan masodrendii rekurziv sorozat, amely végtelen sok 3 tagli szamtani sorozatot
tartalmaz.  Srivastavaval kozosen elért, Bernoulli és Euler polinomokra vonatkozé addicios
tételeket terjesztettek ki Appel polinomokra.

Bilu, Fuchs és Luca tarsszerzokkel kozdsen kiilonb6z6é kombinatorikus egyenleteket
tanulmanyozott és finomitotta a hires Bilu — Tichy tételt. Kim és Park tarsszerzokkel poligonalis
szdmokhoz k&tddd diofantikus egyenleteket oldott meg. TENGELY Szabolccsal kozdsen a KAV
egyenlet soliton megoldasaihoz kapcsolodo diofantikus egyenletet vizsgalt.

He-vel és Pinkkel kdzosen fontos eredményeket nyert a parametrikus | x2-cxy? + y* | <
ct2 egyenlétlenség (x, y) egész megoldasairol. HAJDUVAL, TENGELLYEL és Vargaval tobb
jelentds effektiv és numerikus eredményt nyert figuralis szamok kozos értékeirdl.

Benettel illetve Bo He ¢és Togbéval kozosen kozelebb keriiltek a szimultan Pell —
egyenletek megoldasszamédnak pontos meghatarozdsdhoz, ami nagy jelentdségli ) eredmény.
Modszeriik a szimultain Baker tétel, tovabba a klasszikus komplex Baker - modszer Gjszerii
alkalmazasa.

HAJDU LAJOS tovabbi eredményei: HAJDU 0Osszesen 38 dolgozatot publikalt a jelen
palyazat keretében.

Exponencialis diofantikus egyenletek. Az exponencidlis diofantikus egyenletek, illetve a
kapcsolodo egység- €s S-egység egyenletek elmélete a diofantikus egyenletek elméletének egy
kozponti témakore. Az inhomogén esetben, két ismeretlen esetén ismert, hogy egy ilyen tipusu
egyenletnek csak véges sok, effektiv modon meghatarozhatdo megoldasa van. Ha az ismeretlenek
szama harom vagy tobb, akkor nem ismert modszer az ismeretlenek korlatozasara, csupan a
megoldasok szamara. HAJDU, Bertok Csanaddal kozdsen, Skolem egy sejtésének altaldnosabb
formdjara vonatkozo részeredményeikre alapozva kidolgozott egy olyan ujszerli, hatékony
mobdszert, amely bizonyos standard feltételek mellett lehetdvé teszi az emlitett tipusu egyenletek
0sszes megolddsanak meghatarozasat tetszéleges ismeretlenszam mellett. Eredményeiket az
algebrai szamtest esetre is kiterjesztették, és a kidolgozott algoritmust implementalniuk is
sikertilt.



Az 17k+..+x"k=y"n egyenletet szdmos matematikus vizsgalta. Schaffer egy
klasszikus sejtése szerint az egyenlet csak bizonyos, régota jol ismert megoldasokkal
rendelkezik. Az irodalomban szdmos eredmény talalhatod, amely az egyenlet 0sszes megoldasat
meghatarozza, a k,x,y,n paraméterek koziil bizonyosak rogzitése mellett. Példaul Bennett,
GYORY, PINTER az egyenlet Osszes megoldasat meghatérozta k<11 esetén. HAJDU
megmutatta, hogy ha x eleget tesz bizonyos oszthatésagi feltételeknek (és minden tovabbi
paraméter tetszoleges), akkor Schaffer sejtése igaz. Az irodalomban ez az elsé olyen jellegii
eredmény, ahol az ismeretlenek egyikét sem kell rogziteni. A bizonyitas sordn hasznalt
modszerek is Ujak: példaul az n kitevé korldtozasa lokalis megfontolasok alapjan torténik.
Kés6bb tarsszerzékkel (BERCZES, Miyazaki, Pink) az egyenlet 6sszes megoldasat meghatarozta
x<25 esetén. Ez az eredmény is ujszert, a korabbi eredményekben k illetve n értékét rogzitették
a szerzok.

HAJDU, Pink Istvdnnal meghatdrozta az 1+2%a+x"b=y”"n egyenlet 0Gsszes
megoldasat, x<50 (a,b,y,n ismeretlen egész) esetén. A bizonyitdsban lokalis modszerek és a
Baker-modszer érdekes kombinalasara volt sziikség. Az eredmény lényegesen Kiterjeszti tobb
matematikus (pl. Bennett, Bugeaud, Mignotte) kapcsoldd6 eredményeit. A kés6bbiekben ezt az
eredményt tarsszerzékkel (BERCZES, Miyazaki, Pink) Kkiterjesztette az 1+x"a+z"b=y"n
egyenletre, ahol x,z<50 kiilonb6zd paritasu egészek, és a,b,y,n ismeretlen egészek.

Egyéb diofantikus problémak. HAJDU tobb eredményt bizonyitott egységek dsszegeként valo
reprezentacios kérdésekkel kapcsolatban. Tijdemannal megoldottdk Nathanson egy egész
szamok S-egészek Osszegeként vald eldallitasaval kapcsolatos problémajat, illetve annak
altalanositasat. Dombekkel és PETHOvel tobb eredményt bizonyitott algebrai szamtestek
Zieglerrel véges sok, explicit moédon megadott kivételtdl eltekintve meghataroztdk az Gsszes
olyan totdlisan komplex negyedfoki algebrai szdmtestet, melyekben minden algebrai egész
eldallithatd kiilonb6zo egységek Osszegeként. Bertokkal, Sharmaval és Lucaval végességi
tételeket adtak olyan szdmokra, melyek két tobbes alapi (multibase) szamrendszerben is kevés
nemnulla szamjeggyel reprezentalhatok.

HAJDU tarsszerzokkel (BERCZES, Dujella, Luca, TENGELY) tobb tjszerii tételt igazolt
diofantikus halmazokra vonatkozoan. Egyrészt vizsgaltak azt az esetet, ahol az elemek eltolt
szorzata kiilonbozd hatvany is lehet, masrészt végességi tételt adtak arra az esetre, amikor a
klasszikus ,,eltolt szorzat” transzformaciot tetszdleges kétvaltozds polinommal helyettesitjiik.

HAJDU BERCZESsel és Dujellaval az S-egészek sorozataban fellépd hézagok pontos
jellemzését nyerték. Eredménytiknek tobb alkalmazésat is adtak.

HAJDU Bertokkal, Pinkkel ¢és Rébaival tobb eredményt nyert rekurziv sorozatok
osszegeinek kozos elemeivel kapcsolatban. Tobbek kozott meghataroztak a 2”a+3"b+5”c alaku
Fibonacci-szamokat.

Racsok és alkalmazasaik. HAJDU tarsszerzokkel (Hajdu Andras és Tijdeman) a kovetkezd
problémat vizsgalta: adott n-dimenzids véges ponthalmazhoz hatarozzuk meg a halmazt
legjobban kozelité affin rdcsot. A kérdésnek szamos érdekes és fontos gyakorlati alkalmazésa
van, példaul az orvosi képfeldolgozas teriiletén. A témakorben szdmos elméleti és gyakorlati
eredményt nyertek. Tobbek kozott egy (az LLL algoritmuson alapuld) hatékony algoritmust
szolgaltattak a probléma kozelité megoldasara.

Egész szamok legnagyobb Kkozos osztoival kapcsolatos eredmények. HAJDU Lajos
tarsszerzovel (Szikszai Marton) tobb eredményt is igazolt Pillai egy k egymést kdvetd egész
szam legnagyobb ko6z0s osztoira vonatkoz6 kérdésének Lucas- ¢€s altalanosabb rekurziv
sorozatokra vald kiterjesztésével kapcsolatban. Tobbek kozott megmutatta, hogy barmely k>24
esetén talalhatdé k darab egymast kovetd Fibonacci szam, melyek egyike sem relativ prim a



tobbiek mindegyikéhez. Hasonld eredményeket nyert ugynevezett elliptikus oszthatosagi
sorozatok egymast kovetd tagjaira illetve asszocialt Lucas-Lehmer sorozatokra vonatkozdan is.
Eredményeik alkalmazasaként, Laishrammal effektiv végességi tételeket nyertek Lucas-Lehmer
sorozatok szamtani sorozatot alkot6 indexii tagjai szorzatainak hatvanyértékeivel kapcsolatban.

Primszamokkal kapcsolatos problémak. HAJDU, Saradhaval megvalaszolva Balasubramanian
egy kérdését végességi tételeket nyert olyan k szamokra vonatkozdan, melyekre talalhatdo k
illetve phi(k) darab egymast kdvetd primszam, melyek teljes illetve redukalt maradékrendszert
alkotnak modulo k. Eredményeik mas klasszikus kérdésekhez (Recaman illetve Pomerance
problémaja) is szorosan kapcsolodnak.

Diszkrét tomografia. A diszkrét tomografia alapproblémaja: hatarozzuk meg egy binaris matrix
elemeit, pusztan a matrix bizonyos vonaldsszegeinek (példaul sor- és oszlopdsszegeinek)
ismeretében. Egy korabbi eredményiikben HAJDU ¢és Tijdeman megmutattdk, hogy a kérdés
targyalasa soran a probléma legrovidebb valés megoldasa fontos szerepet jatszik. HAJDU
tarsszerzokkel (van Dalen, Tijdeman) kozésen ujszerii, altalanos eredményeket nyert a
legrovidebb megoldas eldallitasaval kapcsolatban. Eredményeiknek tobb fontos alkalmazasat is
adtak, példaul az azonos vonaldsszegli matrixok tdvolsagara vonatkozoan. Az eredményeket arra
a gyakorlati szempontb6l nagyon fontos esetre is kiterjesztették, amikor a mérési adatok
pontatlanok. Ezen tal HAJDU ¢és Tijdeman a vonaldsszegek redundanciajaval kapcsolatban is
fontos eredményeket bizonyitott.

Digitalis képfeldolgozas. HAJDU Lajos tarsszerzokkel (Hajdu Andras, Jonas Agnes, Kovacs
Laszlo, Toman Henrietta) kiilonb6z6 algebrai €s egyéb eszkozok felhasznéalasaval igazoltak egy
ujszeri kombinalt rendszer hatékonysagat bizonyos tipusu, orvosi jellegli képfeldolgozasi
problémaék kezelésére.

Kriptografia. HAJDU tasszerzokkel (BERCZES, Hirata-Kohno, Kovéacs, PETHO) diofantikus
egyenletek S-egész megoldasaira vonatkozo tételeken alapuld hash-fliggvényeket adtak meg.
Eredményeik fontos kriptografiai alkalmazasokhoz vezethetnek.

BERCZES ATTILA tovibbi eredményei: BERCZES 6sszesen 17 dolgozatot kozolt a palyazat
keretében €s benyujtotta az akadémiai doktori értekezését.

BERCZES legfontosabb eredményei. Effektiv végességi eredményeket nyert végesen generalt
tartomanyok feletti gorbéken talalhatd egységpontokra, ezzel effektiv valtozatat bizonyitva S.
Lang egy 1960-as nevezetes eredményének. Ez a tétel ebben az altalanossagban az els6 effektiv
valtozata Lang emlitett eredményének. Ezt kovetden effektiv végességi eredményeket
bizonyitott végesen generalt tartomanyok feletti gorbéken taldlhatdo divizidpontokra
vonatkozoan, ezzel effektiv valtozatat adva a hires Liardet-tételnek. Ebben az altalanossagban a
Liardet-tétel effektiv valtozata korabban nem volt ismert. 2016-ban BERCZES benytjtotta MTA

crer

Egyébb diofantikus eredmények. Dujelldval, HAJDUVAL ¢és TENGELLYEL kozosen a
diofantikus m-esekre vonatkozd nevezetes probléma egy jelentds altalanositasat vizsgaltak
Amikor diofantinkus m-eseket keresiink, akkor 1ényegében olyan halmazokat keresiink, melyek
barmely két (x,y) eleme esetén xy+1 négyzetszam. Ezt a problémat abba az iranyba
altalanositottdk, amikor az xy+1 helyett egy tetszéleges kétvaltozos polinomot tekintiink, és
leirtak mindazon polinomokat, melyekre 1étezhet F-diofantikus halmaz.



TENGELY SZABOLCS tovabbi eredményei: TENGELY 0sszesen 9 dolgozatot publikalt a
palyazat keretében.

Fontos 1j eredményeket nyert olyan Balancing szamokrol, melyek egymasra kovetkezd egészek
szorzatai. Vargaval kozosen az Erdés-Graham probléma egy altalanositasaval foglalkozott.
Erdos és Selfridge igazolta, hogy egymast kovetd pozitiv egészek szorzata nem lehet teljes
hatvany. Az eredmény alapjan Erdds és Graham azt varta, hogy ez igaz lehet egymast kovetd
pozitiv egészek blokkjainak szorzatdra is. Ulas taldlt ellenpéldat A problémakor igy aktiv kutatés
célpontja lett, tobben értek el szép eredményeket (Bauer, Bennett, Dujella, Luca, Saradha,
Shorey, Van Luijk, Walsh). Blokkok hanyadosai esetén vizsgaltak a kérdést. TENGELYnek
Vargaval sikeriilt fels6 korlatot adni a megoldasok méretére és numerikus eredményeket is
nyertek.

HAJDU, Laishram és TENGELY az Erdds-Graham probléma egy additiv verzidjaval
kapcsolatban értek el Uj eredményeket. Erd6s és Graham felvetették, hogy egymadst kdovetd
egészek szorzataibol all6 blokkokat sszeszorozva (trividlis esetektdl eltekintve) nem kaphatunk
négyzetszamot. Ennek egy additiv megfogalmazédsa, amikor az ilyen blokkok 0Osszegét
vizsgaljuk. A szerzOk altalanos n-edik hatvanyokra vonatkozodan tekintették a problémat és
nyertek végességi allitasokat, bizonyos esetekben pedig numerikus eredményeket.

TENGELY ¢s Ulas szintén a kordbban emlitett Erdés-Graham problémaval kapcsolatos
uj eredményeket értek el. Megmutattdk néhany olyan esetben, amikor a blokkok hossza
kiilonb6z6, hogy a szorzat lehet négyzetszam és a megolddsokra létezik polinom alakban
parametrizacid. Hasonldan sikeriilt j eredményeket bizonyitaniuk, amikor a blokkok szorzata
eldall két egymast kovetd egész szorzataként.

NYUL GABOR eredményei: NYUL Gabor 8 cikket publikalt a palyazat keretén beliil.

NYUL GABOR tanitvanyaival kozosen tobb, rovid idd alatt szamottevéen hivatkozott
eredményt ért el a Stirling- és a Bell-szdmok kiilonbdzd altalanositdsaival és valtozataival
kapcsolatban. Kereskényiné Balogh Zso6fiaval a Duncan és Peele altal definialt, grafokra
vonatkoz6 masodfaju Stirling-szamok és Bell-szamok tulajdonsagainak alapos vizsgalatat adtak,
melyek segitségével ujszerii megkdzelitését kaptak a masodfaja r-Stirling-szamoknak és az r-
Bell-szamoknak is. Gyimesi Eszterrel megmutattak, hogy a Ramsey-elméletben fontos szerepet
jatszo kombinatorikus alterek szamat a masodfaju r-Stirling-szamok segitségével lehet leirni.
Racz Gabriellaval pedig az r-Stirling-szamokkal rokon r-Lah-szamokat definialtak és végezték el
tulajdonsagaik teljeskori vizsgalatat, egyuttal néhany 0j azonossagot igazolva az r-Stirling-
szamok esetére is. Részlegesen ehhez a témakorhoz kapcsolddik a debreceni Fazekas Mihdly
Gimnazium kodzelmultban elhunyt, legendas matematikatanara, Szvetits Zoltan emlékére irt Cikk,
melyben a hatvanydsszegek egy elemi targyaldsat mutattak be.

Rauf Bettinaval kozosen tetszéleges rendli, konstans egyiitthatos linedris rekurziv
sorozatok van der Waerden-tipusu szamainak létezését vizsgaltak, amely eredményt Bertok
Csanaddal terjesztették ki, ezaltal megadva bizonyos feltételeket teljesitd, példaul a multibonacci
sorozatok esetében a teljes valaszt.

Egy Gyimesi Eszterrel k6zos cikkben azt az érdekes észrevételt igazoltdk, hogy a
racionalis szamok egységtortek dsszegeként eldallitasara szolgaldé Golomb-mddszer és a lanctort
modszer mindig ugyanazt a felbontast adja. Ezen tul sikertilt a Nyul Balazzsal k6zosen vizsgalt,
kvaterniok és vektorok szorzasaval kapcsolatos fliggvényegyenlet Un. pexiderizalt valtozatanak
teljes megoldasat megadni.

KOVACS TUNDE tovabbi eredményei: KOVACS Tiinde 7 dolgozatot publikalt palyazati
tamogatassal.

Rabai Zsolttal kozosen piramidalis szamok egyenld értékeivel kapcsolatos kérdéseket
kezdtek el vizsgalni. A poligonalis szamok mellett a legalapvetébb figuralis szamok a
piramidalis szamok. Rogzitett, kiilonb6z6 m,n értékre vizsgaltak a Pyrm(x)= Pyrn(y) egyenletet.



Megmutattak, hogy minden (m,n) parra véges sok (x,y) megoldds van. Kis (m,n) paraméter
értékek esetén a konkrét egyenletet meg is oldottak.

Hirata-Kohno-val kozosen, elliptikus gorbék S-egész pontjainak meghatarozasaval
foglalkoztak. Hirata-Kohno a kdzelmultban bizonyitott egy alsé korlatot a p-adikus elliptikus
logaritmusokat tartalmazo linearis formakra tetszéleges szamu tag esetén. Az 6 eredményét
felhasznalva, kiterjesztették a korabbi modszereket, mely altal most mar elméletben tetszéleges
rangu elliptikus gorbe tetszOleges S halmaz melletti S-egész pontjait meg lehet hatdrozni.
Példakon keresztiil mutattak be a modszer hatékonysagat. Hirata-Kohno-val és Miyazakival
kozésen a (x"-1)/(x-1)=y? alakt, Gn. Nagell-Ljunggren egyenletet vizsgaltdk, ahol
x>1,y>1,n>2,q>1 racionalis egészek. Konkrétan, megmutattak, hogy az egyenletnek csak véges
sok egész megoldasa van, ha x egy teljes kob. Explicit felso korlatot adtak a megoldasokra.



