Részletes beszamolo a PD-83586 szamu OTKA palyazat kutatasi eredményeirol

A részletes beszamoldban a rovid osszefoglald felépitését kovetem, a []-ben all6 szamok a
zaréjelentés kozleménylistajanak megfelel6 elemét jelolik.

Az extremalis grafelmélet illetve halmazelmélet témajaval foglalkozé cikkeim eredményeinek
ismertetése.

A 1970-es évek elején Moser egy kérdését vizsgalva a kovetkezd altalanos problémat
fogalmazta meg Erd6s es Komlo6s: adott halmazrendszerek egy T tulajdonsdga, mi az a
legnagyobb szam f(m,T), hogy barmely m halmazbol all6 rendszerbdl kivalaszthaté ekkora
a T tulajdonsaggal rendelkez6 részrendszer. Erdés és Komlds az uniomentesség tulajdonsagara
vizsgalta a fenti fiiggvényt, majd eredményeiket (masok mellett) Erd6s és Shelah javitotta,
illetve Ok vizsgaltak el6szér a kérdést a B_2-mentesség tulajdonsagara. Barat Janossal,
Fiiredi Zoltannal, Ida Kantorral és Younjin Kimmel k6zosen [4] bebizonyitottuk Erdds és Shelah
majdnem negyven éves sejtését, mely szerint barmely m halmazbdl kivalaszthaté m/{2/3}
nagysagrendd tgy, hogy ne legyen koztiik 4 kiilonb6z6 A, B, C, D, amire az teljesiilne, hogy A és B
metszete C, és A és B unidja D (azaz B_2-mentes).
A két tulajdonsag altalanositasait is vizsgaltuk, illetve eredményeink kiilénb6z6
szemindriumokon és konferencidkon valé el6addsa (én a 2011-es budapesti EuroComb'l1l
konferencian adtam el8) Ujbol rairanyitotta a figyelmet erre a kérdéskorre és Fox, Lee és Sudakov
igazoltak Erd6sék egy masik idevago sejtését.

Az extremadlis kombinatorika egy fontos témakore az ugynevezett szaturdldsi problémak.
Egy grafot, hipergrafot, halmazrendszert szaturalthak mondunk valamilyen T tulajdonsagra
nézve, ha rendelkezik a T tulajdonsaggal, de barmilyen dj élt, hiperélt, halmazt hozzaadva
ez mar nem lesz igaz. Az altalanos probléma tigy fogalmazhat6, hogy mennyi élt, hiperélt, halmazt
kell  legalabb  tartalmaznia a  struktiranak, hogy  szaturalt lehessen. [7]-ban
ezt vizsgaltuk halmazrendszerek k-Sperner tulajdonsagaval kapcsolatban. Szintén megvizsgaltunk
néhany kapcsolodd kérdést, az tgynevezett gyenge szaturalast, illetve a szaturalast abban az
esetben, ha a halmazrendszerhez tartoz6 halmazok méretére valamiféle megkotésiink van. Ez utobbi
problémaval kapcsolatban részlegesen megvalaszoltuk Griitmiiller, Hartmann, Kalinowski, Leck
és Roberts egy kérdését. Nemrégiben jelent meg az arixv-on Morrison, Noel és Scott cikke,
melyben egy a cikkben kimondott sejtésiinket megcafoljak, mig a gyenge szaturalasi problémat egy
polinomialis faktort6l eltekintve megoldjak. Méddszereiket tovabbgondolva taldn az eredeti
probléma is megoldhat6 lesz. Az intézeti szeminariumokon kiviil eredményeinket a kiotéi Japan-
Magyar Diszkrét Matematikai Szimpo6ziumon adtam eld.

Az extremalis kombinatorikdban vizsgalt tulajdonsagok koziill szamos fogalmazhaté6 meg
valamilyen tiltott részstruktira segitségével. Nem annyira elterjedt, de gyakori annak vizsgalata,
hogy mit mondhatunk, ha valamelyest engediink a kdvetelményekbdl, és nem azt akarjuk, hogy az
adott struktura ne jelenjen meg, hanem csak annyit, hogy kevésszer. Ezt a gyengitést is
tobbféleképpen érhetjiik el. Az altalunk [2]-ben, [3]-ben és [9]-ben vizsgélt metsz6 és Sperner-
tulajdonsagok esetében nem azt koveteltik meg, hogy 0sszesen kevés nem metsz6 illetve
tartalmazasban all6 par legyen, hanem hogy minden halmazrendszerbeli halmazhoz kevés azt nem
metsz6 illetve azzal tartalmazasban allé legyen. Egyik sejtésiinket némileg altalanositva Scott és
Wilmer azota bebizonyitotta.

Egy halmazrendszert 1-trace k-Spernernek neveziink, ha az alaphalmazéanak tetszéleges k méretli
részhalmazan a rendszer nyoma (ide vett megszoritdsa) nem tartalmaz k+1 hosszu lancot. Ha 1 fix és



az alaphalmaz mérete nd, akkor a fogalom a 70-es évekbeli Sauer-lemma témakoréhez (illetve az
azéta féleg Anstee és tarsszerzoi altal miivelt forbidden configurations témakorhéz) kapcsolodik.
Ha az alaphalmaz mérete és 1 kiilonbsége fix, akkor ez Erdds k-Sperner halmazrendszerekrdl szolo
tételének altalanositasa (Erdos esete az, amikor 1 megegyezik az alaphalmaz méretével). Korabban
megfogalmaztam egy sejtést, hogy ez utobbi esetben a lehet6 legnagyobb I-trace k-Sperner
rendszerek mindig a hiperkocka néhany ko6zépsé szintjébdl allnak. [1]-ben ezt a sejtést
bizonyitottam aszimptotikusan tetszdleges 1 és k esetén, mig [6] az 1=n-1 (n az alaphalmaz mérete)
eset pontos bizonyitasat tartalmazza. Halmazrendszerek nyomaival kapcsolatos eredményeimet a
sanghdji JiaoTong University és a jinhuai Zhejiang Normal University kombinatorika
szemindriuman illetve a 4. Lengyel Kombinatorikai Konferencian is el6adtam.

[11]-ben azt vizsgaltuk, hogy uniform maximalis metszd halmazrendszerek mennyire tudnak és
mennyire kell nekik asszimetrikusnak lenniiik. Az asszimetria mérésére szolgal6 paraméternek a
maximalis és a a minimalis fokszdm hanyadoséat valasztottuk. A rendszerbeli halmazok és az
alaphalmaz mérete szerint tobb esetet kiillénboztettlink meg, néhanynal sikeriilt aszimptotikusan
optimalis valaszokat adni.

[5] olyan halmazrendszeres problémadkkal foglalkozik, ahol az alaphalmaz két részre van osztva, és
a teljesitend6 tulajdonsag igy fogalmazhat6 meg. Az eredményeket a 2011-es Lisszaboni
Kombinatorikai Konferencian adtam eld.

Vizer Matéval metsz6 halmazrendszereket kombinatorikai (pozicionalis) jatékok szemszogébdl
vizsgaltuk [14]. Egy n elem( alaphalmaz k elemi részhalmazait valasztja felvaltva két jatékos ugy,
hogy csak olyat hasznalhatnak, amely minden korabban kivalasztottat elmetsz. A jaték akkor ér
véget, ha nincs mar ilyen halmaz. Az egyik jatékos célja, hogy a jaték minél hamarabb
befejez6djon, mig a masik minél inkabb el szeretné nytjtani azt. Alsé és felsd korlatokat adtunk a
jaték hosszara, ha feltételezziik, hogy mindkét jatékos a szamara lehet6 legjobb stratégiaval jatszik.

Az extremalis technikakat alkalmazé, de mas kutatasi teriiltek problémait megoldo
eredmények bemutatasa.

Tobbségi illetve relativ tobbségi problémakkal foglalkoztunk Gerbnerrel, Katonaval és Palvolgyivel
[8]. Az alapprobléma a kovetkezd: adott n labda, mindegyik valamilyen szinnel szinezett, a szinezés
szamunkra ismeretlen. A szinek lehetséges szama c. Mutassunk olyan labdat, amelynek szine a
leggyakoribb (relativ tobbség), illetve olyat, aminek szine t6bb mint a labdak felénél szerepel
(tobbség). Tébb modell 1étezik, hogy milyen kérdésekkel lehet informdaciéhoz jutni, mi a
legegyszertiibbet, illetve legtdbbet kutatottat vizsgaltuk, amelyben egy kérdés két labdat jelol meg,
és az arra adott valasz azt mondja meg, hogy azok azonos szinliek e. Adaptiv és nem-adaptiv
esetben is tdbb kérdést megvalaszoltunk a feladat megoldasahoz sziikséges minimalis
kérdésszammal kapcsolatban. Mivel a feltett kérdéseket egy graf éleivel lehet kdédolni, igy az
extremdlis grafelméleti hattér nagy segitséget nyujtott. Igy sikeriilt pl igazolni, hogy a nem-adaptiv
esetben a c-1 osztalya Turdn-graf éleinek megfeleld kérdések aszimptotikusan optimadlisak. Az
eredményeket a jinhuai Diszkrét Matematikai Konferencian és a Pisaban megrendezett
EuroComb'13 konferencian adtam el6.

Héger Tamassal és Takats Marcellaval [15] a kombinatorikus kereséselmélet alapkérdésének (egy
alaphalmaz ismeretlen elemét kell minél kevesebb igen-nem kérdéssel megtalalni) g-analogjait
vizsgaltuk, azaz az alaphalmaz egy véges test feletti n-dimenziés vektortér 1-dimenzis alterei és az
igen-nem kérdéseket reprezentalé részhalmazok a vektortér alterei. Az eredményeket a 2013-as 7.
Cseh és Szlovak Grafelméleti és Kombinatorikai Szimpéziumon illetve meghivott el6adéként a
2014-es Szeged — Ujvidék Kombinatorikai Miihelyen adtam el6.



A palyazatban a kutatds minden évére kértem pénzt kiilfoldi kutaté6 vendéglatasara. Az els6 évben
Ida Kantort, a pragai Karoly Egyetem posztdoktori 6sztondijasat fogadtam. Vele az (egyik) De
Bruijn -Erdos-tétel altalanositasaként megfogalmazott diszkrét geometriai Chen-Chvatal sejtés egy
specialis esetét oldottuk meg [10]. Miutan a Chen-Chvatal sejtés igen népszerti kutatasi téma, igy
ezen cikkiinkre is t6bb hivatkozas érkezett (legtobbje még megjelenés el6tt all, igy csak a Google
Scholarban lathato, az mtmt hivatkozaslistiban még nem).

Az altalam szervezett Emléktabla Miihelyek valamelyikén sziiletett és egyéb eredmények
bemutatasa.

A palyazat futamidejének mindharom évében szerveztem egy-egy Emléktabla Miihelyt. A masodik
illetve harmadik évben a kiilf6ldi vendégkutat6 meghivasara kolthet6 keretet is az el6adék
magyarorszagi koltségeinek fedezésére forditottam. A Miihelyeken elkezdett kutatasokbol sziiletett
publikaciokat az esemény honlapjan (http://www.renyi.hu/~emlektab/index_booklet.html) gytijtjiik.
Ezek kozil a palyazati id6 alatt sziiletett a beszamolé els6 részében emlitett
[4] is. Egy tobbszerzés masik utatas [12] Avoider-Enforcer poziciés jatékokkal foglalkozik. A
fokszamjaték kiilonb6z6 valtozatainak ,threshold bias”-anak nagysagrendjét hataroztuk meg.

Kéthénapos kinai (Zhejiang University, Jinhua) vendégkutatasom soran Xuding Zhuval (és Keszegh
Balazzsal) dolgoztam egyiitt, az elért eredményeket [13] bekiildtiik publikalasra.
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