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A kutatási tervnek megfelelően a következő témakörökben születtek új eredmények: általános algebrák, 

hálók, félcsoportok, műveletosztályok. 

 

Általános algebrák 

J. Wiegold egy 1974-es – P. Hall egy klasszikus eredményén alapuló – cikkével intenzív kutatási 

programot indított el a véges csoportok növekedési függvényének vizsgálatára, amely később kiterjedt 

félcsoportokra és más algebrákra is. Egy A algebra d(A,n) növekedési függvényének értéke az a legkisebb 

d szám, amelyre A n-edik direkt hatványát d elem generálja. [SZA4]-ben – Wiegold csoportokra, s mások 

gyűrűkre, illetve Malcev-algebrákra vonatkozó eredményeit messzemenően általánosítva – megmutattuk, 

hogy  ha egy véges A algebrának van paralelogramma-kifejezése, akkor d(A,n) lineáris vagy logaritmikus 

függvénye n-nek, s d(A,n) pontosan akkor lineáris, ha A-nak van nem-triviális Abel-féle faktoralgebrája. 

[SZA3]-ban jellemeztük az összes olyan speciális Malcev-feltételt, amelynek a teljesülése korlátozza a 

növekedési függvényt, és megmutatjuk, hogy ha egy véges algebrán teljesül ilyen Malcev-feltétel, akkor a 

növekedési függvénye n egy polinomja alatt marad. [SZA5]-ben többek között beláttuk, hogy ez a 

polinom lineáris, ha A nilpotens. 

 

B. Jónsson kérdezte a 70-es évek közepén, vajon igaz-e általában, hogy (*) ha egy A véges algebrának 

csak véges sok alapművelete van és az általa generált V(A) varietás reziduálisan < r valamely r pozitív 

egészre, akkor A végesen axiomatizálható. K. Baker (1977), R. McKenzie (1987) és R. Willard (2000) 

nevezetes tételei bizonyítják a (*) állítást arra az esetre, ha V(A) kongruencia-disztributív, kongruencia-

moduláris, illetve kongruencia-metszet-féligdisztributív. [SZA6]-ban McKenzie és Willard tételei közös 

általánosítását adva bebizonyítjuk, hogy (*) igaz, ha a V(A) varietásnak van különbség-kifejezése. [SZA7] 

fő eredménye elegendő feltételt ad arra, hogy egy paralelogramma-kifejezéssel rendelkező véges algebra 

dualizálható legyen, azaz hogy egy – a Stone-, illetve Pontrjagin-féle dualitáshoz hasonló – természetes 

dualitás karakter-algebrája legyen.  A kapott tétel sok korábbi dualizálhatósági eredményt általánosít, és 

számos új eredményt is ad; pl. következik belőle, hogy minden véges modulus, illetve minden reziduálisan 

kis varietást generáló véges gyűrű dualizálható. 

 

Tanulmányoztuk Valeriote következő sejtését: ha egy kongruenciamoduláris varietásból vett A véges 

algebra kifejezés-műveleteinek klónját véges sok reláció meghatározza, akkor A-nak van olyan kifejezés-

művelete, amely élművelet. Ismeretes, hogy a sejtést elegendő abban az esetben belátni, amikor a 

kifejezés-műveletek klónját már egyetlen bináris reláció meghatározza. Az [M1] cikkben igazoltuk, hogy 

ha a sejtésben szereplő algebra kifejezés-műveleteinek klónját egyetlen reflexív bináris reláció 

meghatározza, akkor az algebrának van többségi kifejezés-művelete. Ha egy klón tartalmaz többségi 

műveletet, akkor tartalmaz élművelet is, így az előbbi eredmény Valeriote sejtésének egy speciális esetét 

adja. A cikkben azt is sikerült bizonyítani, hogy minden kompatibilis többségi művelettel rendelkező 

reflexív irányított gráfnak van tetszőleges változószámú kompatibilis totálisan szimmetrikus művelete. 

Továbbá polinomidejű algoritmust adtunk kompatibilis többségi művelet létezésének eldöntésére véges 

reflexív irányított gráfokon. Időközben Bartonak sikerült a sejtést teljes általánosságban igazolnia. Az 

[M3] cikkben a véges digráfok algebrai tulajdonságait vizsgáltuk az [M1]-ben reflexív digráfokra elért 

összefüggőségi eredményeink nyomán. Beláttuk, hogy ha egy véges összefüggő sima digráf algebrai 

hossza 1 és a hozzá tartozó algebra kongruencia-egyesítés-féligdisztributív-modulo-moduláris varietást 

generál, akkor az algebra polinomműveleteinek digráfja is összefüggő. Bartoék nevezetes Huroklemmája 

azt állitja, hogy ha egy véges összefüggő sima digráf algebrai hossza 1 és a hozzá tartozó algebra 

kongruencia-metszet-féligdisztributív-modulo-moduláris varietást generál, akkor a digráf tartalmaz 

hurokélet. Eredményünkből egyszerűen következik pl. ez a lemma az egyesítés-féligdisztributív-modulo-

moduláris speciális esetben. 
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A [W14] cikk véges egységelemes gyűrűk kategóriaekvivalenciájával foglalkozik. A kérdést 

visszavezettük p-gyűrűkre, és meghatároztuk a féligegyszerű gyűrűk között fennálló 

kategóriaekvivalenciákat. Ennek segítségével leírtuk az összes lehetséges kategóriaekvivalenciát egy p-

gyűrű és egy q-gyűrű között, ahol p és q különböző prímszámok. Így csak a p=q eset maradt nyitva; azt 

sejtjük, hogy ebben az esetben csak (anti) izomorf gyűrűk lehetnek kategóriaekvivalensek 

Nagyrészt algebrai módszerekkel, vélhetően az 1837-es Gauss-Wantzel tétel óta először, sikerült n-szögek 

szerkeszthetőségéről érdekes állítást bizonyítanunk [Cz22]-ben: n>5 esetén a húr-n-szög nem 

szerkeszthető meg az oldalhosszakból.  

Az (n,k)-paraméterű Kneser-gráf az a gráf, amelynek csúcshalmaza a (2n+k)-elemű halmaz n-elemű 

részhalmazainak halmaza, élhalmaza pedig a diszjunkt csúcspárokból álló halmaz. Stahl sejtése azt állítja, 

hogy pontosan akkor van homomorfizmus az (n,k)-paraméterű Kneser-gráfból az (n’,k’)-paraméterű 

Kneser-gráfba, ha k’/k legalább akkora, mint n’/n felső egész része. Az [M2] cikkben n=4 és k=2 értékekre 

igazoltuk a sejtést. Bár a bizonyítás hagyományos eszközökkel megy, vizsgálatainkban számítógépes 

programokat is felhasználtunk. 

 

Hálók 

A hálóelmélet kategóriaelméleti vonatkozásait több cikkben is vizsgáltuk. Tekintsük a komplementumos 

hálók kategóriáját a beágyazásokkal. [Cz23]-ban ebben a kategóriában minden, a 2x és a sup függvénnyel 

alef-null lépésben elérhető kappa számosságra megadtunk egy diszkrét teljes részkategóriát; hálók helyett 

monounér algebrákat mondva [Cz24]-ben további számosságokig is eljutottunk. G. Grätzer egyetlen 

rendezett halmazra vonatkozó eredményét messzemenően általánosítva a [Cz21]-re épülő [Cz26] cikkben 

korlátos részbenrendezett halmazok közötti bizonyos kategóriákat reprezentáltunk hálók 

főkongruenciáival. A [Cz1], [Cz8], [Cz17] cikkekben megmutattuk, hogy a konvex halmazok topológiai 

lezárása algebrai eszközökkel és jóval általánosabban is leírható a baricentrikus algebrák nyelvén; 

nemcsak a valós számok teste fölött. A [Cz6], [Cz7] és [Cz9] cikkekből kiderült, hogy a hálókon túl sok 

más algebraosztályban is lehetséges tolerancia szerint faktoralgebrát képezni, és pl. ilyen varietások esetén 

a kongruenciák n-felcserélhetőségéből következik azok felcserélhetősége. 

 

Nagy számú eredmény született a hálóelmélet jelenleg legintenzívebben tanulmányozott területén, a 

planáris féligmoduláris hálókkal és ezen belül sovány féligmoduláris hálókkal kapcsolatban, és ezek egy 

részét a [Cz28] könyvfejezetben összegeztük. A [Cz3], [Cz4], [Cz12], [Cz16], [Cz18], [Cz20] és [Cz27] 

cikkek ezen hálók struktúráját tárják fel, ezen hálókat többféle hálóelméleti konstrukcióval előállítva, 

illetve többféle módon (pl. permutációkkal, normálosztókkal, körökkel, 2-dimenziós 

rendezésdiagramokkal) reprezentálva. Ezen eredményeket [Cz13]-ban és [Cz15]-ben egyesítés-

disztributív hálókra is kiterjesztettük, vizsgálatainkba a konvex geometriákat is ily módon bekapcsolva. A 

[Cz2], [Cz10], [Cz11], [Cz25] cikkekben megszámoltuk a sovány féligmoduláris hálókat, illetve 

diagramjaikat, és ezen hálók építőköveit, az ún. rektanguláris hálókat a hosszúság vagy elemszám 

függvényében, rekurzívan is és aszimptotikusan is. További (részben) hálóelméleti eredményeket 

tartalmaznak a [Cz5], [Cz14] és [Cz19] cikkek; utóbbi K. Horváth Eszter vizsgálataihoz kapcsolódik. 

A [H1] cikkben bebizonyítottuk, hogy a részbenrendezett halmazok, félhálók és hálók CD-bázisai 

jellemezhetők alkalmasan definiált részbenrendezett halmaz, illetve háló maximális láncai segítségével, 

valamint megadtunk két hálóosztályt, amelyek CD-bázisai azonos elemszámúak. A [H2] cikkben a 

magasságfüggvény vízszintes vágásait és ezek kombinatorikai tulajdonságait vizsgáltuk. Többek között 

alsó és felső becslést adtunk a lényegesen különböző vágások számára, azaz a magasságfüggvény 
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értékkészletére, amennyiben a téglalapszigetek száma maximális. A [H3] cikk didaktikai szempontból 

mutatja be a „szigetek” témakörét, egydimenziós esetben, véges sok magasságértéket feltételezve.  

A [H5] dolgozatban a szigetfogalmat általánosítottuk halmaz részhalmazaira: halmazpár segítségével 

modelleztük, hogy a sziget, illetve az általánosított majdnem-sziget kiemelkedik a környezetéből. 

Bebizonyítottuk, hogy a majdnem-sziget rendszerek admisszibilisek, valamint a maximális admisszibilis 

rendszerek és a maximális majdnem-sziget rendszerek ugyanazok. Szükséges és elegendő feltételt kaptunk 

majdnem-sziget rendszerek CD-függetlenségére és CDW-függetlenségére. Közelségi tartományban – több 

további eredmény mellett –, jellemeztük a szigetrendszereket. A [H6] dolgozatban összefoglaltuk a 

szigetek témájában eddig elért eredményeket, valamint ismertettünk néhány megoldatlan problémát. A 

[H7] dolgozatban szükséges és elegendő feltételeket adtunk Boole-hálón vett rendezésfilterekből álló 

lezárási rendszerek lineáris kombináció-függvény vágásaival való előállíthatóságára. 

 

Félcsoportok 

Az inverz félcsoportok struktúraelméletének egyik alapvető fejezete, mely McAlister és Lawson nevéhez 

fűződik, E-unitér fedők, illetve majdnem faktorizálható beágyazások segítségével adja meg az összes 

inverz félcsoportot. Ennek a témakörnek jól ismert nyitott problémája, hogy létezik-e minden véges inverz 

monoidnak véges F-inverz fedője. E kérdés megválaszolását korábban Auinger és B. Szendrei Mária 

visszavezette egy gráfokra és csoportvarietásokra vonatkozó problémára, ahol az a kérdés, hogy található-

e minden véges gráfhoz olyan lokálisan véges csoportvarietás, amely egy meglehetősen bonyolult 

feltételnek eleget tesz. Ez az eredmény bizonyos speciális inverz monoidok ― ti. a csoportok Margolis-

Meakin-bővítései ― F-inverz fedőinek tanulmányozásán alapult. Ezt a megközelítést általánosítottuk a 

[BS3] kéziratban az E-unitér felfelé véges inverz monoidokra. Ez az osztály a csoportok Margolis-

Meakin-bővítései mellett az összes véges E-unitér inverz monoidot tartalmazza. Szintén gráfok 

segítségével megfogalmazott kritériumot bizonyítottunk arra, hogy egy E-unitér felfelé véges inverz 

monoidnak mikor van F-inverz fedője adott csoportvarietás felett. Továbbá ennek felhasználásával 

egyszerű elegendő feltételt adtunk arra, hogy egy E-unitér felfelé véges inverz monoidnak mikor nincs 

Abel-csoportok feletti F-inverz fedője. 

 

A matematika számos területén jelentek meg ― pl. a struktúrák „szimmetriáinak”, illetve „parciális 

szimmetriáinak” általánosításaiként ― olyan parciális transzformációkból álló félcsoportok, amelyek 

absztrakt megfelelője az ún. balmegszorításos félcsoport, bal-jobb szimmetrikus, azaz kétoldali változata 

pedig az ún. megszorításos félcsoport. Az irodalomban sok más nevet is használnak ezekre a 

félcsoportokra, melyek analógiát mutatnak az inverz félcsoportokkal. Az inverz félcsoportok McAlister-

Lawson-féle struktúraelméletének több eredményét sikerült már korábban átvinni ezek bizonyos 

részosztályaira. A [BS1] cikkben szükséges és elegendő feltételt adtunk arra, hogy egy valódi 

balmegszorításos félcsoport mikor ágyazható be félháló monoiddal vett W-szorzatába. [BS2]-ben ennek a 

lényegesen bonyolultabb, kétoldali változatát bizonyítottuk. Továbbá az olyan S valódi megszorításos 

félcsoportok esetén, amelyek rendelkeznek a kapott szükséges és elegendő feltételbeli tulajdonsággal, 

megkonstruáltunk egy S-től függő Y félhálót, annak egy W(M,Y) W-szorzatát S legnagyobb monoid 

homomorf képével, M-mel, valamint S-nek egy beágyazását W(M,Y)-ba. A [BS4] kézirat pedig B. 

Szendrei Mária korábbi eredményét élesíti: bebizonyítottuk, hogy minden megszorításos félcsoport 

beágyazható majdnem faktorizálható megszorításos félcsoportba, és ennek felhasználásával azt is, hogy 

minden megszorításos félcsoportnak van ilyen beágyazásból származtatható valódi fedője, amely félháló 

csoporttal vett szemidirekt szorzatába ágyazható. 

 

A modulusok elméletében fontos szerepet játszanak az úgynevezett lapos modulusok, melyek végesen 

generált szabad modulusok direkt határértékei.  A modulusok megfelelői a félcsoportelméletben a 

monodihatások (unáris algebrák, melyek műveletei monoidot alkotnak), ezek körében az erősen lapos 

monodihatások axiomatizálhatóságát vizsgáltuk a [Ha2] cikkben. Egy monoid balról tökéletes, ha minden 
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monoidhatásának van projektív fedője. A [Ha3] cikkben ezt a fogalmat általánosítottuk, valamint 

vizsgáltuk a balról tökéletesség egy felételét.  

 

A gyűrűelméleti koherencia fogalmát V. Gould terjesztette ki monoidokra a 80-as években. A [Ha5] és 

[Ha6] cikkekben néhány, korábban általa felvetett kérdésre válaszoltunk. [Ha5]-ben megmutattuk, hogy a 

szabad monoidok (a szabad gyűrűkhöz hasonlóan) koherensek. Az ezen cikkben szereplő ötletek 

továbbfejlesztésével [Ha6]-ban bebizonyítottuk, hogy a szabad balról tágas monoidok jobbkoherensek, de 

nem balkoherensek, illetve hogy a szabad inverz monoidok sem bal-, sem jobbkoherensek. 

 

Amint azt M. V. Lawson megmutatta, a policiklikus monoidok reprezentációi (mint monoidhatások) 

szoros kapcsolatban állnak a Cuntz-féle C*-algebrák bizonyos speciális reprezentációival, valamint 

fraktálokkal. Ezen reprezentációkkal kapcsolatban egy központi kérdés az úgynevezett atomok, illetve 

ciklusok száma. A [Ha4] cikkben a policiklikus monoid egydimenziós affin reprezentációit vizsgáltuk 

ebből a szempontból, többek között jellemezve azon eseteket, amikor az összes lehetséges atom 

ténylegesen atom, felső korlátot adva az atomok számára bizonyos esetekben, illetve megmutatva, hogy 

végtelen sok olyan reprezentáció van, ahol az atomok száma 1. Az automatikus félcsoportok fogalmát 

általánosítottuk félcsoporthatásokra a [Ha7] cikkben, valamint erősítettük a korábbi eredményeket, 

amelyek az automatikusság generátorrendszer-választástól való függetlenségére vonatkoztak. 

 

A darabonként tesztelhető nyelvek vizsgálata az automataelmélet fontos területe. A [KU1] cikkben a k-

darabonként tesztelhető nyelvek algebrai tulajdonságait vizsgáljuk a nyelvhez tartozó szintaktikus 

monoidon keresztül. A szavakhoz normálformát adunk meg k=2-re és 3-ra, valamint log-aszimptotikusan 

becsüljük a szavak számát tetszőleges k esetén. A [KU2] cikkben a félhálók iterált szemidirekt szorzatai 

által generált varietások vizsgálatával igazoltuk a Seif-sejtést az R-triviális félcsoportok által generált 

pszeudovarietások esetén. A Seif-sejtés szerint a véges monoidok által generált varietások szabad 

spektruma aszimptotikusan dichotom módon viselkedik. A [KU3] cikkben aszimptotikusan becsüljük az 

adott méretű monounér algebrák számát. 

 

Műveletosztályok 

A [W1-W4] cikkekben folytattuk korábbi vizsgálatainkat függvények aritáshézagáról. Explicit leírását 

adtuk a nemtriviális aritáshézaggal rendelkező polinomfüggényeknek 2 karakterisztikájú véges testek és 0 

karakterisztikájú testek felett [W1], és jellemeztük azokat az Abel-csoportokat, amelyek felett a 

nemtriviális aritáshézagú függvények kisebb változószámú függvények összegére bomlanak [W2]. Boole-

csoportok esetén meg is adtunk egy konkrét kanonikus felbontást, és ennek segítségével klasszifikáltuk a 

háromelemű halmaz feletti műveleteket aritáshézagaik szerint [W2]. A [W4] cikkben az aritáshézag 

fogalmának egy paraméteres kiterjesztését definiáltuk és vizsgáltuk. 

 

Hálópolinomok döntéselméleti alkalmazásaival foglalkozik a [W5] dolgozat; itt a véges disztributív hálók 

feletti pszeudo-polinomfüggvényeket karakterizáltuk, és eljárást adtunk hálópolinomok és unér 

függvények kompozíciójaként való előállításukra. Ezen eljárás alapja egy disztributív hálók feletti 

interpolációs probléma megoldása [W6], amely Goodstein tételének általánosítását adja nemkorlátos 

disztributív hálókra. Boole-függvények és pszeudo-Boole-függvények lokális monotonitási tulajdonságait, 

valamint a parciális deriváltak rendezéselméleti analogonjait tanulmányoztuk a [W7] cikkben, és 

megmutattuk, hogy szoros kapcsolat van a lokális monotonitás és ezen „deriváltak” felcserélhetősége 

között. 

 

Egy új függvényegyenlet-fogalmat vezettünk be a [W8] dolgozatban, és a legtermészetesebb speciális 

esetekben szükséges és elegendő feltételt adtunk függvényosztályok egyenletekkel való definiálhatóságára 

Bebizonyítottuk, hogy ez a feltétel minden esetben szükséges, de olykor nem elegendő az egyenletekkel 
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való leírhatósághoz. Boole-függvények tetszőleges C klónjára meghatároztuk azon parciális klónok 

számát, amelyeknek totális része megegyezik C-vel, ezzel megoldva Lau 25 éves problémáját [W10].  A 

[W11] cikkben gráfok segítségével közelebbről vizsgáltuk a [W10]-ben kulcsfontosságú szerepet játszó 

kontinuum számosságú intervallum szerkezetét. A [W12] cikkben olyan függvényosztályokat vizsgálunk, 

amelyek zártak a kompozícióra, de nem feltétlenül tartalmazzák a projekciókat. Az ilyen 

függvényosztályok a klónok egy általánosítását szolgáltatják, és [W12]-ben bebizonyítjuk Rosenberg 

minimális, illetve maximális klónokra vonatkozó tételeinek megfelelő általánosításait. Az úgynevezett 

„lusta” függvények szoros kapcsolatban vannak az esszenciálisan minimális klónokkal, utóbbiak pedig a 

minimális klón fogalmának egy fontos általánosítását adják. A [W13] dolgozatban karakterizáltuk a lusta 

kétváltozós függvényeket, ezzel számos új esszenciálisan minimális klónt találtunk, és egy bizonyos 

típusba tartozó esszenciálisan minimális klónok teljes leírását is nyertük. 

 

A [H4] dolgozatban véges halmazokon értelmezett többváltozós függvények invarianciacsoportjait 

tanulmányoztuk. Teljes karakterizációját adtuk a reprezentálható csoportoknak abban az esetben, amikor a 

változók számának és az alaphalmaz méretének különbsége kicsi a változók számához képest. 

Bebizonyítottuk, hogy minden primitív permutációcsoport reprezentálható háromelemű halmazon 

értelmezett függvény invarianciacsoportjaként. 

A [D1] kéziratban három- és négyelemű alaphalmazon vizsgáltuk a transzformációmonoidokat. 

Háromelemű halmazon a monoidális intervallumok többségének már ismert a számossága, a 

szakirodalomban fellelhető eredményeket rendszereztük. Négyelemű alaphalmazon, számítógép 

segítségével meghatároztuk a teljes transzformációfélcsoport részmonoidjait és összeejtő részmonoidjait. 

A kézirat a legfeljebb tízelemű transzformációmonoidokra vonatkozó eredményeket tartalmazza. A 

részmonoidok generálásnál „brute force”, az összeejtőség eldöntésére számítógépet és CSP technikát 

alkalmaztunk. Az eredmények között megadjuk a monoidokat tartalmazó konjugáltsági osztályok 

elemszámát, valamint összeejtő monoidokat. A már ismert eredményeket gazdagítva, háromelemű 

alaphalmazon megadunk két kontinuum számosságú monoidális intervallumot, valamint összeejtő 

monoidok két új osztályát legalább négyelemű alaphalmazon. A kapott adatok összegzésére egy weboldalt 

is létrehoztunk: http://www.math.u-szeged.hu/~vajda/CMO/CMO1.htm. Itt elemszám szerint bontva 

találhatunk információkat. A [D2], [D3], [SZA1], [SZA2] cikkekben a véges alaphalmazon értelmezett 

klónok hálójának szerkezetére vonatkozó további eredményeket bizonyítottunk. 

A [V1] kéziratban a komplex köríven illetve körcikken a komplex Csebisev polinomok normáinak és 

együtthatóinak explicit szimbolikus előállításával foglalkoztunk. A köríveken való vizsgálódásokhoz és 

számításokhoz új eszközt jelent Thiran cikke, ami a komplex problémát valósra vezeti vissza, illetve a 

Csebisev polinom normáját elliptikus függvények segítségével fejezi ki. Bár az extremális pontok 

ismeretében Thiran cikke explicit konstrukciót ad a Csebisev polinom együtthatóinak kiszámítására, a 

magasabb fokú problémáknál mind az extremális pontok előállítása, mind a Csebisev polinomra 

vonatkozó konstrukció tényleges megvalósítása komoly számítási feladatok elé állítja a kutatót. 

 

A [V2] cikkben az Hermite interpolációs problémában szereplő általánosított együtthatókat adtuk meg 

sorfejtés segítségével illetve a problémát véges testek esetében is vizsgáltuk. Alkalmazásként a 

Vandermonde-Hermite mátrix trianguláris felbontásának explicit alakját vezettük le. A [V3] cikkben az 

optimális Lagrange-interpoláció első nemtriviális esetét vizsgáltuk a szimbolikus számítások 

eszköztárával. A vizsgálat célja az összes extremális alappontrendszer meghatározása: azaz az összes 

olyan három pontból álló alappontrendszer leírása, amelyhez tartozó Lebesgue konstans minimális. 
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