A modern valdsziniiségszamitdas néhdny problémdja ciml palyazatunkban a kovetkezo
kérdésekkel foglalkoztunk:

a) Olyan mind a valdszinliségszamitds mind a szdmelmélet szamdara érdekes jelenségek
vizsgdlataval, ahol a vizsgdlt valdsziniiségi véaltozok viselkedésén kiviil a (determi-
nisztikus) egyiitthatok szamelméleti tulajdonsigai is fontos szerepet jatszanak.

b) Olyan statisztikai problémékkal, ahol néhany rendkiviil nagy tag megjelenése mi-
att a hagyomdnyos statisztikai mdédszerek nem alkalmazhatéak, ezért a feladatok
vizsgalataban 1j, hasznosabb moddszereket kell kidolgozni.

c¢) Bizonyos sztochasztikus folyamatoknak Wiener folyamatokkal val6 jo kozelitésérol
sz6l6 eredmények dltaldnositasaval sztochasztikus folyamatok gazdagabb osztalya-
ra.

d) Normalizalt empirikus mértékek szerinti tObbszoros integralok és U-statisztikdk
becslésével és ezen eredmények alkalmazasaval nem trividlis statisztikai problémak
vizsgalataban.

Végiil megjegyzem, hogy késobb csatlakozott csoportunkhoz Pham Ngoc Anh, aki
algebrai problémakkal foglalkozik. De az ¢ algebrai eredményei hasznosak lehetnek a
valészinliségszamitas szamaéara is.

Az a) pontban targyalt problémdak hétterében a kovetkezd jelenség all. Tudjuk, hogy
valésziniiségi valtozok tetszéleges (fiiggd) sorozatat elegendéen megritkitva, a kapott
részsorozat ugy viselkedik, mintha tagjai fiiggetlen, azonos eloszlasu (f.a.e.) valtozdk
lennének. FEzt hivjdk az irodalomban részsorozat-elvnek. Példaul a trigonometrikus
rendszer elegendden ritka részsorozataira teljesiil a centralis hatareloszlastétel és az
iteralt logaritmus tétel. Mivel egy f.a.e. sorozat tagjainak teszéleges permutacidja
utan is f.a.e. marad, természetes lenne azt varni, hogy hézagos sorok viselkedése
is permutacié-invarians. Ez azonban, mint Fukuyama (2009) megmutatta, nem igaz.
Vizsgdaltuk, hogy milyen esetekben igaz és milyen esetekben nem igaz a “részsorozat-
elv’. A [10] dolgozatban megmutattuk, hogy a trigonometrikus rendszer Hadamard

hézagos részsorozataira, azaz a sinnix fiiggvényekre az
nk+1/nk2q>1 k=1,2,... (1)

feltétel mellett igaz a centralis hatareloszlds és az iterdlt logaritmus tétel, de ezek az
eredmények nem érvényesek akkor, ha az (1) hézagfeltételt tetszélegesen gyengitjiik,
azaz ha

nk+1/nk >1+e¢g, er — 0. (2)

Mésrészt, elég lassan csokkend e mellett az eredeti (nem permutéalt) sorozatra még igaz
a centralis hatareloszlas és iteralt logaritmus tétel. A [10]-es dolgozatban megmutattuk
azt is, hogy exponenciélisnal lassabban névekvé (ng) mellett a sin ngx sorozatra ezek az
eredmények permutacié-invaridans formaban is igazak, ha az nj egyiitthatdk teljesitik a
kovetkezo szamelméleti jellegti feltételt. Az

arng, + ... +apng, = ¢, 1<ki,...kp <N (3)
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alaku diofantoszi egyenleteknek “kevés” megoldasa van.

Viszont ennek a feltételnek az ellenorzése, azaz a (3) egyenlet megolddsi szdmanak
a meghatdrozdsa (vagy becslése) az altaldnos esetben rendkiviil nehéz feladat. Ezért
érdemes kiilon tekinteni azt a specidlis esetet, amikor (njy) egy ugynevezett Hardy-
Littlewood-Pdlya sorozat, azaz p’fl .- pFr alaki szamokbdl 4ll, ahol py, ... ,p, primsza-
mok egy tetszoleges fix véges halmaza és a ki,... , k. > 0 egész szamok tetszolegesek.
A [9] dolgozatban ugyanezzel a probléméval foglalkoztunk az f(ngx) sorozat esetén,
ahol f egy sima periodikus fiiggvény, és (nj) Hadamard hézagos. Megmutattuk, hogy
ebben az esetben a permutacio-invariancia sziikséges és elégséges feltétele az, hogy a
p = 2 esetben a (3) diofantoszi egyenlet megolddsainak szama N — oo esetén O(1),
egyenletesen ay, ...ap-ben. Az [5] dolgozatban pedig megmutattuk, hogy egy végtelen
rendii diofantoszi feltétel mellett a permutéacio-invariancia a trigonometrikus rendszer
részsorozataira minden novekedési feltétel mellett fenndll.

Foglalkoztunk olyan kérdésekkel is, amelyek arrél szélnak, hogy amennyiben a [0, 1]
intervallumbdl kivalasztunk véletleniil egy x pontot, akkor a pozitiv egész szamok mely

(szdmelméleti tulajdonsagi) nq, ne, ... sorozataira igaz, hogy az {nyx} sorozat hasonl6
valésziniliségszamitasi torvényeket teljesit, mint a fiiggetlen a [0, 1] intervallumban egyen-
letes eloszlast 1, T2, . . . valdsziniiségi valtozok sorozata. Az aldbbiakban {z} az x szdm
tort részét jeloli. Ilyen jellegli kérdéseket targyalunk az alabbiakban.

Egy véges (z1,...,xy,) C (0,1) sorozat *-diszkrepancidjat a kovetkezOképpen defi-
nidljuk:

N
Dy = Dy(z1,... ,2,) := sup M—a',
0<0<a<1 N

ahol I, a [0,a] intervallum indikétorfliggvényét jelenti. Vegyiik észre, hogy ez nem
més, mint az (z1,...,x,) minta Kolmogorov—Szmirnov statisztikdja. Philipp (1975)
egy ismert eredménye szerint, ha (ny) kielégiti az (1) Hadamard hézagfeltételt, akkor

N D%
0 < lim sup N ti<r<n)

N—o0 V2N loglog N

Ez éppen a Kolmogorov-Szmirnov iterédlt logaritmus tétel az {nyxz} sorozatra. A klasszi-
kus statisztikai eredménnyel szemben azonban az (4)-beli lim sup nem egyenl$ 1/2-el, és
altaldban az z szdmtdl is fiigg. A VN D3, aszimptotikus viselkedése (amely a klasszikus
esetben a Kolmogorov-féle K (y) hatareloszlashoz tart) azonban ismeretlen. A [4] dolgo-
zatban ezt a hatdreloszldst hatdroztuk meg az ny = a* (a > 2) esetben. Megmutattuk,
hogy a megfelel6 folyamat gyengén konvergal egy Gauss folyamathoz, amelynek kovari-
ancidja érzékenyen fiigg az a szdm szamelméleti tulajdonsagaitél. Ha ng4q/nk — oo,
akkor a hatarfolyamat a Brownian bridge. Ekkor tehét az {nix} valtozok pontosan gy
viselkednek, mint a fliggetlen valészintiiségi valtozok.

A [3] dolgozat egy attekinté cikk e téma 100 évre visszamend torténetérol.

Ugyancsak a valészinliségszamitas és a szamelmélet kozos téméja az a probléma,

< 400 a.e. (4)

N
amelyet a [11] dolgozatban targyaltunk. Itt a > f(n)X,, alaki 6sszegek aszimptotikus

n=1



viselkedésének a vizsgalatdval foglalkoztunk abban az esetben, amikor f(n) egy additiv
szamelméleti fiiggvény. Ilyen esetekben az egyiitthatok irregularitdsa miatt a klasszikus
eredmények nem érvényesek, és szamos 1j jelenség 1ép fel.

A b) pontban megjelolt témakorbe tartoznak a a [1], [8], [13], [15] dolgozatokban targyalt
eredmények. Itt a matematika statisztika paraméteres eljarasait vizsgaltuk végtelen
szorasu valoszinliségi valtozok esetében. Ilyenkor szamos statisztikai proba esetén a
normélis hatareloszlas, illetve a Wiener folyamat helyett ezek stabilis megfelel6i 1épnek
fel. Ez lényeges problémat jelent a gyakorlatban, mivel e folyamatok eloszldsat nem
tudjuk megadni zart alakban. Ilyenkor természetes lenne a proba kritikus értékeit
bootstrap vagy permutacidstatisztikdk segitségével meghatarozni, de ez a mdédszer sem
miikodik, mivel, mint azt [1]-ben megmutattuk, végtelen szérds esetén a bootstrap
statisztikak hatdareloszlasa véletlen paramétereket tartalmaz. Ennek oka a statisztikai
mintakban fellépo nagy mintaelemek jelenléte, amelyek a bootstrap statisztikaban nem
halnak ki. Ezt a nehézséget a trimming alkalmazasaval, azaz a minta megnyirasaval
kiiszobolhetjiik ki: az n elem{i mintabdl ilyenkor elhagyva a d,, legnagyobb és legkisebb
elemet, ahol d,, — o0 és d,,/n — 0, a maradék mintaelekhez tartozoé statisztika (példdul
a changepoint vizsgdlatokndl hasznalt CUSUM statisztika) hatarfolyamata Gauss-folya-
mat. Fliggetlen valtozok megnyirt 0sszegeit sokan vizsgaltak, és szamos fontos eredmény
sziiletett e témakorben. Ugyanakkor tobb fontos kérdés megvélaszolatlan maradt.
Példaul Griffin es Pruitt megmutattak, hogy modulus trimming esetén a centrélis ha-
tareloszlastétel csak szimmetrikus valtozok esetében igaz, és az altalanos eset nyitva
maradt. Az [8] dolgozatban erre adunk teljes vélaszt, megmutatvan, hogy a nem szim-
metrikus esetben a centralis hatareloszlas tétel csak véletlen centrdld faktor mellett
igaz, és ez a megfelel6 statisztikai eljaras mddositasat kivanja meg. Filiggd valtozok
megnyirt 0sszegeire pedig nincsenek eredmények, noha az idésorok statisztikdjaban es a
kozgazdasagi matematikaban fellépé linearis és nemlinedris folyamatok a legtobb eset-
ben “heavy tail” jellegliek, és sokszor szérdsuk sem létezik. [15] dolgozatunk egy centralis
hatareloszlastételt szolgaltat fiiggd, megnyirt folyamatokra; a vizsgdlt osztaly a stabilis
felajitdsokkal rendelkezé autoregressziv folyamatok osztalya. [13] dolgozatunk a téma
irodalméat tekinti at.

A [7], [19] dolgozatok tartoznak a c) pontban megjelolt témakorbe. Ezekben a Komlds-
Major-Tusnady approximéciétételt terjesztettiik ki fliggé valdszintiségi valtozokra. [19]-
ben megmutattuk, hogy ha (X,,) egy Bernoulli shift sorozat, azaz teljesiil rd az

Xn:f("'75n*175n75n+17-~-), n:il,iZ,

eléallitas, ahol () fliggetlen egyforma eloszlasi valdsziniiségi valtozdk sorozata, és
f egy olyan mérhetd fiiggvény, amely elég gyors polinomidlis rendben cseng le az ¢y
véaltozdéi mentén k — oo mellett, akkor az EXy = 0, E|X(|P < oo feltétel esetén teljesiil
az

Y Xe=W(o*n)+o(n'/?)  as. (5)
k=1

approximécié valamely o2 > 0 mellett, ahol W egy Wiener-folyamat. Ez az eredmény
olyan esetekben ad j6 normalis approximéaciét valoszinliségi valtozok sorozatara, ami-
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kor a Komlés—Major-Tusnady eredmény nem alkalmazhaté. A tétel bizonyitasa az
(X, ) sorozat egy triadikus felbontdsan alapul, és igen bonyolult. A [19] dolgozatban
megmutattuk, hogy e tételre egy igen egyszerii bizonyitas adhatd, ha az (5) relacid
jobboldalédn a W (n) Wiener folyamat mellett egy tovabbi Wa(7,) tagot is megengediink,
ahol W5 is egy Wiener folyamat, és 7, = O(n”) valamely 0 < v < 1 kitev6vel. Mint
[19]-ban megmutattuk, a masodik Wiener folyamat annak kisebb skédlafaktora miatt a
tétel alkalmazasait nem zavarja, noha a Wy Wiener folyamat nem fiiggetlen a W Wiener
folyamattol.

A d) témakorbe tartoznak a [2] és [16] illetve bizonyos mértékig a [20] munkdk. A
[2] dolgozat attekinté jellegli, mig [16] egy a Springer Mathematical Lecture Note-ban
megjelent munka, ahol egy a valdszintiségszamitasban fontos elmélet részletesen ki van
dolgozva. A Lecture Note-ban vizsgélt {6 kérdés a kovetkezo. Tekintsiik fiiggetlen, egy-
forma eloszlasu valdszintiségi valtozok &1, ..., &, sorozatat valamilyen p eloszlassal, és
valos értékili k-valtozos fiiggvényeknek egy szép tulajdonsagokkal rendelkez6 F csaladjat.
Adjunk joé becslést a

/
sup/ flxy, .. xk)pn(dey) ... pn(doy) (6)
fer
véletlen integralok suprémumadnak a farokeloszlasara, ahol u, a &i,...,&, sorozat nor-

malizalt empirikus mértéke, és a vesszd az [ "_ban azt jelenti, hogy az atlékat kihagyjuk
az integralasi tartomanybol. A [16] Lecture Note t&bb korabbi cikk eredményének a fel-
dolgozasat tartalmazza, de maga a konyv tobb, mint a meglevé eredmények feldolgozasa.
A konyv szamos eredménynek 1j bizonyitasat tartalmazza, és ezek a bizonyitdasok jobban
elmagyarazzak a problémék és eredmények hatterét.

A Lecture Note egyrészt annak becslésével foglalkozik, hogy a (6) formuldban
felirt véletlen integralok szuprémuma milyen valdszintiséggel vesz fel viszonylag nagy
értékeket, masrészt annak megmutatasaval, hogy ezen probléma megoldasa mas vizsga-
latokban is hasznos lehet. Vannak olyan a matematikai statisztikaban fontos hatarelosz-
lastételek, amelyek bizonyitasa az elobb megfogalmazott feladat megoldasén alapul. Bi-
zonyos nem paraméteres maximum likelihood feladatok megoldasa a vizsgalt statisztika
alkalmas Taylor sorfejtéshez hasonlé kozelitésén alapul, és a bizonyitas fo nehézsége
annak megmutatasa, hogy a szdmoldsban megjelen6 maradéktagok elhanyagolhatéan
kicsik. Valdjaban egy olyan hibatag van, amely nehezen becsiilhetd, és ennek vizsga-
latdban a (6) formuldban felirt kifejezés farokeloszldsanak a becslésére van sziikségiink,
azaz a [16] jegyzet f& probléméajénak a megoldasara.

A (6) kifejezés eloszlasdnak vizsgalata akkor is nehéz, ha az F fliggvényosztaly
egyetlen fliggvénybdl all. Ekkor a (6) véletlen integral momentumait ki tudjuk szamolni
egy ugynevezett diagram formula segitségével. Ennek a diagram formuldnak a bi-
zonyitasa énmagaban is érdekes és fontos eredmény, amely mas vizsgdlatokban is hasz-
nos.

Az igazan nehéz probléma az, amikor nem csak egy integrdlnak, hanem integralok
szuprémumanak a farokeloszlasara akarunk jé becslést adni. Ennek a probléméanak
a vizsgalata a modern valdszinliségszamitdas egy fontos modszerének, az tgynevezett
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Vapnik—@ervonenkis osztalyok elméletének az alkalmazasat és az ott kidolgozott mod-
szerek finomitasat igényelte. Ezenkiviil szamos egyéb technikai problémat is meg kellett
oldani.

Hasonl6 problémakkal foglalkozott tébb cikkben és egy konyvben is a mai va-
l6szintiségszamitas egyik leginkdbb megbecsiilt alakja, Michel Talagrand. Erdemes
e konyv eredményeit Osszehasonlitani Talagrand eredményeivel. Természetes mdédon
felmeriil a kérdés, hogy melyik eredmény élesebb. Az én véalaszom erre a kérdésre
kissé meglepd lehet. A két eredmény nem Osszehasonlithaté. Mindkét esetben éles
eredményeket kapunk lényegében ugyanarra a probléméra. De ezek az eredmények mas
feltételek mellett érvényesek. Az eredményekben megjelend kiilonbozo feltételeknek
komoly, nem technikai jellegii oka van. Talagrand azt az esetet vizsgalta, amikor a te-
kintett véletlen integralok nagyon hasonlitanak a Gauss esetre, egy olyan esetre, amely
gyakran el6fordul, és jol vizsgalhaté. Talagrand megtalalta azokat a lehetd leggyengébb
feltételeket, amelyek lehetévé tesznek egy jo Gauss tipusu kozelitést, és ilyen modon
kapott éles eredményeket. A [16] konyv viszont azzal az esettel foglalkozik, amikor a
Gauss tipusu kozelités nem miikodik, és a jo becslések mas okok miatt érvényesek. Van-
nak olyan feladatok, amelyekben Talagrand eredményei a hasznosak, és vannak olyanok,
amelyekben a [16] konyv eredményei. Megjegyzem, hogy a [16] konyv vizsgdlatainak
hatterében 1évo statisztikai problémaék vizsgalataban Talagrand eredményei nem alkal-
mazhatdak.

A [20] Lecture Note egy régebbi Lecture Note 1j, javitott kiaddsa. Ugy gon-
doltam érdemes ezt a Lecture Note-ot tjra kiadni, mert az ott térgyalt téma (nem
centralis hatareloszlastételek Gauss mez6k nem linedris funkciondljaira) és az alkalma-
zott médszerek (tobb-véltozés Wiener—It6 integralok elmélete) tovabbra is aktudlis, és
a jegyzet eredeti valtozata nehezen olvashatd. A Springer kiadé elfogadta az érveimet,
és tjra kiadta ezt a konyvet. Ez egyrészt tipografiailag 1j (az els6 valtozat megjelenése
idején még nem létezett a TEX program), de a matematikai részben is sok javitds, fi-
nomitas van, amelyek reményeim szerint ezt a konyvet jobba tették.

Csatlakozott csoportunkhoz Pham Ngoc Anh, aki a [14] dolgozattal vett részt ebben
az OTKA kutatasban. Ez algebrai jellegli eredmény. De az ilyen matrixokrdl szold
eredmények hasznosak lehetnek a Markov lancok vizsgalataban is. SoOt, az ebben a
dolgozatban vizsgalt Virasoro és Heisenberg algebrak fontos szerepet jatszanak bizonyos
statisztikus fizikai problémék vizsgalataban, és ez is egy kapocs ezen OTKA téméja és
Pham Ngoc Anh kutatasa kozott.

Major Péter



