Nemlinearis anticipativ dinamikai
rendszerek a mechanikaban
(Kutatasi jelentés)

1 Anticipacio, anticipativ rendszerek

Az anticipativ rendszer fogalma R. Rosen kutatasaihoz és konyvéhez kap-
csolhato. Eredetileg biologiai és szocioldgiai jelenségek modellezése soran
mertiilt fel, azonban D.M. Dubois t6bb esetben hasznalta fizikai, illetve sza-
balyozastechnikai problémak vizsgalataban is.

Az anticipativ rendszer lehet gyenge vagy erés. Egy gyenge anticipativ
rendszer olyan, hogy tartalmazza sajat modelljét, amelynek a segitségével
meghatarozza a sajat jovébeli allapotat, és ezt a ,joslatot” felhasznalja
onmaga irdnyitasara. Ez a definicié lényegében Rosen anticipativ rendszer
fogalmaval egyezik meg.

Dubois elméletét kovetve diszkrét idejii rendszereket tekintiink, és hasz-
naljuk az altala bevezetett matematikai megfogalmazast (computing antici-
patory systems). Eszerint a rendszer jelen (idépontban vett) allapota z;,
a bels6 modell altal szamitott jovébeli allapot Z;41. A kovetkezd id&pil-
lanatban a rendszer allapota ;1.

Igy a
gyenge anticipativ rendszer

Tiy1= f(zi, Tit1), (1)
a rekurziv rendszer
zip1 = f(xs),
az id6késleltetett rendszer
Ti+1= f(-~-7 Ti-1, %)
Az erésen anticipativ rendszer
Tiy1 = f(@i, Tig1),

végiil a legaltalanosabb idGkésleltetett és erésen anticipativ rendszer

Ti+1= f(-~-7 Ti—1, Liy Ti41, )

A gyenge és erGs anticipativ rendszereket Dubois annak alapjan kiilonbozteti
meg, hogy az (1)-bdl a kalap eltiinik az x;1-16l, azaz azonositja a modell
altal szamitott és a valosagos jovibeli allapotot. Ez ugyan furcsanak tiinhet,
de példaul szabalyozott mechanikai rendszereket leir6 diszkretizalt matema-
tikai modellekben gyakran eléfordul (gyorsulas-szenzor hatésa).



Az anticipativ rendszerek egy specialis formaja az inkurziv rendszer

Tip1= f(@ig1).

2 Folytonos és diszkrét rendszerek

Folytonos és diszkrét rendszerek lehetnek idében vagy térben. Térben
diszkrét rendszer példaul anyagi pontrendszer, merev testekbdl all6 mecha-
nikai rendszer, illetve egy kontinuum véges-elemes diszkretizacioja utan
kialakult rendszer. Id6ben diszkrét rendszer diszkretizacié hatasara jon 1étre
egy folytonos idejd rendszerbdl diszkrét idGpontban tortént mérés, vagy
valamely numerikus moédszer alkalmazéasa soran lefolytatott diszkretizéaciod
utjan.

Kutatasainkban diszkrét idejd rendszereket vizsgaltunk, mivel a Dubois
altal bevezetett fogalmak és képletek ilyen esetekben alkalmazhaztoak.
A munka soran felmeriilt, hogy egy folytonos idejii rendszer idében vég-
rehajtott diszkretizacidja milyen valtozésokat okoz a stabilitési tulajdonsa-
gokban.

A térben diszkrét rendszerek kozé tartoznak az anyagi pontok, illetve
pontrendszerek, illetve ide soroljuk a merev testeket és azok rendszerét is. A
jellemz6 tulajdonsag a véges szabadsagfok. Veliik szemben beszéliink konti-
nuumokroél, melyeknél az anyag folytonosan tolti ki a szamara rendelkezésre
allo térrészt. Ezek szabadsagfoka végtelen.

3 A lefolytatott kutatas f6bb iranyai, médszere és ered-
ménye

A kutatas a mechanikai rendszerekben megjelend anticipativ hatasokra, és
az ezek kovetkeztében észlelhetd jelenségekre koncentral. Anticipativ hatas
idében lezajlo folyamatot feltételez, ami mechanikai értelemben mozgas. A
megfelel§ tudomanyteriilet értelemszertien a dinamika.

A mitszaki mechanika dinamikai rendszerei eredendSen nemlinearisak,
azonban tanulmanyozasuk els6 lépése linearizélas, és a linearizalt rendszer
vizsgalata. A nemlinearis rendszer vizsgalata lehet analitikus vagy nume-
rikus. A numerikus vizsgalat id6ben diszkrét lehet csak, id6 lépéseket kell
felvenni. Ezek nagysaga sok esetben igen problematikus.

Kutatasainkban arra koncentraltunk, hogy a folytonos és diszkrét idejt
rendszerek tulajdonsagai miként viszonyulnak egymashoz. El6térbe alli-
tottuk a stabilitast, mint alapveté dinamikai tulajdonsagot.

3.1 Veéges szabadsagfoku rendszerek

A kutatés soran azt vizsgaltuk, hogy az anticipativ hatasok miként jelent-
keznek a mechanika teriiletén alkalmazott modellekben. Vizsgaltuk tovabba,
hogy mi a hatasa az anticipacidnak a rendszerek stabilitasara.



A digitalisan szabalyozott véges szabadsagfokii rendszerek teriiletén
megtartottuk az analitikus vizsgalati modszert, és a szabalyoz6 rendszer,
illetve a mechanikai rendszer viselkedését leir6 valtozo fliggvények és diffe-
rencidlegyenletek szamanak hatasat vizsgaltuk. Az analitikus mechanikdban
kozismert, hogy a mechanikai rendszerek mozgasegyenleteit tobbféle moédon
irhatjuk fel. Az egyes eljarasok eredményeként természetesen ekvivalens
egyenletrendszerek adodnak, de a skalar valtozok és fiiggvények szama eltérd
lehet (példaul az elséfaju, illetve a masodfaju Lagrange egyenletnél).

Amennyiben a digitalis szabalyozés miatt a folytonos ideji mechanikai
rendszer diszkretizécidja sziikséges, az el6bbiekben emlitett ekvialencia fel-
bomolhat, és kritikus stabilitasi helyzeteknél kvalitativ eltérés is adédhat a
diszkrét rendszerek viselkedésében. Azt talaltuk, hogy sok esetben az elté-
rést a rejtett anticipativ jelleg okozza.

Rejtett anticipativ hatasok jelentkezhetnek akkor, amikor egy mecha-
nikai rendszerben a szabalyozas hatésat kényszerként vessziik figyelembe.
A mozgasegyenlet felirasa ilyenkor egyszeriibb, de a szabalyozas automati-
kusan feed-in-time jellegii inkurziv. Ez nagyon sok esetben nem okoz semmi
valtozast a stabilitasi tulajdonsagokban, azonban kritikus pontok koriil meg-
valtoztathatja a kvalitativ tulajdonsagokat.

A kutatasaink sordn szerzett fenti tapasztalatainkat egy kozismert
példan keresztiil mutatjuk be. Egy rendszert az instabil egyenulyi hely-
zete koril kell szabalyozas titjan stabilizalni.

1.Abra. Inverz inga egyensilyozasa

A mozgasegyenlet

%ml%@—i—%mlﬁcosﬂ—%mylsinﬁz 0 (2)

mjéJr%mli?'cosz?f%mlzéQsinz?: F (3)

ahol az x pozici6 és az inganak a fiiggsleges iranytol mért ¢ szoge a két alta-
lanos koordinata. A (3) egyenlet jobb oldalan allo F' er6 egy PD szabalyzo
mellett a legaltalanosabb esetben

FEQE—T7)=ad(t—7)+cd (t—7), (4)



alakban irhato. Figyelembe vettiik, hogy a mért 9, ¥ értékek hatasara a
szabalyozés valaszaként létrejovs beavatkozés (az F' ers) véges 7 1d6 eltelte
utan jelentkezhet csak. Igy a (4)-ben

F=Q(t—1). (5)

Amennyiben a késedelmet elhanyagoljuk (7 = 0) a beavatkozas azonnal a
méréssel egyidGben jelentkezik, ami anticipativ jellegi

F=0Qa(t). (6)

A szabalyzas hatasat két modon vehetjiik figyelembe. Egyrészt toreked-
hetiin arra, hogy minél kevesebb egyenlettel és valtozdval irjuk le a mozgast.
Ezt a megkozelitést akkor alkalmazzuk, ha analitikus vizsgalatot akarunk
lefolytatni.

A vizsgalt esetben F-ot kifejezhetjiik (3)-bol, és behelyettesithetjiik (2)-
be,

_ 3sindcosd ;o 6gsing cos
1=3c0w0 | T a=3co?0)l  (A=3co?)ml (M)

F(t)=c19 (t —7)+cod (t— 7).

9=

Ha behelyettesitjiitk F-et (7) masodik sorabol az elsébe, akkor egyetlen
masodrendd differencidlegyenletiink lesz az egyetlen ¢ altalanos koordina-
tara, mint fiiggetlen valtozora.

A masik lehetséget akkor szokas alkalmazni, amikor az egyenletek és
az ismeretlenek szamanak minimalizédlasa nem érdekes szempont, példaul
numerikus analizist akarunk végezni. Most megtartjuk az z, ¢ altalanos
koordinatakat és a (4)-ben kifejezett F' er6t is mint valtozot, és az alabbi
egyenletrendszert hasznaljuk:

g 31:&251111%051976gsinz9Jr 6 F cosd
(—4+3cos2¥)1 (—4+3cos?2¥)ml

P 3gsindcosd —21a%sind 4F (8)
(=4 +3cos?) (—4+3cos?)m

F(t) = 10 (t—7)+cod (t—7).

Ha az id6késés hatasatol eltekintiink (7 =0) a (7) mésodik soraban, akkor
egy inkurziv (feed-in-time) rendszert kapunk:

F(t) =1 9(t) + co9(t).

Mindez még sokkal nyilvanvalobb lesz a t € [to, 1, ..., t;, ...] diszkrét idejid
esetben

F(t;) =c10(t;) 4 cod(ts). (9)
Tegyiik fel, hogy

ti=to+iAt, ahol i=1,2,...,



tovabbéa legyen az id6késés a diszkrét id6 1épéskozével egyenls = At, akkor
(7) méasodik sora egy rekurziv formulara vezet

F(tz) =C ﬁ(tifl) “+co ﬁ(tifl).

Diszkrét ideji rendszereknél a (7), (6) és (8) egyenletekbd] differencia-egyen-
leteket szarmaztatunk. Ennek érdekében vezessiink be 1j véltozokat:

y=10, y2="1, ys=w, ya=d, ys;=F
és alkalmazzuk a kovetkezd jelolést
ye() = yi(ts) (k=1,2,...,5).
Ezutan az inkurziv (feed-in-time) eset (7 =0) a (6) és (9) felhasznalasaval
yi(i+1) = yi(i) + Atys(i)

wii+) = )+ (PRI G0+ il

6 cos y1(1) .
(4—3cos?y1(i)) ml y5(2)) At
ys (i+1) = cryp(i+1)+cop (i41)

(10)

vagy egyszerlsitve
yr(i+1) = yi(i) + Atys(i)

w41 = i)+ (2L )z Sl gy

6 c1 cos y1(4) . 6 co cos y1(4) .
(4 — 3 cos? yyl(z)) ml ye(i) - (4-3 2052 ;1(2)) ml y1(2)) At

Vessiik 6ssze a (10) és a (11) rendszercket. Az utobbi ranézésre rekurziv,
azonban a vele ekvivalens (10) rendszerben jol latszik az inkurziv feed-in-
time kontroll. Itt tehat egy rejtett anticipativ rendszerrél van sz6.

A (8) egyenletrendszerbdl a fentiekhez hasonléan idébeli diszkretizaci-
oval levezethetd az ,igazi” rekurziv rendszer is:

y1(i4+1) = yu(i) + Atys(i)
2(4) 1 si ) ) — 6 gsin y1(¢
p(i+1) = yQ(i)+<3y4(2)lsu(lyéll(?;(;isy;(yzl)(i))ﬁlg y1(i)
6 cos y1() ys(i)
+ (—4+3008291(i))ml>At
y3(i+1) = y3(i) + Atya(i)

pa(i+1) = y4(i)+< 39 Smw@gﬁsggg;yfgggﬂ sinp(@) - (qg)

3 4 ys(i)
(—4+30082y1(i))m)At
ys(i+1) = c1ya(i) +coya(i)




3.2 Stabilitasvizsgalat véges szabadsagfoka anticipativ és
rekurziv rendszer esetében

Véges szabadsagfokt mechanikai rendszerek kutatasa soran a legegyszertibb
esetben egy linearis algebrai operator sajatértékeit kell meghatarozni. Pon-
tosabban annak feltételeit keressiik, hogy mikor esnek ezek a komplex sik
egység sugaru korének belsejébe. Ezzel a modszerrel megrajzolhato és Gssze-
hasonlithato példaul egy digitalis szabalyzassal stabilizalt véges szabadsag-
foktt mechanikai rendszer rekurziv és inkurziv (anticipativ) modelljének
viselkedése, ahogy ezt egy inverz inga esetén elvégeztiik.

A stabilitasvizsgalatban a rendszerekhez definialt linearis operatorok \;
sajatértekeit szamitjuk ki. Az anticipativ rendszernél a (11) egyenletbdl a

1 (i+1) = yi(i) +Atys(i), |
ya(i+1) = y2(¢)+<+MwTM

6ct .. 6co .
- 8- 220 ) A,

linearizalas utan az

1 At
A=
6AtgiﬁcoAt 17661At
l ml ml

linearis operatort kapjuk. Ennek karakterisztikus egyenlete

B 2 g 20—
)\2+2( ml+3c At))\iﬁ(At) gm—=6 (At)*co—mi+6 c1 (At):().
ml ml
A megoldasok
Mo=1-3¢ At+/(3EA1)%*+6 (At)?(a®— &), (13)
ahol
S 0 28
==, CG=_5 ¢ I

A stabilitési feltétel teljesiil, ha (13) megoldésaira
Al < 1.

A (12) rekurziv rendszer esetében a stabilitasvizsgalatban alkalmazott line-
aris opertor alakja

1 At 0 0 0
6ﬂ 1 0 0 —6£
l ml

B= 0 0 1 At 0
3% 0 0 1 4&

l m

Co cic 0 O 0




Ennek a karakterisztikus egyenlete
det (B —\I)=0, (14)
ahol I az identitas operatort jeloli. Vezessiik be az

e=—1+A
jeloleést, ekkor (14) alakja

[ ¢ At 0 0 0 |
GAfg 0 0 —6A—’;
det 0 0 — At 0 —0.
3819 o g . 4 A
l m
co cic 0 0 —e-—1

A determinéns kifejtése utan
6 At (—c1+At gm)e® _6 (At)2 (—co+ gm)? —0

5 4
ete ml ml

Az ¢ = 0 megoldas, igy a A = 1 egy kétszeres multipliciasu gyok, ami a
halad6 mozgashoz tartozo megoldast jellemzi. Az egyensilyozas stabilitasa
szempontjabol a lényeges rész a ,maradék”
2 At (—c1+ At gm)(—1+N)

ml
(A1) (—co+ gm)

ml

(=1+ X3+ (=1+N)

—6 =0.

Ezt a harmadfoku egyenletet kell A-ra megoldani a stabilitasvizsgalathoz.
Ha rogzitjik At=0.005 és a=1 értékeket, a megoldandd egyenlet

(=1+ A3+ (=1+X1)2=6 (0.005— &1) (=14 A) 4+ 0.000150 & — 0.000150 =
0 (15)

A megoldasokat a c0 =% és cl = cll paraméterek fliggvényében rajzoltuk

P ml ‘ml
fel a 2. Abran.

oo

1600 1600
1200 1200

stable 80

stable

400 400

2. Abra. Stabilitasi térkép anticipativ és rekurziv rendszer esetén



Itt jol latszik, hogy az anticipativ és a rekurziv rendszer stabilitasi szem-
pontbdl eltérs viselkedést mutat a paramétertartomany széleinél.

3.3 Veégtelen szabadsagfoki rendszerek

A vizsgalatokat kiterjesztettiik végtelen szabadsagfoku rendszerek (konti-
nuumok) esetére is. Megvizsgaltuk, hogy a kontinuum mechanika ,rate
dependent” -  rate independent” anyagmodelljei miként befolyasoljak az
anyagi instabilitasi problémék numerikus analizisét. A szilard testek mecha-
nikdjaban a kontinuum alapegyenletei: a Cauchy-féle mozgasegyenletek, a
kinematikai egyenletek

pU=0, (16)
£ =1y (17)

és az anyagtorvény mind parcialis differencidlegyenletek. Itt az als6 index
parcialis derivaltat jeldl,
Oo

JI—%,

A legegyszertibb anyagtorvény a o fesziiltség és ¢ alakvaltozas linearis kap-
csolatat feltételezé Hooke torvény, illetve ennek altaldnositésa

o=Ke (18)

alakban, ahol K mar nem a Young modulus, hanem a szakitégore megfeleld
pontjahoz tartozo érinté merevség. Az anyagtorvény 6vekményes alakban

do=Kde.

Amennyiben dinamikai feladat numerikus megoldasat szeretnénk elGalli-
tani, egy véges At idGlépés bevezetése sziikséges. A linearis anyagtorvényt
id6ben diszkretizalva

Aoc=KAe,
ahol
Ao=0,41—0;
és
oi=0(t;).
Ezutan
Oit1—0i=K (€iy1— &),

vagy

oi+1=Keiy, (19)

ami egy inkurziv formula.



A kontinuum alapegyenleteinek méasik két eleme, (16) és (17)

dv_1090
dt o0z’
ds_ov
dt 0z’

Irjuk at ezeket is néveményes alakba,

100

dv==——-—dt
v o Oz
és
ov
de=——dt.
T oz
Ezutan az idébeli diszkretizécié végrehajthato
100 dv
i1 =v;+———| A 1= +—=—| A 2
Vi+1 v; + Qa!IJ ; ta €it+1 €+ dx ; t ( 0)

Az egyenletekhez (19)-et hozzavéve kapjuk a kontinuum mozgasat leiro
idében diszkretizalt egyenletrendszert, ami egy erésen anticipativ (inkurziv)
rendszert eredményez.

Amennyiben a diszkretizalas el6tt (16), (17)-be behelyettesitjik az
anyagtorvényt

pv=Ke,
€ =1y,
és az igy
K Oe ov
i1 =0+ ——o—| At, i1 =i+ o~ At
Yit1 v+gaxi €it1 E+8xi

adodik. Matrix alakban most egy rekurziv formulat kapunk, de az anyag-
torvény inkurziv, ezért a

;i

€i

[ Eay(2)]
[ Vi41 } _ 0 O [
citt At<i> 1
képlet rejtett anticipativ jellegli, hasonléan a bemutatott véges szabadsag-
foku esethez.

ox

3.4 Stabilitasvizsgalat végtelen szabadsagfoku anticipativ és
rekurziv rendszer esetében

Ilyenkor is egy diszkrét dinamikai rendszer vizsgélata jelentkezik, de itt az
algebrai operatorok helyett differencidloperatorok spektrumainak a megha-
tarozasa sziikséges. Azt talaltuk, hogy a ,rate independent” anyagmodellek
anticipativ jellegi diszkrét dinamikai rendszerekre vezetnek.



Az el6z6 szakaszban felirt rekurziv formulaban szerepl6 operator

[ 5At<ﬁ>]

M .= ¢ O
s(2)
Ennek karakterisztikus egyenlete A-ra
Mu—Au=0,
ahol v a homogén peremfeltételeket kielégits fliggvény. A stabilitési feltétel
Al < 1.

Az egyszertliség kedvéért szoritsuk le a vizsgalatot periodikus perturbaci-
okra, azaz legyen

u[ vo }exp(iax). (21)
€0
Ekkor a karakterisztikus egyenlet

>\2—2>\+1+a2[—;(At)2:0,

amelynek megoldasai
\/44 (1 +a22 (At)2)

Ao=1+

)

azaz

R

AMa=ltalt,/-=. (22)

Ha K >0, akkor (22) komplex szam. Ennek abszolutértéke

|)\1,2|:1/1+I—g{a2 (At)2>1. (23)

|)\1,2|:17

Ha K =0, akkor

végil ha K <0, akkor

)\1:170£At1/*%<1, )\2:1+aAt1/f%>1. (24)

Osszehasonlitva (A\; 2)%et (23)-bol és A3 -t (24)-bél,

r%:zl—l—%oﬂ(AtF 6s r3i=142aAt —%—i—g (At)2.

Igy ha At — 0, akkor lim 7§ < lim 3. Tehat mindkét esetben instabil a
rendszer. Ha K =0, akkor a linearis rendszer a stabilitds hataran van.



Im A A

1 Re A

3. Abra. A karkterisztikus gyokok helyének valtozasa
anticpativ anyagtorvénynél

A 3. Abran jol latszik, hogy az anticipativ rendszer (egyetlen pont kivé-
telével) instabil.

Altalaban egy miiszaki mechanikai feladat nemlinearis, linearis probléma
az eredeti feladat linearizalasa, azaz kozelités soran adédik. A 3. Abran
szerepl6 linearis eset nem ad informaciot a feltételezett eredeti” nemlinearis
rendszer viselkedésére. Az, hogy a gyokok éppen az egységkort érint flig-
gbleges egyenesen mozognak, az egyeneletek tetszélegesen kicsi megvaltozta-
tasa (lényegében barmilyen nemlinearis tag hozzaadésa) esetén mar nem
all fenn. Az ilyen helyzetet az alkalmazott matematikai szakirodalom nem
tipikusnak nevezi, és matematikai modellkén alkalmatlannak itéli. Tehéat
a (18) anyagtorveny (mely anticipativ rendszerre vezetett) alkalmazasa nem
Szerencses.

Valasszunk egy kissé bonyolultabb anyagtorvényt, amely tartalmaz egy
a ¢ fesziiltségi fluxustol fiigegs tagot is (stress-rate dependent material)

c+Do=Ke. (25)
Kis atrendezéssel (25)
o= K €— 1 o
D D’
illetve névekményes alakban
K 1

A korabbiakhoz hasonléan a diszkretizalt konstitutiv egyenlet

K 1

azaz

1 K
0'i+1—0'i—50'iAt+5€iAt.



Ez az egyenlet a (20) diszkretizalt alakokkal egyiitt a kovetkezd tisztan
rekurziv rendszert adja:

1 o\ |
1 0 EAt<%)
Vi41 9 U
Ei41 = At(% 1 0 E;
Oi+1 oF}
K 1
0 Ea(1-kar) |

A stabilitas vizsgalatban szerepld lineéris operator ebben az esetben

1 o\ |
()
Mu:=| At| =— 1 0 Uu.
ox
K 1
o Ea(ila)

Alkalmazzuk most is a (21) periodikus perturbécios leszoritast. Ekkor a
karakterisztikus egyenlet

[(14) 0 éAt(z’a) | .
K 1 o
0 EAt (15At>\> 0
illetve
(1_A)2((1_A)D_At)_oﬁ%(At)B:o. (26)

Ez A-ban harmadfoku, és itt mar lehetséges stabilitas, illetve tipikus visel-
kedés.
3.5 Aszimptotikus anticipacio
Végezetiil vizsgaljuk meg az anticipativ jellegnek és a reguléaris hullamterje-
désnek a viszonyat. Valasszunk egy még altalanosabb anyagtorvényt, amely
tartalmaz az ¢ alakvaltozasi sebességtol és a fesziiltségi fluxustol fiiggs tagot
is

o+ Do=Ke+ He.
Az id6ben folytonos rendszerhez tartozo karakterisztikus egyenlet

1 H K
RN RS S DR - N - S A N s S
(A)( A D) AR5 =k 5 =0, (27)

Most a stabilitasi feltétel
Re A<,



hiszen folytonos ideji rendszert vizsgalunk. Ha attériink, az el6z8 szaka-
szokban bemutatott modon, diszkrét ideji rendszerre, akkor annak a karak-
terisztikus egyenlete

(- - )ra-ww et Zag-o. e

Hasonlitsuk 0ssze a foltytonos rendszer \ sajatértékeit a diszkrét rendszer
u sajatértékeivel a (27), (28) egyenletek alapjan. Igy
1l—p==-X\At

Jelolje B és v a )\ sajatérték valos és képzetes részeit. Ezzel a diszkrét ideji
rendszer sajatértékeire

p=p0At+1—iaAt.
Tegyiik fel, hogy a folytonos idejd rendszer stabil,
£ <0.

Ezen feliil a diszkrét rendszer stabilitasahoz egy tovabbi
a2 (At <1—(BAL+1)? (29)

feltételnek is teljesiilnie kell.
Vessiik most Gssze a periodikus perturbéacié és a hullam megoldas formu-
lait:
expAtexpikxz=exp ftexp(—iat)expikx
=exp ftexpi(kx —at))
A harmonikus hullam karakterisztikait a
kx —at=allandd
képlet adja (4. Abra. A része).
Aszimptotikus anticipacio esetén o — oo. Ilyenkor elgallhat az, hogy

stabil folytonos rendszer instabil viselkedést mutat numerikus vizsgalat
soran. Ez azért torténhet, mert (29) nem teljesiil o> || miatt.

B

A kKo—0 (u—»x)
t+AtL,

t Kteat 20

= ¥

teAt, [

At—o

kKo—x  (o—0)

X

4. Abra Hullimkarakterisztikak (A), aszimptotikus anticipacio (B),
aszimptotikus id6kesés (C)



Hullamdinamikai szemléletben az aszimptotikus anticipacio a végtelen
terjedési sebességnek megfelel6 eset. Vannak a gyakorlatban is elterjedt
anyagtorvények, amelyeknél ilyen sebesség adodik. A vizsgalatainkbol lat-
hato, hogy az ilyen konstitutiv egyenletek csak igen korlatozottan alkalmaz-
hatok, példaul stabilitasvizsgalatra nem.

4 A legfontosabb kutatasi eredmények Osszefoglalasa

A rendszerelméletben bevezetett és egyre elfogadottabba valé anticipativ
rendszer fogalom megjelenik a miiszaki mechanikidban is. Egy speciélis anti-
cipativ rendszer az inkurziv rendszer. Altalaban mechanikai rendszerekben
az inkurziv hatasok rejtetten jelentkeznek, azok matematikai modellezése
Soran.

Ilyen eset 1ép fel, amikor egy szabalyozott rendszer numerikus analizisét
végezziik. FErre példat adtunk egy véges szabadsagfoku rendszer esetén. A
bemutatott példa egy altalanosabb problematika alapfeladatat mutatja. Ez
az instabil helyzetek visszacsatolt szabalyozassal vald stabilizalasa, ami szé-
leskorben jelentkezik a dinamika mérndki akalmazasaiban.

Inkurziv hatas felismerheté kontinuumok dinamikajaban is akkor,
amikor numerikus vizsgalatot végezve diszkrét idé6lépéseket kell bevezetni.
A legegyszeriibb anyagtorvények anticipativ algoritmusra vezetnek a meg-
oldas soran, és ez komoly gondot okoz a rendszer, de akdr a numerikus
modszer stabilitasaban. S6t, mivel sok esetben e kett6 nem konnyen kiilo-
nithetd el, nagyon bizonytalanna teszi a stabilitasvizsgalatok eredményeit.

Arra a kévetkeztetésre jutottunk, hogy az anyagtorvényket célszerd anti-
cipativ - inkurziv szempontbol is megvizsgalni. A kutatas soran célszertivé
valt egy 4j fogalom, az aszimptotikus anticipacio bevezetése. Ez az altalunk
javasolt Gj definici6 hasznos eleme lehet a dinamikus folyamatokra vonat-
kozo vizsgélatokban alkalmazott anyagtorvények meghatarozasanak.

Az anyagtorvények anticipativ tulajdonsagait vizsgalva megfigyeltiik,
hogy a fémes anyagok (elsGsorban aluminium 6tvozetek) nagy alakvaltozasa
soran megfigyelt dinamikus instabilitasi jelenség (Portevin - Le Chatelier
hatés) éppen akkor lép fel, amikor az alakvaltozas elérehaladtaval az anyag-
torvény inkurzivva valik.
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