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Folyamattervezés es optimalizalas

Az informatika Uzleti alkalmazésinak jelentés része az Uzleti folyamatok tamogatasa. Ha
ezen szoftverek optimalizalo képességekkel birnak, akkor alkalmazasuk hasznossaga
jelentésen néhet az optimalizalé algoritmusok mingségétél fliggéen. Eziranyu kutatdsaink
soran olyan algoritmusokat és szoftvereket dolgoztunk ki, melyek folyamattervezés és
optimalizalds soran a matematikai programozéssal szinergidban graf algoritmusokat is
futtatnak. A graf algoritmusok és matematikai programozasi feladat megoldasi lépései
kolcsonosen hasznositjak egymas eredményeit, igy javitva eredményességiket. Ezen
modellek kiterjesztésre keriltek tobbcélu optimalizalasra, a koltség mellett célként tekintve
a szintetizalt folyamatok megbizhatdsagat, idsigényét, és kornyezeti terhelését. Mind-
emellett Ujabb eredményeink szllettek szabvanyos uzleti folyamat leirdsok formalis
modellekké alakitasaban. Igy szdmos hozzajarulast tettiink ahhoz, hogy a szamitogéppel
tdmogatott Uzleti folyamattervezés és lebonyolitas kiegészithets legyen garantélt optimum-
ra torekvé optimalizalé modulokkal. A javasolt modulok alternativ megoldasokat is biztosita-
nak, és figyelembe vesznek idébeli, megbizhatdsagi és fenntarthatdsagi szempontokat is.

A megbizhatdsagra torekvés tamogatasara eljarasokat alkottunk, melyek egyrészt — a
szintézis kozbllsé fazisdban — becslik a felépités alatt allé folyamat megbizhatdsagat,
maésrészt redundancidk beépitésével automatikusan ndvelik annak értékét. A folyamat
idéigényének szamitasahoz szintén Kkiterjesztettik a folyamatok graf modelljét, hogy a
parhuzamos folyamatok idébeli szinkronizaltsagat vagy annak hianyat meg tudjuk
kulonboztetni.

A kornyezeti terhelés mérése a tervezett folyamatok fenntarthatdsagi elemzése szempont-
jabol elengedhetetlen. Ennek elsésorban a gyakorlati jelentésége nagy, példaul szallitma-
nyozasban, amely az lveghazhatast gazok legnagyobb és ma is névé hanyadat adja vilag-
szerte. A javasolt és piaci alkalmazasban is tesztelt jarmd hozzarendelés optimalizalo eljaras
a korabbi mddszernél akar 25%-kal kedvezébb megoldast adott, koltség és széndioxid
kibocsatas szempontjabdl is.

Az ipari gyartorendszerek Utemezésben koradbban kettévéaltak a matematikai programozésra
és graf reprezentacio alapu megoldd algoritmusok. Ezeknek egyfajta szinergidjat alkottuk
meg egy szuperstruktira alapjan generalhaté vegyes egész matematikai programozasi
modell kidolgozéasaval, mely hagyoményos MILP megoldokkal és graf leirdst hasznalo
megoldokkal is megoldhato.

Publikaltuk jarmd hozzéarendelési feladatok atfogalmazasat folyamatszintézis feladatra. Az
eredményil kapott leiras elénye, hogy egyrészt vegyes egész matematikai programozasi
feladatra is konvertalhatdé, masrészt grafalgoritmusokkal alternativ (n-legjobb) jarmd
hozzarendelés is generalhato.



Uzleti folyamatok és ellatasi lancok tervezésekor gyakran idékorlatokat is figyelembe kell
venni. A lancok egyes lépései adott megvaldsitasban idében fliggenek egymastol, mig mas
megvalositasban nem. Ha lanc tervezésekor minden potencidlis 6sszefliggést egyértelmden
egy grafon szeretnénk reprezentalni, akkor a héaldzat szerkezetét leir6é grafot tovabbi
csucsokkal és élekkel kell béviteni. A folyamatok szerkezetét leird grafok automatikus
bévitésére javasolunk algoritmust. Eredményképpen, egyértelmden leirhatd, hogy egyazon
kozbiilsé eredmeényeket elgallitd és felhasznalod |épések kdzul melyeknek kell megvéarnia
egymast és melyeknek nem.

A metabolikus hal6zatok elemzése, bar matematikai szempontbdl nagyon hasonlit a
reakcidut-azonositasra, mas megold6 médszereket hasznél, melyek fé6ként konvex elemzésre
épllnek annak érdekében, hogy a reakcid lépéseinek iranyat (nem megfordithatosagat) is
figyelembe lehessen venni. Formalisan bizonyitottuk, hogy a metabolikus hal6zatokhoz
generalt ugynevezett ,.extrém utak” illetve a linearis algebrai fogalmakkal definialt ,,direkt
utak” ekvivalensek a graf leiras alapjan szintetizalt ,,strukturalisan minimalis utakkal”. Ennek
az algoritmusok tovabbfejlesztési lehetéségei miatt van jelentésége. Az eredmény fontos-
saga, hogy linearis algebrai és graf leiras alapi megoldé mddszerek integraciéja ezutan
elméletileg is indokolhato.

Kozoltink tovabba egy modszert, ami biztositja, hogy folyamathal6zatok alternativ
strukturainak generalasa kdzben olyan redundans struktarak is szulessenek, melyek
robusztussaga bizonyitottan nagyobb, mint a minimalis koltségi megoldasoké.

Halozatok particioi

Kilonb6z6 gyakorlati problémékhoz kapcsoléddan vizsgaltuk a haldzatok cstcs (csomoépont)
illetve él (link) halmazainak particioit.

Elsé modelliinkben (,,k-improper C-szinezés”) olyan csucsparticiokat vizsgaltuk, ahol egy-egy
cslics szomszédsagaban csak korlatozottan fordulhatnak el6 mas particios osztalyba sorolt
csucsok. Kozvetlendl lathatd, hogy ez a tulajdonsag alkalmas olyan probléméak modellezé-
sére, amikor egy haldzatban bizonyos processzorok kdzott direkt kommunikacids kapcsolatot
kell biztositani ugy, hogy minden processzor legfeljebb egy rogzitett k szamu téle eltérs
tipusu protokollt hasznald processzorral allhat kapcsolatban.

A hélbzat kuldénb6zé paramétereinek flggvényeként also és felsé korlatokat bizonyitottunk a
particids osztalyok elérheté maximalis szdmara vonatkoz6an. Bizonyitottuk, hogy a particios
osztalyok maximalis szdmara Nordhaus-Gaddum-tipust korlat érvényes, tovabba hogy
elegendéen nagy r esetén az r-dimenziés hiperkocka csdcshalmazan vett maximum a
dimenzié nagysagatdl fuggetlenil 2%. Szintén vizsgaltuk a maximum meghatarozasanak



algoritmikus nehézségét. Ez szamos halézatosztalyra nézve NP-nehéznek bizonyult, mas
esetekre pedig polinomidlis idejd algoritmusokat tudtunk megadni.

Masrészt bizonyitottuk, hogy a vizsgalt particids feltételek szoros kapcsolatban allnak a
hal6zatok bizonyos tulajdonsagl elvdgd élhalmazainak |étezésével. Ezért az altalunk
bevezetett k-improper C-szinezés modellezi azt, hogy egy 0sszefliggé hal6zat mekkora és
hany részre eshet szét, ha csomopontonként legfeljebb k kapcsolddas hibasodik meg.

Analdg Osszefligges alapjan vezettik be és vizsgéltuk a haldzatok olyan élparticioit, ahol
barmely élhez legfeljebb egyik végpontjaban csatlakozhatnak eltéré particios osztalyhoz
tartozé linkek. Ez az ugynevezett ,,3-c-élszinezés” tobbek kozott azon probléma modelljédl
szolgél, amikor egy hal6zatban a meghibasodasok egymassal kdzvetlen kapcsolatban nem
allé csomodpontokban lépnek fel. A particios osztalyok maximalis szdmara bizonyitottunk alsé
és felsé korlatokat a haldzatot jellemzé paraméterek fliggvényében, tovabba a maximum
meghatarozasanak algoritmikus nehézségét vizsgaltuk kilonb6zé grafosztalyokon.

Vizsgélataink sorén igazoltuk, hogy egy hal6zat 3-c-cslcsparticioi és a linkek metszés-
grafjanak 3-c-élparticioi bijektiv médon megfeleltetheték egyméasnak (amennyiben minden
csucs fokszama legaldbb 2). Ennek kdvetkezményeként bizonyos tipusu elvagd csdcs- és
élhalmazok kdzott kapcsolatokat mutattunk ki.

Az el6z6 modellek relevans kérdése a particids osztalyok maximalis szamara vonatkozott. A
tovabbi tanulményozott problémakoroknél olyan cslcs- és élparticidikat tekintettlink,
amelyekben a cél a felbontés osztalyainak szaméat minimalizalni, illetve listaszinezések esetén
minél révidebb listak mellett is garantalni a megoldas Iétezését. A ,,proper connection” az
utobbi években sokat vizsgalt ,,rainbow connection” probléma rokona, ily médon a bizton-
sagos adattovabbitasi protokollok motivaciéjabol indult ki. Szamos becslést adtunk és
bizonyos feltételek mellett a pontos optimumokat is meghataroztuk.

Adatkezelés kombinatorikus optimalizalasa

A , kombinatorikus batch kéd” fogalmat 2004-ben vezette be Ishai, Kushilevitz, Ostrovsky és
Sahai. Ez a privat informacié visszakeresésnek (PIR) olyan kombinatorikus modellje, ahol az
informaciot tarold szerverek nem kommunikalnak egymassal, tovabba adott n szamu
informacio-darabot Ugy kell tarolnunk m szamu szerveren (egy darabot akar tébb helyen is),
hogy barmely legfeljebb k informéacié-darab visszanyerheté legyen oly médon, amikoris
barmely szerverrél legfeljebb t szam( darabot olvasunk ki 6sszességében. Cél, hogy a
szerverek N(nkmt) optimalis (vagyis minimalis) Osszterheltségét meghatarozzuk a
paraméterek fliggvényében.



A szakirodalomban megjelent elsé cikkek a t = 1 esetet targyaltak. Elsé két cikkiinkben mi is
erre az esetre bizonyitottunk Uj eredményeket. Pontos képleteket adtunk meg az n és m
paraméterek  flggvényében a szerverek N(n,3,m,1) és N(n,4,m,1) minimalis 06ssz-
terheltségére, vagyis azokra az esetekre, amikor a visszanyerendé adatok szama nem Iépi tul
ak = 3illetve a k = 4 értéket. Tovabba pontos képletet bizonyitottunk arra, amikor az adatok
szama elegendéen nagy a szerverek szamahoz képest. Méasrészt Uj optimalis konstrukciokat
terveztiink és olyan transzforméciokat irtunk le, amelyek egy optimdlis adatelrendezésbdl
Ujabb optimalis elrendezéseket allitanak el. Ezek segitségével azon esetek is jol kezelhetévé
valtak kombinatorikus mddszerekkel, ahol az adatok szdma csak kicsivel haladja meg a
szerverek szamat.

A kutatas kovetkezé fazisdban az altalanos esetet vizsgaltuk, ahol a t paraméter értéke
tetszéleges pozitiv egész lehet. Képletet bizonyitottunk az elérheté minimalis 6sszterheltség
N(n,k,m,t) értékére a k < 3t + 1 feltétel mellett, tovabba azokra az esetekre is, ahol az
informécio-darabok n szama ele-gendéen nagy a tobbi paraméter értékéhez képest.

A kombinatorikus batch kddok uniform valtozata a teljesitendé kikdtéseket azzal egésziti ki,
hogy minden informaci6-darabot pontosan r kullénb6zé szerveren kell tarolnunk. Adott n, k,
r ést = 1 pozitiv egészek esetén cél a feltételek figyelembe vételével tarolhatd informécio-
darabok maximalis m(n,k,r) szamanak meghatarozasa illetve becslése. Az optimalizalasi
feladat felfoghatd egy hipergrafokra vonatkoz6 Turan-tipusu problémaként is. Ebbél
kiindulva egy altaldnosabb kérdésfelvetést vizsgaltunk, ahol az eredményeink specialis
eseteként az m(n,k,r) értékére is a korabban ismerteknél szignifikdnsan jobb felsé korlatot
kaptunk.

Halozatok lefogasa csomopontokkal és dominalo részek

A halézatok minimalis méreti dominalé halmazainak elmélete kiterjedt szakirodalommal és
fontos alkalmazasokkal bir. Uj teriiletnek szamit, de hasonldéan fontos az informatikai
problémak modellezésében ennek a halmazrendszerekre (hipergrafokra) vonatkozo
véltozata. Vagyis egy alaphalmazon bizonyos részhalmazok vannak kijeldlve és a cél az, hogy
minimalis szdma elemet vélasszunk ki (dominadlé halmaz) az alaphalmazbdl Ugy, hogy
barmely ki nem vélasztott elem kdzvetlen kapcsolatban alljon (vagyis a halmazrendszerben
kdzos kijelolt részhalmazban legyen) valamely dominaldé halmazbeli elemmel. A problémat
olyan halmazrendszerekre vizsgaltuk, ahol a halmazrendszerben Kkijel6lt halmazok
mindegyike legfeljebb k elemet tartalmaz. Tobbfajta &ltalanos felsé korlatot adtunk a
minimalis dominalé halmaz méretére (dominalasi szam), tébbek kdzott szoros 0sszefliggést
mutattunk ki a dominalasi szamra és egy masik fontos paraméterre, a csucslefogasi szamra
vonatkozo felsé korlatok kdzott. Tovabba, teljes korden jellemeztik ak = 2 és k = 3 esetekre
vonatkozdan a csucs- és élszam fuggvényében felirhatd linearis felsé korlatokat.



A csuUcslefogasi és a dominalasi szdm kapcsolatara vonatkozéan vizsgaltuk még azokat az
eseteket is, amikor a két paraméter megegyezik a halmazrendszerekben, vagyis amikor
valamely csucslefogas egydttal minimalis méretd dominalé halmaz is lesz. A probléma
,0rokl6dé” véaltozatat is tanulma-nyoztuk; bizonyitottuk, hogy ha a kivalasztott részhalmazok
méretére korlatot adunk, akkor csak véges sokfajta részstrukturat kell kitiltani a halmaz-
rendszerbdl az egyenléség ,,0roklédé” teljestlésé-hez. Tobbfajta komplexitasi eredményt
igazoltunk a lefogasi és a domindlasi szam egyenléségének elddntési problémaéjara
vonatkozoan.

Emellett tanulmanyoztuk a lokéalisan optimalis lefogasokat, a halmazrendszerek tobbszords
lefogasanak egy altalanos modelljét, a halmazrendszerek Ugynevezett totélis dominélasat, a
hal6zatok dominalasanak jatékelméleti megkdzelitését, az adott tavolsagu (altalanositott)
dominalast, valamint azt, hogy adott szamud csomépont meghibasodasa mekkora mértékben
madosithatja az optimalis lefogasok ill. komplementaris szempontbdl nézve a legnagyobb
fuggetlen halmazok méretét. Utdbbiakra erés nem approximalhatdsagi eredményeket is
bizonyitottunk.

Altalanos modellek

2007-ben vezettink be egy igen altalanos szinezési modellt ,,stably bounded” (mas jel6léssel
STAB) hipergraf néven. Ebben olyan csucsparticiokat vizsgalunk, ahol az alaphalmaz kijel6lt
részein (a hipergraf élein) szinkorlatozo fuggvényekkel elgirt feltételeket kell teljesiteni a
metszett particids osztalyok szaméara és a legnagyobb bemetszés méretére vonatkozdan.
Ezzel a kikotésrendszerrel modellezheté példaul a klasszikus frekvenciakiosztasi probléma, a
hibat(iré rendszerek tervezésénél felmertlé tobbiranyu feltételrendszer, és kiemelt specialis
esetként a sokszalu optikai hal6zatok hullamhossz-kiosztasi problémaja (wavelength
assignment problem [WAP] in multifiber optical networks).

A fenti altaldnos particios probléma megoldhatésaganak algoritmikus (id6-) komplexitasat
vizsgéltuk a szinkorlatozo fiiggvények lehetséges kombinacidira intervallum-hipergrafok és
hiperfak osztalyain. Bizonyos strukturalis és a hasznélt fiiggvényekre vonatkozé meg-
szoritasok esetére polinomidlis idejd algoritmusokat terveztlink, bévebb osztéalyokra pedig
kimutattuk, hogy a feladat egy magasabb komplexitasi osztalyba tartozik.

A STAB hipergrafoknak a torténetileg talan legfontosabb részosztalyara, a ,vegyes
hipergrafok” osztayara vonatkozéan megoldottunk egy régi (az 1990-es évek kozepérdl
szarmaz0) problémat arra vonatkozo6an, hogy milyen dsszefliggés mutathatd ki az osztalyt
leird kétféle korlatozas (C-él, D-€l) felcserélése soran adodo két struktiura kozott. A
megoldasban kulcsszerepet jatszik egy 0j, polinom ideji algoritmus a hipergrafoknak egy
részosztalyan.



A csak C-tipusu éleket tartalmaz6 hiperfak osztalyan a particiés osztalyok maximalis
szamanak meghatarozésat illetéen approximalhatdsagi és nem-approximalhatésagi eredme-
nyeket bizonyitottunk, tovabbéa terveztiink egy — korlatozott fokszdm esetén polinomialis
futasidejd — algoritmust a paraméter pontos meghatarozasara és egy optimalis particid
elgallitasara. Ezen kivll elkezdtik tanulmanyozni halmazrendszerek felbonthatosagat
paritési feltételek mellett is, a vegyes hipergrafokkal rokon szemléletben.

Egy masik altalanos modellink a ,,graph-bin packing”, ami egy sor nevezetes optimalizalasi
problémat kezel egységes keretek kdzott. Ebben adott egy feltételeket kifejezé graf, csucsain
sulyokkal, élein pedig also-felsé korlatokkal. A graf csucsait egy hal6zat csomépontjaihoz kell
rendelni gy, hogy az egyes csomdpontokra el&irt kapacitas-korlat teljestljon, tovabba
minden esetben az elsé graf élein adott korlatok kdzott legyen a végpontokhoz rendelt
csomopontok tavolsaga a halozatban. Ezzel kapcsolatban az egyik kérdés (pakolhatésag) a
feltételeknek megfelels pakolas Iétezésére, a masik kérdés pedig (pakolhatdsag esetén) az
optimalis, minél kisebb részt elfoglald pakolds nagysadgara vonatkozik. Ez a modell
kozvetlenul alkalmazhaté példaul az Utemezési problémék és a frekvenciakiosztasi
problémak vizsgalatanal.

Szlikséges illetve elégséges feltételeket adtunk meg pakolhatésagra, korlatokat bizonyi-
tottunk az optimalis pakolads méretére vonatkozoan, kilonbozé feltételek mellett vizsgaltuk
az optimalis megoldas elGéllitasanak illetve adott arany( approximalasanak (idé-)
komplexitasat. A graf koreiben szereplé élkorlatokra és a csomopontok kapacitasaira
teljestilé meghatarozott feltételek mellett polinomidlis futasidejd algoritmust adtunk a
pakolasra. A csomolpontok kapacitasait elegendéen nagynak feltételezve, a korok
négyzetracs-halozatba pakolhatdsagat teljesen jellemeztiik, tovabba lineéris futasidej(
algoritmust terveztink az optimalis (bizonyos esetekben majdnem optimalis) pakolas
eléallitasara.

Halozatok teljes részei kozti dsszefuiggéesek

Egy halozatban egy k-pontu teljes részgraf k darab szoros kapcsolatban levé, vagyis
paronként ©sszekotott csucsot tartalmaz. Harom paronként 0Osszekdtott cslcsot
haromszégnek neveziink; mig ha a hal6zat haromszdgeit cstcsokkal reprezentaljuk, amelyek
kozul ketté akkor van 0sszekdtve, ha a reprezentalt haromszégek egyik ,,oldala” kozos, a
halozat haromszoggrafjat kapjuk. Ha ugyanezt a reprezentaciét analég médon k-pontl teljes
részgrafokra alkalmazzuk, akkor az Ggynevezett k-élgrafokat kapjuk.

Egyik cikkinkben azokat a haromszoggrafokat és k-élgrafokat jellemeztik, amelyek két
nemtrividlis O0sszefiiggé graf Descartes-szorzataként allnak els. Ezzel haromszoggrafokra
megoldottunk egy Bagga altal 2004-ben felvetett prolémaét, tovabba a karakterizaciot is



felhasznalva komplexitasi eredményeket bizonyitottunk a haromszoggrafok, a k-élgrafok és
az ugynevezett k-anti-Gallai grafok felismerhetéségére vonatkozéan.

Masik ide tartozé kutatasunkban a projekt vezetéjének 30 év 6ta nyitott (és intenziven
kutatott) sejtését vizsgaltuk és bizonyitottuk kiilonbdzé tipust hal6zatokra. A sejtés szerint,
ha egy hal6zatban nem jeldlhets ki t-nél tébb paronként élfliggetlen haromszog, akkor
legfeljebb 2t darab éllel a halézat 6sszes haromszége lefoghato.

Kémiai rendszerek kezelése kombinatorikus modszerekkel

Grafelméleti és linearis programozasi modszerek alkalmazasaval vizsgaltuk kémiai reakcio-
hal6zatok differencialegyenleteinek struktdrajat és hatékony algoritmust adtunk ,,gyengén
reverzibilis” megoldasok megtalalasara (valamint annak igazolasara, ha nincs ilyen
megoldas). Iy mddon egy harom évtizede nyitott kérdésre is véalaszt adtunk. Nem
optimalizalasi feladatot old meg, de kémiai egyenletek szerkezetének vizsgalatara vonatkozd
alkalmazasa miatt itt emlithet6 az a cikkink is, amelyben linearis egyenletrendszerek
minimalis megoldasait tanulmanyozzuk.

Adatok particioi

Az e témaban tanulmanyozott kombinatorikus optimalizalasi probléméak a ladapakolasként
ismert (és a fentebb emlitett ,,graph-bin packing” forméban altalanositott) feladat targy-
kdréhez kapcsolodnak, annak kilonféle feltételek melletti szigoritasai. Alapvetéen harom
megkdzelitésben vizsgaltuk az algoritmusok elérheté hatékonysagat: ha a teljes input ismert
(offline); ha az input mindenkori kovetkezé darabjanak érkezésekor visszavonhatatlan
dontést kell hozni, de semmi informécié nem &ll rendelkezésre a késébbi darabokrdl (online);
illetve e két modell kdzott, ha a dontéseket a teljes informacié birtokaban, de adott
sorrendben kell meghozni (restricted offline).

Az eredmények kozll itt azt a terjedelmes munkat emeljik ki, amely a ,First Fit Decreasing”
eljaras egészen pontos legrosszabb-eset vizsgalatat adja és az eziranyu kutatasoknak négy
évtizede kezd6dott sorat zarja le.



