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1 Bevezeés

Rudszerkezetek statikai tulajdonsagainak matemaagaiozokkel tortend vizsgalata Maxwell
(1864) es Henneberg (1911) korai eredményei ota foptoddt. Az elmilt masfél évtizedben

a szerkezetek merevségének vizsgalata () lenditeqgatt, koszonhetéen annak, hogy
egyrészt egészen mas terulleteken (molekulak szetéeek vizsgalataban, szenzorhalbzatok
lokalizacios problémaiban, CAD feladatokban, stbhasznosnak bizonyultak a merevséggel
kapcsolatos elméleti eredmények, masrészt nélidn/évtizede nyitott sejtést sikerilt iga-
zolni vagy megcafolni.

Az el6z6 evekben, igy a 2010-2015 kdzotti idészakisaels6sorban az (.n. kombina-
torikus merevség teruletén folytattam kutatasokakofbinatorikus merevség a merevség
elméletének azon részére utal, amelyben a szerkdmstédapcsolodd kombinatorikus struk-
turak (grafok, matroidok) kulcsszerepet jatszanak.

A kovetkezbkben - az alapfogalmak definialasa utasszéfoglalom az egyszemélyes
K81472 szami OTKA palyazat tamogatasaval el@atie¥ényeimet.

1.1 Alapfogalmak

A merevség elméletében a legtdbbet vizsgalt objekéurad-csukld szerkezet (bar-and-
joint framework), roviden a szerkezet (framework). Edyd{menziosyzerkezetgy (G, p)
par, aholG = (V, E) egy graf,p : V — R egy leképezés. Egyv &l hosszd G, p)-ben a
p(u) ésp(v) Euklideszi tavolsaga. Egy szerkezetre gondolhatugkriagnt merev (rogzitett
hosszlsagul) rudak egyuttesére, melyek pontszeKiGismentén illeszkednek - melyek a
graf éleinek és pontjainak felelnek meg. A rudak szabadtorgathatok a csuklok mentén,
a hosszuk azonban nem valtozhat.

A szerkezeglobalisan mereavagyegyertelntien realialt) R?-ben, ha(G, p)-t kon-
gruencia erejéeig egyéertelmlien meghatarozzak &Aweszai, azaz minden olydrdimen-
zibs (G, q) szerkezet & grafon, amelyben az élek hosszai ugyanazok, (dinp)-ben, az
kongruens(GG, p)-vel. Ha ez aG graf mindend’-dimenzids(G, q) realizacibjara is igaz,
ahold’ > d, akkor(G, p)-t univeralisan glotalisan merevneknondjuk.
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A szerkezemerevR?-ben, ha egyértelmien realizalt egy kis kornyezetdil pazaz
ha van olyare > 0, hogy minden olyani-dimenzios(G, q) szerkezetG-n, amelyben az
élek hosszai ugyanazok, mifitr, p)-ben, és amelyre(v) ésq(v) tavolsagas-nal kisebb
mindenv € V(G)-re, az kongruen&=, p)-vel. Megmutathat6, hogyG, p) pontosan akkor
merev, ha csak olyan folytonos mozgatasa lehetségdb@zszak megtartasaval, amely a
tér merev mozgasainak (pl. eltolas, elforgatas) medgsmsakent all elé.

A (G, p) szerkezegenerikusha a pontjai koordinatainak halmaza algebrailag fiigge
aracionalis test felett. Egy grafglobalisan mereyill. merey R¢-ben, ha valamely gener-
ikus (G, p) szerkezetG-n globalisan merev (ill. meredR?-ben. Ismert, hogy generikus
szerkezetekre a globalis merevség és a merevséeg iacsakaftol fiigg, azaz pontosan
akkor létezik egy(G, p) globéalisan merev (ill. merev) generikus szerkezetez, ha min-
den(G, p) generikus szerkezet globalisan merev (ill. merev). Bwvdontos eredmény az,
hogy generikus szerkezetek esetén a merevség ekviadéns.infinitezinélis merevéggel
Ez utbbbi tulajdonsag, amely minden esetben erbseblyessgneél, akkor teljesil, ha egy,
a szerkezethez tartoz6 matrixr(eerevégi matrix) rangja maximalis, azaz eléri a generikus
rangot. Ezen matrix segitségével definialhatb@gyrafhoz a { dimenzibsmerevégi ma-
troidja, melynek alaphalmaza@élhalmaza. Megjegyezzik, hogy az univerzalis mergvsé
nem generikus tulajdonsag, mar az egydimenziés esstan

A szerkezetek jo0l hasznalhatok olyan struktirak msegének vagy rugalmassaganak
modellezésére, amelyekben bizonyos alkotorészeitdaga nem valtozhat, mig mas részek
esetleg elmozdulhatnak egymashoz képest. Ez az alkabokzzéles skalajahoz vezet a
mérnoki tudomanyokban [24], a molekularis bioldwga [29], szenzor halbzatokban [1],
CAD feladatokban [23], mozgathatb antennak esetén f@Epnom formaciokban [3] és a
diszkrét geometria egyéb teriletein.

2 Merev grafok és szerkezetek

Lovasz és Yemini [22] sejtése azt mondja, hogy ha@gyraf pont-osszefiiggdségi szama
kellben magas, akka® generikusan merev a térben. lgazoltuk a sejtést négsafekra
(avagy molekularis grafokra) : ezekradsszeflggdség elég, és ez éles [13].

Igazoltuk, hogy kellben magas osszefliggdségi szmtea (illetve, amennyiben a merev-
ségi matroid vertikalis 0sszefuiggdsége kelldegyna graf2-dimenziés merevségi ma-
troidja egyértelmiien meghatarozza a grafot [16]. Eztiddy kormatroidra (avagy egydi-
menzios merevségi matroidra) vonatkozo klasszikudraémnyének megfelelje a kétdimen-
zibs esetben. Az eredményink Servatius egy altatibinsejtését igazolja a sikban.

Megvizsgaltuk, hogyan valtoznak a riderdk egy terbedrkezetben, ha egy terheletlen
pontjanak helyzete kicsit megvaltozik. Kimutattuk, agenerikus esetben azon rudak hal-
maza, amelyekben az er6 valtozik, csak a graftol fidgemzésiunk mindehdimenziora
ervényes és a merevségi matroidot hasznalja. Ezeulakhatékony algoritmust adtunk
ezen zbna megtalalasard a- 2 esetben [15].

Magasabb dimenzids merevségi kérdések motivahakkvizsgalatat, hogy mely grafok-
nak van olyan infinitezimalisan merev realizaciojakdbsin, melyben két adott pont (csuklo)
helye egybeesik. Erre pontos jellemzést adtunk, melyngkm@n Ujfajta matroidokat
definialtunk és megcafoltuk Watson egy sejtését [4].



Az utdbbi par évben sokan vizsgaltak a bizonyos szitniéneal rendelkezd (de ettél el-
tekintve kell6en altalanos helyzet() ridszerkekzeterevsegi tulajdonsagait. A kutatasok
egyik iranya olyan mozgasokat enged meg, amelyek mégézzadott szimmetriat. Ebben
a modellben kombinatorikus jellemzést adtunk a mereesagban az esetben, amikor a
szimmetria csoport paratlan rend diéder csoport [18].

Tensegrity szerkezetasetén a fix hosszlsagu rudak helyett kotelek éskrikgdik
0ssze a csuklokat, melyek felsd és alsd korlatokérbanak meg a tavolsagukra. Ezek
grafjai ennek megfelel6en élcimkézett grafok. emléztik azon (minimalis élszami) tenseg-
rity grafokat, amelyeknek barmely sikbeli konvex Utensegrity poligon realizacioja in-
finitezimalisan merev, avagy, ami ezzel itt ekvivalensidedkezik seholsem nulla dnfe-
szilltséggel [5]. Ez megvalaszolja Roth és Whiteldgtie Connelly korabbi kérdéseit.

Megmutattuk, hogy annak az eldontése, hogy egy adotetgitg grafnak minden
generikus egydimenzios realizacidja infinitezimatisnerev-e, NP-nehéz [7].

A rudszerkezetekre (ill. azok grafjaira) vonatkozo eweségi eredmények mintajara
hipergrafok merevségére vonatkozo kombinatorikeslerenyeket igazoltunk egy- s két-
dimenzibban. Amennyiben nem pontparok tavolsagaireatkoz6 feltételek adottak (azaz
fix hosszUsagu rudak), hanem nagyobb ponthalmazokratkono affin vagy projekiv
feltételek, akkor természetes modon definialhatgdergrafok, ill. az azokon értelmezett
affin vagy projektiv szerkezetek merevségi tulajdoasag obbek kozott megmutattuk,
hogy az egydimenzidban generikusan projektivan meegyuniform hipergrafok jelle-
mezhetok egy ritkasagi feltétellel (és ezaltal katé/an tesztelhetdk), igazolva ezzel George
eés Ahmed sejtését [17].

3 Globalisan merev giafok és szerkezetek

Egy pontpart akkor nevezurgtobalisan linkeltnelegy d-dimenzibds szerkezetben, ha min-
den, ugyanolyan élhosszakkal rendelkezd realizaritd tavolsaguk ugyanannyi. &
grafban azu,v pontpar akkor globalisan linkelt, ha ésv a G minden generikus re-
alizaciojaban globalisan linkelt. Ezen parok ponelkemzése még = 2-re is megoldat-
lan. Tobbek kozott megmutattuk, hogy a sikban minisga merew grafban pontosan
akkor globalisan linkelt egy pontpar, ha van koztu&l Ez egy korabbi sejtésunkre
ad pozitiv valaszt. Az (j bizonyitasi modszerek egatsadsagi foku szerkezetek folytonos
mozgasainak vizsgalatara is tamaszkodnak. Egy eapeldolatos sejtésre adtunk ellenpéldat
[9]-ben.

A d-dimenzibban { > 3) globalisan merev grafok jellemzése a terillet egyiy-le
fontosabb nyitott kérdése. Ezt a kérdést két, a mé&givazsgalatokban fontos szerepet
jatszo grafosztalyra sikerult teljes kortien melgszolni:

A d-dimenzios térben teljes dimenzios merev testekb@iEOket 0sszekodtd néhany dis-
zjunkt radbol allé rendszert-dimenzos test-fid szerkezetnekevezzilk. Kombinatorikus
jellemzést (és ennek nyoman hatékony algoritmust)rdda generikusan globalisan merev
test-rud grafokra, mindethdimenziora [2]. Megmutattuk, hogy pontosan akkor glctzal
merev egy ilyen graf, ha redundansan merev. Azt is igakplogy minden globalisan
merev test-rid grafnak van univerzalisan merev gensrikdimenzios realizacioja. Ezzel
Gortler §s Thurston egy sejtésére adtunk részledesxta



A d-dimenzios térben kettd ko-dimenzibs affin alterek(Zsanérok) mentén illeszkedd
teljes dimenzids merev testekbdl allo rendsdesttmenzos test-zsakr szerkezetnalevezzik.
Jellemeztik a globalis merevséget test-zsanér krafis, mindend dimenziora [19]. A
jellemzes szintén kombinatorikus és algoritmikEsdekes modon az eredmény elvezetett
test-zsanér grafok olyan végtelen csaladjahoz nmntle> 3-ra, amelyek redundansan
merevek,(d + 1)-0sszefiiggdk, de nem globalisan merevek, igy ebégk Hendrickson
egy sokat vizsgalt sejtésére. A térben eddig csak ggyetlenpélda graf volt ismert. Ezzel
a graf konstrukcioval tobb sejtést sikerult megdafimk.

Servatius egy kérdése nyoman egyszeribb jellemdéstlaa kétdimenzidban globalisan
merev zeolitokra [12]. Ezek specialis szerkezetl deafielyek a zeolit molekulak struktlrajat
modellezik.

Az irany-hossz szerkezetekbi®ponyos pontparok tavolsaga, mig mas pontpart al
meghatarozott egyenesek iranya rogzitett. Ebbetalaaosabb modellben is a generiku-
san globalisan merev szerkezetek jellemzésének eggikebes |épése egy induktiv kon-
strukcid, amely Henneberg klasszikus eredményéhemi@asldallitast ad ezen grafosztalyra.
Ezen konstrukcio Iepéseit definialtuk és igazoltukgyvalbban megdérzik a globalis merevséget
[6].

Pontos jellemzését adtuk az egydimenzids univeraalgdobalisan merev teljes paros
graf struktiraju szerkezeteknek [20]. A jellemzéyikdkovetkezménye az, hogy nem
létezik univerzalisan globalisan merev paros grat ¢agrafon kivil) semmilyen dimenzidban
sem. A teljes paros grafokra vonatkozo tételtiinketiggnConnelly és Gortler fejlesztette
tovabb, minden dimenzibra.

4 Matrix kiegésites

A kutatasi iddszak masodik felében bekapcsolodtam.az skalar szorzat merevséggel
kapcsolatos kutatasokba, amelyek a Gram matrix kiétgssAeladathoz kotddnek. A
matrix kiegészitési feladatban egy részlegesealtkit n-szern-es matrix hianyzo ele-
meit kell meghatarozni tgy, hogy a kapott matrix taligsh bizonyos feltételeket. Egy
sokat vizsgalt és szamos alkalmazasban el6fordegd &, amelyben a cél egy legfeljebb
d rangl Gram matrixot el6allitani. A Gram matrix szatizenti felirasaban szereplo vek-
torok pontoknak, az ismert matrixelemek - avagy ismert&kszorzatok - egy: pontd
(esetleg hurokélt is tartalmazo) graf éleinek felbletdbk meg. Természetes kérdés, hogy
a kiegészités, ha létezik, mikor egyértelmi (&g transzformaciok erejéig), valamint ez
hogyan fligg a graftél.

Kellb6en altalanos helyzetl koordinatakat feltétwe az egyéertelmiség (lokalisan) csak
a graftol fugg. Az egyértelmiiséget biztositofgigellemzése nyitott kerdés= 2-reis. A
kombinatorikus merevség elméletében hasznosnakyutieszkzok tovabbfejlesztésével
a Gram matrix kiegészitési feladatokra 0j, kombimi&igs jellegli eredményeket nyertink.
Kimutattuk, hogy bizonyos egyszeri lokalis mlveletedgiirzik a graf lokalis ill. globalis
egyértelmlségét. Ezen eredmények és tovabbi gfigeelések revén szamos U esetben
jellemezni tudtuk a lokalis egyértelmiséget [10].

Megmutattuk, hogy a globalis egyértelmliség nem g&nstiulajdonsag > 2-re. Egy
grafot akkor neveziinglobalisan eggrtelntien kie@sithebnek ha a megfeleld szerkezetl



matrix, generikus esetben, mindig egyértelmien dtesth ki. Uj elegséges feltételeket
mutattunk erre a tulajdonsagra [10, 11], igazolva tobkietott Singer €s Cucuringu egyik
sejtését.

5 Egyeb tudomanyos te\ekenysg

A kutatasi idészakban tobb nemzetkodzi konferencialiam meghivott el6ad6: Kyoto,
Japan (2012), Bristol, Nagy-Britannia (2013), Fieldstilnge, Toronto, Kanada (2014),
Fukuoka, Japan (2015), Nyborg, Dania (2015).

A projekt ttmajaban tobb nemzetkozi konferencia@skvorkshopnak voltam tarsszer-
vezoje:Workshop on rigidityThematic Program on Discrete Geometry and Applications,
Fields Institute, Toronto, Kanada (201Rigidity theory: progress, applications, and key
open problemsBanff, Kanada (2012)Advances in combinatorial and geometric rigidity
Banff, Kanada (2015), Rigidity, submodularity, and disereonvexity, Bonn, Németorszag
(2015).

Mindezek mellett elbadas-sorozatot tartottam a RIM&taihtézetbeiombinatorial
rigidity: graphs and matroids in the theory of rigid framerks cimmel (Kyoto, Japan,
2012), valamint az ELTE nemzetkozi nyari iskolain is (Bipest, 2013, 2014).

A Japan Matematikai Tarsulat felkért egy nagyobb le&tf 6sszefoglalo, attekintd
munka megirasara a téemakor graf- és matroidelinéleszereirdl. Ez a kozel 90 oldalas
munka hamarosan megjelenik [14].
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