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Az alabbiakban a kutatasi eredményeket ezen témakdrok szerint ismertetjiik.
Halozati folyamatokat leir6 differencialegyenletek

Egy N csucsu graf esetében az SIS tipusu jarvanyterjedést a haldzaton leird egyenletek szama N-nek
exponencialis fliggvénye, ezért a feladat numerikusan kozvetleniil nem kezelhetd. Az [SP1]
dolgozatban megmutattuk, hogy a graf automorfizmuscsoportjanak ismeretében az egyenletrendszer
mérete jelentdsen csokkenthetd (akar N linedris fliggvénye is lehet, ha a grafnak sok automorfizmusa
van). Az [SP6] dolgozatban az altalanos rendszerbdl levezettiik a kiilonbdzo tipust csucsok €s élek
szdmanak varhatd értékére vonatkozd, Ugynevezett ,,pairwise” differencidlegyenleteket, melyeket
azel6tt heurisztikus megfontolasok alapjan szarmaztattak. A dolgozatban vizsgaltuk azt is, hogy a
harmasok lezarasara alkalmazott kozelitések kiilonbozd grafokon mennyire megbizhatoak.
Amennyiben a graf pontos szerkezete nem ismert (ez all fenn altalaban valos modellek esetén), akkor
a graf struktirdjat valamennyiben magéiban foglald, mégis jelentds egyszeriisitéseket tartalmazéd
modelleket célszerli bevezetni. Ezen modellek esetében az egyszeri jarvanyterjedésnél osszetettebb
folyamatok is vizsgalhatok. Az [SP2] és [SP3] dolgozatban egy olyan modellt vizsgaltunk, amelyben
a betegségen kiviil a betegséggel kapcsolatos informacid is terjed a grafon. Ebben a modellben
sikeriilt az informdci6 ¢és betegségterjedés kapcsolatardl biologiailag is relevans elméleti
eredmeényeket igazolni, és ezekkel a szimulaciobdl kapott eredményeket alatamasztani.

A halézati folyamatot leird6 Markov-lanc alapegyenlete sok esetben egy tridiagonalis
matrixszal meghatarozott linedris differencidlegyenlettel adhatdé meg. Amennyiben a haldzat
cstcsainak szdma végtelenhez tart, akkor ebbdl a folyamat varhato értékére egy nem-linedris,
kozelitd differencidlegyenlet vezethetd le formalisan. A hataratmenet egzakt bizonyitasat, kiilonb6zo
esetekre az [SP4] és [SP18] cikk tartalmazza. Ebben az operatorfélcsoportok elméletének
segitségével a kozelités pontossagara vonatkozo eredményeket is igazoltunk, valamint
bebizonyitottuk, hogy a Markov-lancok eddigieknél szélesebb osztilyara, az ugynevezett
aszimptotikusan stirliségfiiggd folyamatokra is fennall a kozelités.

Az adaptiv halozatokkal kapcsolatos munkank, [SP9] keretében olyan folyamatokat
tanulmanyoztunk, amelyeknél az élek l1étrehozasa €s megsziintetése a csticsok allapotatol fiigg. Ez a
jarvanyterjedés esetében példaul azzal motivalhato, hogy a fertézottekkel a tobbi cstics igyekszik
megszlintetni a kapcsolatat, ¢és ezzel egyidejileg 1j kapcsolatokat hoz l1étre. Az el6z6
vizsgélatainkhoz hasonloan a cstcsok kétféle allapotban lehetnek, fertzott (I) és egészséges (S). Igy
haromféle ¢l fordulhat eld a grafban SS, SI és II tipusu. Ezek létrehozasara és megsziintetésére
harom-harom ratat adtunk meg, és felirtunk egy 6t-valtozods differencidlegyenlet rendszert az S és 1
tipusu cstcsok, valamint a haromféle ¢l szamanak megvaltozasara. A rendszerben megjelend
bifurkaciok elméleti vizsgalatat az [SPS5] dolgozatban kozoltiik. Haromféle bifurkaciot talaltunk a
rendszerben. Az els6 a fertdézés nélkiili egyensulyban megjelend transzkritikus bifurkacid, melynek
soran a trividlis egyensuly elvesziti stabilitasat, és egy un. endemikus egyensuly jelenik meg. A



masodik bifurkacio nyereg-csomo tipusu, ennek sordn két endemikus egyensuly johet 1étre. Végiil az
egyik endemikus egyenstulyban Hopf-bifurkacido kovetkezhet be, amely szuperkritikus tipusunak
bizonyul, mivel stabil hatarciklushoz vezet.

Az [SP7] dolgozatban levezettiink egy olyan lezarast is, amely pontosabb kozelitést ad az
eddigieknél specidlis graf struktira esetén. Az 11j lezards levezetése azon alapul, hogy a fert6zo
csucsok szama valamilyen specialis eloszlast mutat. Ennek segitségével a momentumokra levezethe-
tok differencialegyenletek. A legegyszertibb esetben a harmadik momentum kifejezhetd az elsd
kettovel, melynek segitségével az elsé két momentumra egy zart differencialegyenlet-rendszert
kapunk. Az [SP8] dolgozatban egy végtelen sok egyenletbdl alldo rendszert vezettiink le, melybdl
kiilonb6z6 momentum lezarasokkal képezett kozelitések pontossaga becsiilhetd.

Az [SP10] dolgozatban azt vizsgéltuk, hogy korgraf esetén az alacsony dimenzidés nemlined-
ris kozelité differencialegyenletek milyen pontossaggal irjdk le a rendszer viselkedését. Harom
kiilonb6z6 kozelitést hasonlitottunk 6ssze a Monte-Carlo szimuldci6é eredményével. Az els6 kozelités
olyan alapegyenlet (master equation) felirdsan alapul, amely a grafban a fert6z6 ¢élek szamara
tartalmaz becslést. A masodik kozelités alapvetden kihasznalja a graf geometriai szerkezetét, és a
fert6zés terjedését egy front mozgésaval irja le. A harmadik kozelités pedig Sharkey részrendszer
(subsystem approach) mddszerét adaptalja korgaf esetére.

Az [SP11] dolgozatban egy neuron halozatban az aktivitds terjedését vizsgaljuk, amely
matematikai szempontbdl hasonlit a fert6zés terjedésének vizsgalatahoz. Ilyen haldzatok esetében a
neuronok tlizelése (aktivitds novekedése) lavinaszerlien torténik, azaz egy neuron tiizelését a
hal6zaton keresztiil szamos méas neuron tlizelése koveti, majd a folyamat nyugvopontra tér a kovetke-
z0 lavina kezdetéig. A dolgozat matematikai eredménye a lavindk mérete eloszlasanak kiszdmitasa,
melyrdl megmutattuk, hogy az eddigi altalanos vélekedéssel ellentétben nem hatvanyeloszlast kovet.

Az [SP14] dolgozatban olyan differencialegyenlet-rendszert vezetiink be SIS tipust jarvany-
terjedés leirasara, amelyben a valtozok szdma a halozat csucsainak szamaval egyezik meg, és a graf
szerkezete az egyenlet egyiitthatoiban kodolhato. A modell altal adott eredmény kiilonféle, konfigu-
racios modellel generalt halozat esetén jo egyezést ad a numerikus szimulaciokkal. A [SP15] cikkben
korgrafbol szarmazd, specialis struktirdji haldzatokon terjedd jarvanyterjedés modelljét dolgoztuk
ki.

Az [SP16] és [SP17] dolgozatokban SIR tipusu jarvanyterjedés egzakt leirasat adjuk.
Bebizonyitottuk, hogy a harmasok lezarasara hasznalt kozelitd képlet kormentes grafokon egzakt.
Ezt a megkozelitést kiterjesztettiik kevés kort tartalmazéd grafokra is, olyan moédon, hogy a korok
altal meghatarozott bizonyos részgrafokra is felirunk differencialegyenleteket.

Halozati folyamatok szabalyozasa témakorében a Dynamic Matrix Control nevii irdnyitas-
elméleti eljarast vizsgaltuk. Az [SP20] dolgozatban el6szor a modszer aszimptotikus stabilitasaval
foglalkoztunk. Megmutattuk, hogy ha a rendszert egy stabil linearis differencidlegyenlet irja le,
akkor a modszer a kivant értékre allitja be a célfliggvényt. Fert6zésterjedés szabalyozasat is vizsgal-
tuk a graf ¢éleinek elvagasaval, illetve 0j élek 1étrehozasaval. Numerikus kozelitésekkel megmutattuk
az [SP19] dolgozatban, hogy az un. modell prediktiv kontroll alkalmazasaval ilyen modon a betegség
terjedése megallithatd gy, hogy kozben a graf atlagos fokszadma nem csokken. Hélozati folyamok
kontrollalhatosagat is vizsgaltuk. Az [SE] cikkben absztrakt peremkontroll-problémakat vizsgalunk
félcsoportelméleti megkozelitésben. Karakterizaltuk a kontroll soran approximative elérhetd allapo-
tok terét, valamint bevezetiink egy ,,maximalis elérhetdségi alteret". Absztrakt eredményeinket az
egy-csucsban-kontrollalt halozati folyamra alkalmaztuk.

Parcialis funkcional differencialegyenletek

A parcidlis differencialegyenletek elméletének témakorében (nem lokalis tagokat, pl. az ismeretlen
fiiggvény integraljat) tartalmazé idéfliggd nemlinearis parcidlis funkciondl differencidlegyenleteket



¢s rendszereket vizsgaltunk. Az egyes esetekben bebizonyitottuk globalis megoldas 1étezését véges
id6intervallumon ¢és a (0,0) intervallumon, tovabba kiegészitd feltételek mellett igazoltuk a
megoldasok korlatossagat, illetve stabilizacidjat, ha az id6 végtelenhez tart.

Eloszor kiilonbozo tipust parcialis funkcional differencidlegyenletekbdl allo rendszereket
vizsgaltunk, amelyek az alkalmazéasok soran fellépnek. A [BA1] és [BA2] cikkekben a Schauder-féle
fixponttétel segitségével tanulmanyoztuk a rendszereket. Ezaltal a gyenge megoldas létezésére
vonatkoz6 korabbi eredményt sikeriilt kiterjeszteni olyan rendszerekre, amelyekben a forész is
tartalmazhat nem lokalis fliggést (pl. az ismeretlen fliggvény 1d6 vagy térintegraljat).

Az [SL1] dolgozatban egy nemlinearis parabolikus ¢és egy egyvaltozos funkcional-

differencialegyenletbdl alld rendszert tanulmanyoztunk. Ilyen alakt, degeneralt rendszer 1ép fel pl.
viszkoelasztikus polimerekben lejatszodd diffuzid soran. Igazoltuk a megoldasok Iétezését a
monoton tipusu operatorok elméletének felhasznalasaval. Az [SL2] dolgozatban egy olyan nemlined-
ris parabolikus funkciondl egyenletet tanulmanyoztunk, amely allapotfiiggd késleltetést tartalmaz. Az
utdbbi idében tobb szerzé foglalkozott allapotfiiggd késleltetést tartalmazé differencialegyenlettel az
egyvaltozos esetben, mivel az ilyen egyenletek is fontos szerepet jatszanak a természettudomanyos
alkalmazasokban. Alkalmas feltételek teljesiilése esetén itt is felhasznalhatdé a monoton tipusu
operatorok elmélete. Igy bizonyitottuk a megoldasok létezését, tovabba néhany kvalitativ
tulajdonsagat.
Az [SL3] cikkben egy nem egyenletesen parabolikus kvazilinearis funkciondl egyenletbdl és egy
elsérendli egyvaltozds funkciondl differencidlegyenletbdl allo rendszer gyenge megoldasainak
1étezését igazoltuk a monoton tipusu operatorok és a Schauder-féle fixpont tétel felhasznalasaval.
Ilyen rendszerek lépnek fel pl. valtozd porozitasti anyagokban lejatszo6do diffuzidos és transzport
folyamatok soran, ha a nyomast allandonak tételezziik fel.

Elsérendli nemlineéris evolucids funkciondl egyenletek vizsgélata utan az [SL4] cikkben
olyan masodrendii nemlineédris evolicios funkcional egyenleteket tanulmanyoztunk, amelyek
allapotfiiggd késletetést tartalmaznak. Alkalmas feltételek teljesiilése esetén bizonyitattuk a
megoldasok 1étezését, tovabba azok korlatossagat pozitiv t (id6) esetén és stabilizacidjat, amennyi-
ben t végtelenhez tart.

Ezutan az [SL5], [SL6] dolgozatokban olyan szemilinearis hiperbolikus funkcional
egyenleteket, illetve rendszereket tanulmanyoztunk, amelyekben egyes tagok az ismeretlen fliggvény
tetszOlegesen magas hatvanyat tartalmazhatjadk. Igazoltuk a globalis megoldas 1étezését tetszéleges
véges iddintervallumon és a nemnegativ félegyenesen, majd kiegészitd feltételek mellett bizonyitot-
tuk a megoldas egyértelmiiségét, tovabba az 1d6 szerinti derivalt korlatossagat, illetve exponencialis
lecsengését, valamint azt, hogy a megoldas exponencidlis gyorsasdggal stabilizalodik a végtelenben.
Az [SL7] cikkben pedig allapotfiiggd késleltetést tartalmazo szemilinearis hiperbolikus funkcional
differencidlegyenleteket tanulményoztunk.

Differencialegyenletek elméleti vizsgalata

Az [SP12] dolgozatban egy harom-valtozos kozonséges differencidlegyenlet-rendszer bifurkacioit
vizsgaltuk, amely platina feliileten zajlé oxigén redukcidé mechanizmusat modellezi. A reakcid
részletes vizsgalatat az lizemanyag cellak modellezése teszi fontossa. A dolgozatban megmutattuk,
hogy a dinamikai rendszerben transzkritikus €és nyereg-csomo bifurkéacid jelenhet meg. Ez utobbi
bistabilitdshoz vezet, amely kémiai szempontbdl is fontos eredmény. Az [SP13] dolgozat utazd
hullamok stabilitasanak vizsgéalataval foglalkozik. A modell az égéselméletbdl szarmazik és langter-
jedést ir le szilard kozegben. A dolgozatban az Evans-fiiggvény modszer segitségével igazoljuk,
hogy bizonyos utazohulldm megoldasok stabilak. A Evans-féle feltétel ellendrzésére 1j numerikus
eljarast alkalmaztunk.

Az [SE1] dolgozatban Uin. nem-autondm evolucios egyenletek megolddsanak numerikus
kozelitését vizsgaljuk. Ezek olyan egyenletek, ahol a rendszer véltozasat leird operator minden



iddpillanatban més (vagyis a jobb oldalon A(t) all). Az ezen operatorokra tett megfeleld feltételek
(pl. parabolikussag vagy hiperbolicitas) mellett az egyenlet megoldasat egy un. evolucios csalad
adja. Ezt az evolucids csaladot definialja a Magnus-féle végtelen sordsszeg. A cikkiinkben egy, a sor
elsé tagjara alkalmazott numerikus modszer segitségével kozelitjiik a megoldasokat. Sikeriilt
igazolnunk, hogy példaul a Schrodinger egyenlet bizonyos tipusaira (megfeleld potencial és kezdeti
feltétel mellett) a modszer normaban konvergens. Altalanosabb Schrodinger-operator esetén pedig
pontonkénti konvergenciat nyertink.

A [KPS] cikkben a nemlinearis operatorfélcsoportoknak egy olyan osztalyaval, az in. max-
plus félcsoportokkal foglalkozunk, amelyek lehetéséget nyujtanak tobbek kozott a ,,conservation
law”, a Hamilton-Jacobi egyenlet, valamint a Hamilton-Jacobi-Bellman egyenlet megoldasainak
vizsgalatara.

A [GB1] és a [GB6] dolgozatok témaja kdosz halmazértékii dinamikakban. A halmazértéki
dinamika az El Nino id6jarasi jelenség Vallis-féle modelljének — amely a klasszikus Lorenz rendszer
egy nemszimmetrikus valtozata — szamitdgéppel segitett [GB1] bizonyitasdban csak masodlagosan, a
szamitogépes programban jelenik meg, és a kerekitési hibdk fellépése miatti sziikségszerliség. A
[GB4] dolgozat a kaotikus rendszerek madsik prototipusdnak szamitd6 Smale--patkd szokasos,
nyeregpont stabil-instabil sokasagainak transzverzalis heteroklinikus pontjabdl kiindul6 konstrukcio-
jat ismétli meg, azzal a kiilonbséggel, hogy maga a leképezés halmazértékii, egész pontosan az
egyértékli leképezés konvex-kompakt, kicsiny perturbacioja. Halmazértékii perturbaciok és
nyeregpont egyszeriibb kapcsolatat a [GB7] dolgozat targyalja, a szokédsos egyértékll szelekciokat
parametrizalt fliggvénycsaladokba rendez6 méddon.

A [GBS5] cikk az adocsalds egy konkav, agens-alapti halozati modelljét vizsgalja: a
matematikai eredmény a konszenzus-dinamikék egy elemi fixpont-tétele, amely globalisan stabil
egyensulyi allapotot garantal.

Parcialis differencialegyenletek numerikus vizsgalata

A maximum elv parabolikus feladatokra azt fejezi ki, hogy a folytonos esethez hasonloan a
megoldasfiiggvény tartomany belsejében felvett értékeit a parabolikus peremen felvett értékekbdl,
illetve a forrasfiiggvény értékeibdl becsiilni tudjuk. Az [FI] dolgozatban megmutattuk, hogy a
linedris feladatokra a racshalé megfeleld megvalasztasaval a diszkrét (numerikus) megoldasra
atvihetd ez az elv. Kétoldali (als6 és felsd) becsléseket adtunk, és n-dimenzios téglatesten valod
prizmatikus felbontdsra megadtuk az iddébeli diszkretzidcids 1épéskozt. Numerikus kisérletekkel
ellendriztiik az eredményeinket.

A modositott maximum elv azt fejezi ki, hogy a numerikus megoldds maximuma és
minimuma a folytonos feladat maximum-minimum elvébdl szarmazoé alsé illetve felsd korlatjaival
becstilhetd. Az [FKSz] cikkben reakcio-diffuzio egyenletre, és annak véges differencids és véges
elemes diszkretizaciojara mutattuk meg ezt a tulajdonsadgot. Numerikus kisérletekkel ellendriztiik az
eredményeinket.

A [HT1] dolgozatban az elliptikus feladatokra vonatkozé maximumelveket vizsgaltuk.
Megadtunk elégséges feltételeket ezek teljesiilésére, és megmutattuk, hogy alkalmazasokban eléfor-
duld esetben ipari szoftverek is adnak olyan racsokat, melyeken nem lehet kielégiteni a kiilonféle
maximumelvek mindegyikét.

Az [FKK] dolgozatban sikeriilt egy nemlineéris feladatosztalyra is kiterjeszteniink a
linearis eredményeinket. A diszkretizacios 1€péskozokre nyert korlatozd feltételek Iényegében
megegyeznek a linedris feladatokra korabban nyert feltételekkel. Alkalmazasként megvizsgaltunk
egy feliileti reakcio modellt, egy transzport problémat, illetve egy populacio-dinamikai modellt.

Mint ismeretes, az operatorszeletelés modszere és a Richardson-féle extrapolacié alkalmazasa
jelentdsen megnoveli a szamitdsok hatékonysagat. A kornyezeti jelenségek leirdsara szolgalod



modellekben, amelyeknek részletes leirdsa megtalalhato [FHZ1] konyvben, tobb 6nalld részlet is
ezzel a témaval foglalkozik, példaul, a kémiai reakciok numerikus modellezése, valamint a
szeletelési eljarasok vizsgalata a légszennyezddési folyamatokban, stb. Nagy méretii valos feladato-
kon teszteltiik az eljarasokat. Az [FIS] dolgozatban szintén az operatorszeletelés modszere és a
Richardson-féle extrapolacio kombinalasat hajtottuk végre reakcio-diffuzios egyenletek megoldasa-
ra, ahol a nemlinedris részre explicit, a linearis részre pedig implicit sémat alkalmaztunk. Az [FHZ2]
cikkben a Richardson extrapolaci6 alkalmazasat vizsgaltuk meg tobbdimenzids, advekcidt tartalmazo
feladatra. Az elméleti eredményeket az UNI-DEM modellen ellendriztiik, nagy teljesitményti,
parhuzamos szamitdogépen. Egy altalanos kornyezeti (I1égszennyezddési) modell numerikus vizsgala-
tat a [FHZ3] dolgozatban targyaltuk.

Az implicit a posteriori hibabecslés elénye, hogy minden egyes résztartomanyon egy-egy
kiilonallo feladatot oldunk meg, igy konnyen parhuzamosithatd. Viszont eddig csak a hibara adott
becslés €s a pontos hiba normainak ekvivalencidjat ismertiik, a [HT2] cikkben viszont egy olyan
implicit hibabecslot mutatunk, melyben a ketté kozti kiilonbséget becsiiljiik. Ezaltal megmutatjuk,
hogy mindez alkalmazhat6 hp-adaptivitasra, ami a leggyorsabb konvergenciat képes biztositani.

Cellularis neuralis halézatok

A [GB2] folyoiratcikk valamint a [GB3], [GB4] konferencia-cikkek téméja egy egymashoz korkoro-
sen csatolt Chua-Roska oszcillatorokbol allo elektromos halozat lassan lecsengd oszcillacidinak
vizsgalata szakaszonként linedris aktivacids fiiggvények esetén. A lassan lecsengd oszcillaciok
mogott nyeregszerii, metastabil periodikus forgohullimok allnak, amelyek exponencialisan hosszu
ideig aszimptotikusan stabilnak tlinnek. A szdbanforgd periodikus megoldasok dominans Floquet
sajatértéke lényegében 1+p", 6sszes tobbi Floquet sajatértéke pedig p", ahol p kicsiny, a csatolds alfa
¢s béta paramétereitdl fliggd pozitiv szdm, n=2m pedig az oszcillatorok szdma. A matematikai
bizonyitas teljesen absztrakt (ellentétben a [GB1] dolgozat “szamitégéppel segitett” intervallum-
aritmetikai jellegével), de a hozza vezetd utat a villamosmérndki és szdmitogépes kisérletek tapaszta-
latai kovezték ki. Az eddig megjelent [GB2], [GB3], [GB4] publikacidk teljességgel villamosmérno-
ki jellegliek, a [GB2] dolgozat utols6 harom oldalan kimondott matematikai tételek bizonyitasa egy
matematikai folyoirathoz kozlésre leadott és elfogadasra vard hosszabb dolgozatban talalhato.

A [GBS] és a [GB9] publikacidk egy megkezdett és szintén villamosmérnoki ihletettségli
kutatasi feladat — véges értékii hiszterézis dinamikak -- eddigi eredményeit tartalmazzak.
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