Zarojelentés

A munkatervben 10 cikk megjelentetését iranyoztuk eld. Ezzel szemben a kutatds soran 23
folyoiratcikket irtunk és 35 eldadast tartottunk a kutatas eredményeirdl. A 23 folyodiratcikkbdl
18 mar megjelent vagy kozlésre elfogadtik, 5 pedig benyujtasra keriilt és jelenleg biralat alatt
van. A 18 cikkbdl 12 impakt faktoros folyoiratban keriilt kozlésre (Osszesitve 12,151 impakt
faktorral). Tartalmi atfedések miatt a 35 eldadas irasos anyagabol csak 11 konferenciacikket
¢s 9 absztraktot tiintettiink fel a publikacios jegyzékben. A vonatkozo6 publikaciokra szogletes
zardjelbe tett szamokkal hivatkozunk. A szamok a publikacios jegyzékben levd sorszamokat
jelentik. Hat nagyobb teriileten folytattunk vizsgalatokat.

(1) Korelrendezések

(1.1) Korok gombsiivegen valo elhelyezése. A T46846 szami OTKA kutatasban vizsgalatokat
kezdtiink n szamu egybevagd kor valtozo nyildsszogli gémbsiivegen torténd legsiiriibb
elhelyezésére. A jelen kutatisban ezt a munkat folytattuk. Ha a nyildsszog nulla, akkor a
probléma az n kornek egy adott korben valo elhelyezésére vonatkozik. Ha a nyilasszog 360
fok, akkor a probléma az n kornek a teljes gombon vald elhelyezésére vonatkozik. A
nyilasszognek nullatol 360 fokig terjedd valtoztatasaval az elhelyezéseknek egy atmenetét
kapjuk, melyben a sikbeli elhelyezéstdl a gdombon valo elhelyezésig jutunk. A szamitasokat az
n=2,3,4,5,6,7,8 esetekre végeztilk el. Megallapithatdo volt, hogy az elhelyezés siirlisége a
nyilasszog novelésével nem monoton noveé. Az eredményekrdl Vorauban, a Conference on
Geometry — Theory and Applications cimii rendezvényen tartottunk eléadast [11].

A gombsiivegen torténd korelhelyezés specidlis esete, amikor a koroket félgdmbon helyezziik
el. Ennek egyik gyakorlati alkalmazasa a golflabdak mintazatkialakitasa. Itt mintegy 60,
kereskedelmi forgalomban kaphatd kiilonboz6 golflabda részletes tanulmanyozéaséaval
megallapitottuk, hogy a labdak milyen szimmetriacsoportot reprezentalnak, és az egyes
mintazatok milyen anal6giat mutatnak a geodetikus kupoldk csomopont elrendezddésével. Az
eredményeket a 2012. évi IASS szimpoziumon adtuk eld Szdéulban, és folyoiratcikkben is
publikaltuk [21].

(1.2) Korelrendezések datmeneti problémdja. Az irodalombdl ismert a kovetkez geometriai
probléma: n darab adott r sugara korlapot gy kell elhelyezni, hogy azok egy egységsugart
korlap minél nagyobb részét lefedjék. E probléma atmenetet képez a legstirlibb korelhelyezés
¢s a legritkdbb korfedés problémai kozott. Az optimdlis elhelyezések megkeresését
helyettesitettiik egy 4ltalanositott tensegrity szerkezet egyensulyi helyzeteinek
meghatarozasaval. Ez a szerkezet kotelekbodl, ducelemekbdl és haromszogelemekbdl all. E
harom elemtipusnak meghataroztuk az erésen nemlinaris, s6t nem sima anyagegyenleteit,
merevségeit, merevségi matrixait. A javasolt eljaras hasznélhatosagat az n=5 esetre
részletesen bemutattuk. A korlapok sugarat ,teherparaméternek™ tekintve ,,egyensulyi utak”
hatarozhatok meg. Az egyenstlyi utak szakaszokra oszthatok az elrendezésekhez tartozo
tensegrity szerkezet aktiv elemei szamanak és/vagy tipusanak, valamint az egyensulyi helyzet
szimmetria viszonyainak kiilonb6zOsége alapjan. Kimutattuk, hogy az optimalis
elrendezéshez tartozd egyensulyi ut szakaszai kozott van Ds, C; és D; szimmetriaval
rendelkezd szerkezethez tartozo is, s6t ez utdbbiban megkiilonboztettiink ,,tojas” és ,,dinnye”
alakokat is. Az egyensulyi utak eldgazdsai kozott van elfajult tipust kettdscstcs
katasztrofapont, stabilis szimmetrikus eldgazas és olyan eldgazas is, amelynél a merevségi
matrix sajatértéke éppen ugrik, tehat nem sima e pontban a ,,potencidlis energia” fliggvénye.
Az algoritmust és az 5 kor esetén létrejove egyensulyi utak egyes részeit Parizsban a
Numerikus mechanika IV. eurdpai konferenciajan [1] €s Budapesten a Bolyai Janos halalanak



150-ik évforduldja emlékére rendezett konferencian [2] ismertettiik, valamint két
folyoiratcikkben tettiik kozzé [31, 32 ].

A Kkorelrendezések atmeneti problémaja kiilonleges esetekkel is szolgal. Az altalanosan
javasolt eljarast az n = 3, 4, 6, és 7 esetre részletesen kidolgoztuk. n=3 esetén az optimalis
clhelyezés és fedés tipusa megegyezik, s6t az atmeneti szakaszon is a Dj Szimmetriaja
elrendezés az optimalis. N=4 esetén az optimalis elhelyezés és fedés tipusa megegyezik, de az
atmeneti szakasznak csak egy részén optimalis a D4 Szimmetriaja elrendezés. Egy Kkritikus
pontban elagazik az egyensulyi ut, és a tovabbiakban az optimalis elrendezés D,
szimmetriaju. N=6 esetén bonyolultabb a helyzet, mint a korabban vizsgalt n=5 eset volt. Az
optimalis elhelyezésre két 1ényegében is eltérd elrendezést kaptunk és ezek szimmetriatipusa
(Ds és Dg) eltér az optimalis fedés tipusatol (Di). Eléfordult, hogy egyensulyi ut helyett
,»fatorzs”-szerli egyensulyi halmaz adodott, amellyel eddig még nem talalkoztunk. Nn=7 esetén
még az N=3 eseténél is egyszerlibb utat kaptuk, mely szintén egy stabilis agbol all, de itt a
tensegrity szerkezet aktiv elemei sem valtoztak. Az algoritmust és a 6 kor esetén 1étrejovo
egyensulyi utak legfontosabb részeit ismertettiik Miskolcon a XI. Magyar Mechanikai
Konferencian [6].

(1.3) Lotusz receptikulumok. A 16tusz receptakuluma egy csucsaval lefelé allo korkup,
amelynek korlapjaba agyazva, egy-egy cellaban helyezkednek a kozel azonos méretii
gombolyded magok. Olyan ez a konfigurdci6é, mintha egy azonos teriileti cellakbol allo,
kétdimenzids szappanhab celldiba egy-egy azonos méretli korlapot helyeznénk; és valamilyen
kompromisszum aran egyesitenénk az n azonos teriiletii cellabol allo, minimalis energiaju
kétdimenzids szappanhab alakjat és az n egyforma kor legsiiribb korbeli elhelyezésének
alakjat. A megvalaszoland6 kérdés, hogy hogyan kombinalhat6 e két feladat. A vizsgalathoz
kozel kétszaz, 3—-32 magot tartalmazd szaraz receptikulumot gyljtottiink be, melyekrdl
fényképeket készitettiink. A receptakulumok fényképein manualisan azonositott kézéppontok
alapjan meghatarozott Voronoi-diagramok feldolgozasat végeztik el. A vizsgalat soran
kifejlesztett automatizalt eljarassal meghataroztunk egy, az egyes celldkba irhat6 legnagyobb
korsugarat, és kiszlirtiik a Delaunay-haromszogeléssel kapott élek koziil azokat, melyekhez
nem ténylegesen szomszédos csomopontok tartoznak. Ezzel kiszlirhetové valtak a
korelhelyezési problémakbol ismert négyszogletes alakok. Az algoritmust ismert
korelhelyezési, és buborékhab-elrendezési problémak megoldasainak fényképeire is
alkalmaztuk. A kapott eredményeket Osszehasonlitva a tényleges mintazatok topoldgidja
kozott a szabadon, illetve korben kialakuld buborékhaboknak és a korben torténd
korelrendezésnek megfeleld elrendezéseket talaltunk. Ezért a receptakulumok mintdzatanak
kialakulasat leir6 modelliinket ezen feladatok mechanikai problémajanak kombinacidjaként
kerestiik. A részeredményrdl egy eldadast tartottunk a XI. Magyar Mechanikai Konferencian
[13].

Tovabbfejlesztettiik a kézi modszerrel eldkészitett receptakulum-fotokbol a numerikus
vizsgalathoz sziikséges adatokat eldallito algoritmust, igy az mar képes a buborékhabok
vizsgélatara alkalmazott Surface Evolver program altal értelmezheté bemend adatsor
eléallitasara. Az algoritmus és az altala kapott bemend adatsor alkalmasnak tlinik az egyes
élek, mint a maghelyek kozotti falak merevségének valtoztatdsaval a kiilsé és belsd élek
megkiilonboztetésére (ezt sejtjiik a korben elhelyezkedéshez hasonld konformaciok egyik
okanak), valamint a révidebb és hosszabb ¢lek kiillonbozd merevségének kezelésére (ami az
elhelyezési problémaknal tapasztalhatdé négyszog-elrendezést eredményezi). A falmerevséget
megado fliggvény kézi valtoztatasaval sikeriilt egy-egy mintabol megfeleld alakot 1étrehozni.



Az eredményeket Edinburgh-ban, az ,,Isoperimetric problems, space-filling, and soap bubble
geometry” workshopon ismertettiik [18].

(2) Kotélhalok és racsok

(2.1) Kotélhalok. A kotélhalok, a kabelkupolak és a tensegrity-szerkezetek mechanikai
szempontbol  jellemzéen olyan csukldés radszerkezetek, amelyek infinitezimalis
mechanizmusként miikodnek. A valasz az egyik legfontosabb kérdésre, hogy vajon egy
sajatfesziiltségi allapot elsérendli merevséget biztosithat-e egy ilyen szerkezetnek, attol fligg,
hogy elsdérendii vagy magasabb rendii mechanizmusrdl van sz6. Az egyik rajzaban Leonardo
da Vinci egy ismétlodo kotélszerkezetet alkotott meg, amely a kotélerok exponencialis
novekedését mutatja. Vizsgalatainkban ezt radszerkezetként modelleztiik és nemcsak a
(Leonardo rajzéan szerepld) nyulasmentes elemekbdl all6 merev szerkezetet vizsgaltuk meg,
hanem figyelembe vettiik a rugalmas alakvaltozasokat, és a hémérsékleti valtozasokat is,
melyek hatasdra a szerkezet infinitezimalis mechanizmussa valik. Megallapitottuk, hogy az
erdndvekedés liteme nagy mértékben fligg a szerkezet rugalmassagatol és hogy az
elmozduldsok a szerkezet mentén exponencialis csokkenést mutatnak, ellentétben az erdk
terjedésével. Az eredményeket Miskolcon, a XI. Magyar Mechanika Konferencian, és
Shanghaiban, az IASS Szimpoziumon ismertettiik, majd a tovabfejlesztett eredményekrol
folyoiratcikket irtunk [14].

Tanulmanyokat végeztiink harom résztémaban is: (i) hogyan kezelhetd egy sajatfesziiltség
alatt allo trivalens hald tetszdleges sikra vett vetiilete egy siklapokkal hatarolt poliéder
¢lhalozata ugyanezen sikra vett vetiileteként, (ii) egy vizsgalati modszer kialakitasa, amellyel
elballithato egy kiterjedt, szabalyos hatszog-halozatnak az a torzult alakja, amely egy (vagy
tobb) szal elszakaddsa utdn ujbol megfeszithetové valik, (iii) egy szabalyos haromszog-
halézatu sikracs szerelési sajatfesziiltségeinek sztochasztikus jellemzése Fourier-integral
alaki un. "forr6 rud megoldas" segitségével. Tanulmanyoztuk a sajatfesziiltség alatti
szabalyos hatszoghdlok szalatvagasbol eredd szalerdit és elmozdulasait. Egyebek mellett
megallapitottuk, hogy az atvagds utdni szdlerdrendszer a haldo méretének ndvelésekor az
atvagas kozelében egyre hatarozottabban tart valamilyen ,standard szalerdarany-
rendszerhez”. Sajnos e részfeladaton dolgoz6 Dr. Hegediis Istvan tartds betegsége miatt e
téma kutatdsadt nem tudtuk folytatni, és az elkezdett munka befejezetlen maradt. Helyette, a
témahoz kapcsolodva, radszerkezetek merevségével foglalkoztunk. Az OTKA T046846 sz.
kutatdsban 1s vizsgalt oOndudlis csillagpoliéderekkel kapcsolatban kimutattuk, hogy a
geometriai matrix rangvizsgalataval megkapott sajatfesziiltségi allapotok ¢€s infinitezimalis
mechanizmusok szdmara szimmetria-alapu szdmlalasi modszerrel is jO eldrejelzés adhato.
Ennek jelentdsége, hogy az emlitett szerkezeti modell nem hagyoményos racsos tartd, hanem
csuszkas kapcsolatokat is tartalmaz. Megallapitasainkat az angliai Chicheley-ben megtartott
»Rigidity of periodic and symmetric structures in nature and engineering” konferencian
ismertettiik. A témaban korabban irt folyodiratcikkiink kéziratat atdolgoztuk, és az meg is
jelent [19].

(2.2)  Altalénositott  racsmodell. A klasszikus  racsostarto-modell — matematikai
interpretacigjaként eldallithatd egy feltételes szélsdérték-feladat, melynek célfliggvénye a
szerkezet teljes potencialis energiaja, mellékfeltételei pedig a kapcsolt csomoépontok kodzotti
tavolsadgok és a koztiik futd (rugalmas) rudak kompatibilitdsa. Ebben a megkdzelitésben a
kényszerfeltétel egy hosszra, vagyis egydimenzids szimplexre vonatkozik, mely alapjan
adodik az elmélet magasabb dimenzidju szimplex-kényszerekre, praktikusan feliileti és
térfogati kényszerekre torténd Kkiterjesztése. Az e targyban sziiletett folyoiratcikk [8] az
elméleti alapok mellett rendszerezi a kordbban mar intuitiv alapon hasznalt eseti



altalanositasokat, kitér az elfajulo szimplexek esetére és elemzi a modell kiilonboz6
szerkezetek vizsgalatara valo alkalmassagat.

A racsos tartok altalanositasanak egy masik modja, ha merev testeket csuklos rudakkal
kapcsolunk Ossze. A szabalyos sikbeli mozaikok sokszdgeit merev testeknek tekintve, és
ezeket azonos méretii csuklos rudakkal, azonos modon, egyszeres, ill. kétszeres kapcsolattal
kapcsolva Ossze egy végtelen kiterjedésti, periodikus racsot kapunk, amely equiauxetikus
tulajdonsaggal rendelkezik (a Poisson tényezdjének az értéke —1), azaz a racsot barmely
iranyban megnyujtva az minden irdnyban ugyanolyan mértékben nyulik meg. Szimmetria
alapon azt vizsgaltuk, hogy hogyan alakul a racs statikai és kinematikai hatarozatlansaganak a
foka, ha a racs egységcelldjanak méretét valtoztatjuk. Az eredményekrél a Symmetry
folyoiratban szamoltunk be [30].

(3) Miiemléki poliéderek

(3.1) Esztergalyozott elefantcsont poliéderek. A 16. szazad vége és a 18. szazad vége kozott
késziiltek olyan tobbrétegli esztergalyozott elefantcsont gombok, amelyek egyszerre
reprezentalnak poliédereket ¢és gombi korelhelyezéseket. Ezeknek a miitargyaknak
miivészettorténeti feldolgozdsa mar régen megtortént, de e targyak geometriai
tulajdonsagainak a feltardsa még nem. Ez utdbbi érdekében erdfeszitéseket tettiink a
kiilonb6z6é gylijteményekben fellelhetd, a vizsgalat szempontjabol érdekes miitargyak
felkutatasara és geometriai azonositasara. Megallapitottuk, hogy az 5 szabalyos test, tovabba
az achimedesi testek koziil 7 test, a Catalan-testek koziil 2 test eredeti alakjaban 2 pedig
modositott formaban el6fordul az esztergalyozott tobbrétegli gombok kozott [3,4].
Megallapitottuk tovabba, hogy Osszefliggés all fenn az esztergélyozott poliéderek és a
legritkabb gombi korfedés Voronoj-cellai altal meghatarozott poliéderek, valamint a
leggdmbolylibb poliéderek kozott [24].

A koreai Gyeongju Nemzeti Muzeumaban ¢és a drezdai Griines Gewdlbe mulzeumban tett
latogatas alkalmaval olyan muzealis (7-9. szazadbol, ill. 17. szazadbodl szarmazo) poliédereket
fedeztiink fel, amelyek az (5) pontban targyalt poliéderekhez kothetdk. Kimutattuk, hogy a
talalt 14, ill. 32 lapu poliederek — oktaéderes, ill. ikozaéderes szimmetria feltétel mellett —
megoldasai a leggdmbdlylibb poliéder problémajanak. Az eredményeket egy folyoiratcikkben
tettiik kozzé [26].

(3.2) Neolitikus faragott kégolyok. A Skociaban talalt, tobb mint négyezer éves, egyediilallo
neolitikus faragott kégolyo-leleteket matematikusok eddig elsésorban abbdl a szempontbol
tanulmanyoztak, hogy eléfordul-e kozottiik mind az 6t konvex szabédlyos test gombi
a mintegy 420 ismert és kiilonb6z6 nagy britanniai muzeumokban fellelhetd kdégolyo
fenyképehez hozzajussunk. 240-et sikeriilt is megszerezniink, és ezekbdl megallapitottuk a
mitargyak szimmetridjat, poliéder-reprezentacidjat, valamint az optimalis goémbi
korelhelyezésekkel, ill. fedésekkel valo kapcsolatat. Felkutattunk szdmos kortars geometrikus
képzémiivészeti alkotast, amelyben e leletek kozvetlen hatasa kimutathat6 [38].

(4) Poliéderen valo fonas
(4.1) Poliéderen valo fonds. A sikban a legegyszeriibb fonas a kétiranyu kétszeres fonas. A
fonas dupla vastagsidgu, és benne egymast merdlegesen keresztezd szalagok futnak, a
keresztezodéseknél felvaltva feliil és alul, és igy egy sakktabla mintat képeznek. Ugyanilyen
alapelvet lehet alkalmazni a kocka feliiletén egy zart kosar fonasanal is. Most azonban a
szalagok véges hosszusaguak, amelyek onmagukat is metszhetik, és a sakktdbla mintdzat



sziikségszertien sériill a kocka cstcsaindl. A T46846 sz. OTKA kutatisban a fondsok
geometriai tulajdonsagait vizsgaltuk. Ebben a kutatasban pedig f6leg a fonas kombinatorikus
tulajdonsagait vizsgaltuk. Az irodalom tanulméanyozdsa révén észrevettilk, hogy a kocka
kétiranyu kétszeres fondsaban a zart szalagok a haromszogekbdl és négyszogekbdl allo,
(,,octahedrite”-nak nevezett) 4-szabalyos poliédergrafok kdzépkoreinek felelnek meg. Ennek
alapjan kolcsondsen egyértelmii megfeleltetést mutattunk ki az ,,octahedrite”-ok tulajdonsagai
¢s a poliéderek feliiletén 1étrehozott fonasok tulajdonsagai kozott [5].

Vizsgaltuk a kocka feliiletére illeszkedd, kétrétegli fonasmintak eldallitasahoz sziikséges zart
szalagok szamat a b és C relativ primek altal meghatarozott ferdeségli racs esetén.
Csoportelméleti eszkozok segitségével kimutattuk, hogy a kétrétegii fedéshez sziikséges
egybevagod szalagok szama csak 3, 4 és 6 lehet, szemben az O szimmetriacsoport rendje (24)
alapjan elméletileg adodo 12, 6, 4, 3, 2 és 1 értékekkel.

Kimutattuk, hogy a szalagszam akkor és csak akkor 4, ha b és ¢ paratlanok, az ellenkezd
esetre pedig egyszerisitett eljarast adtunk a multiplicitas — 3 vagy 6 — kérdésének eldontésére.
Ez utobbi 1ényege, hogy a 24 elemii O csoport miiveletein végzett vizsgalatot a hatelemii Cs,
csoport miiveleteire vezeti vissza. A ¢ szalagszamok 2kb (k pozitiv egész, b itt rogzitett)
koriili szimmetrikus eloszlasabol adddd periodicitasara tigyszintén elméleti igazolast adtunk.
Az eredményeket Miskolcon a XI. Magyar Mechanikai Konferencian [7] ismertettiik.

A kocka feliiletén torténd fonasra vonatkozd eredményeinket grafelméleti megkozelitésben
kiterjesztettiik az ,,octahedrite”-ok és ,,i-hedrite”-ok altal generalt poliéderekre. Megmutattuk,
hogy léteznek kockatol kiilonbozd poliéderek is, amelyeknek a feliilete fonhat6. Itt adodtak
olyan poliéderek is, amelyek feliiletét egyetlen zart szalaggal valo fonassal eld lehetett
allitani. Altalanos problémaként jelentkezett a grafok poliéder reprezentacioja, és fontos
szerepet jatszott Alekszandrov konvex poliéderekre vonatkozd wunicitasi tétele. Az
eredményekrél egy folyoiratcikkben szamoltunk be [20].

Szabalyos konvex poliédereken l1étrehozott két- és haromrétegili fonasok b,c relativ primekkel
meghatarozott ferdeségli csaladjat vizsgaltuk. Kimutattuk, hogy a sajatfesziiltségi allapotokat
reprezentalo zart szalagok szimmetria-orientalt kvalitativ fesziiltségvizsgalata sordn a
fesziiltségi allapotok — azaz szalagok — szamanak csupan also korlatjat kapjuk. Rekurziv
(skalar valtozoju) algoritmust adtunk a fonast alkotd zart szalagok szamanak a b,c szampar
fliggvényében torténd meghatarozasara, valamint a kocka feliiletén Iétrehozott fonasokrol
bizonyitottuk, hogy az egyes szalagok sajat kozépvonala kortili csavarodottsaga az alternalod
fonatban zérus, ha b,c koziil pontosan az egyik paratlan, ellenkez6 esetben az adott szalag
onmetszéseinek szdmaval egyezik meg. Rekurziv algoritmust definidltunk annak
meghatarozasara, hogy adott b,c szampar esetében lehetséges-e a kocka feliiletén egy adott
szalagnak olyan (az alternald fonastol akar eltéré) elhelyezése, melyben a fentiek szerinti
csavarodottsag zérus. Eredményeinket a [34] folyoiratcikkben kozoltiik. Mar a probléma
kutatasanak korabbi fazisaban is az eredmények szemléltetésében fontos szerepet jatszottak az
ekvivalenciaosztalyok ¢és Alekszandrov unicitas tétele, ezért ezekkel behatobban 1is
foglalkoztunk.

A kétrétegli, egymast merdlegesen keresztezd szalagokkal 1étrehozott fonasokat vizsgaltuk a
Allando szalagszélesség mellett az ilyen testekre teljesiilnie kell, hogy a sikba fejtett testhald
minden sarokpontja racionalis koordinatakkal rendelkezik. Megmutattuk, hogy az 6sszes ilyen
lehetséges poliéder szarmaztathat6 egy alkalmasan valasztott (azaz fonhato, de akar elfajulo



geometriaju) tetraéder sorozatos csonkoldsaval. Az eredmények alapjan folydiratcikket irtunk:
F. Kovacs, Orthogonal weavings on general cuboids. A cikket publikalasra benyutjtottuk.

(4.2) Konvex poliéderek csomagoldsa. A fonasi problémahoz kapcsolodoan felmeriil6 kérdés,
hogy zart szalagok milyen rendszere rendelkezik egy konvex poliéderfeliileten stabil
sajatfesziiltségi allapottal. A surlodés, szalagszélesség €s az esetleges csomodzas hatasanak
elhanyagolasaval végzett vizsgalat kimutatta, hogy az a, b, ¢ élhosszal jellemzett téglatestek
feliiletén a hagyomanyosnak tekintheto, ¢lekkel parhuzamos szalagok esetében legalabb négy
hurok (és 4(at+b+c) Osszhossz) sziikséges. Azt is megmutattuk, hogy ferde szalagok esetén
mar két, egy ponton egymasba hurkolt zart szalag Iétrehozhat ilyen csomagolast, éspedig az
iméntinél kisebb 6sszhossz mellett. Eredményeinket konferenciacikkben [35] publikaltuk.

(5) Poliéderek térfogatanak szélsoértékei, futball-labdak tervezése

(5.1) Konvex poliéderek térfogatinak infimuma. Bebizonyitottuk a kovetkez6t. Legalabb 3-
dimenzids térben, ha tekintiink konvex poliédereket n lappal és adott lapteriiletekkel, akkor
ezek térfogatai akarmilyen kicsik lehetnek (a lapteriiletektdl fiiggetleniil). Ez egy korabbi
tételiink analogja, ill. ellentettje. Ugyanis a sikbeli kérdésre, tehat adott oldalhosszakkal
rendelkezd konvex n-szogekre, a teriilet minimuma akkor éretik el, amikor az n-szég egy
bizonyos, jol meghatarozott haromszoggé fajul el. Ekkor ezen haromszog teriilete az
oldalhosszaknak egy jol definidlt fiiggvénye. Az eredményeket folyodiratcikkben publikaltuk
[28].

(5.2) A leggombilyiibb poliéderek. Vizsgaltuk a poliéderekre vonatkozo izoperimetrikus
problémat: Az egységgdmb koré rajzolt n lapu poliéderek koziil melyiknek a térfogata
minimalis? A leggdmbolylibb n lapt poliéder meghatarozasat egy helyettesitd mechanikai
(statikai) modell egyensulyi helyzetének meghatirozasara vezettiik vissza. A statikai modellt
a keresett poliéder dualis poliéderéhez rendeljik. A dudlis poliéder haromszoglapjaihoz az
oldalhosszak fiiggvényében egy potencialt rendeliink, amelynek az oldalhosszak szerinti
derivaltjai ¢élerdket definidlnak. A dudlis poliédernek azt a helyzetét kell megkeresni,
amelynél az élerdk egyenstlyban vannak. Az egyensulyt igazold nemlinedris
egyenletrendszert iterdcioval oldjuk meg. Ezzel a mddszerrel lokalisan optimalis megoldast
adtunk n = 50 és 72 esetére. Az eredményekrdl cikket irtunk [25]. A modszert kiilonb6z6
szimmetriafeltételek mellett is alkalmaztuk kiilonb6z6 lapszamu poliéderekre (n = 38, 92,
122, 132), és adtunk sejtett optimalis megoldasokat. Az eredményekr6l folyoiratcikket irtunk:
Zs. Gaspar, A. Lengyel, T. Tarnai, The roundest polyhedra with symmetry constraint. A
cikket publikalasra benyujtottuk. Egy eldadasban megmutattuk, hogy milyen kapcsolat 1étezik
az izoperimetrikus probléma és a legritkabb gombi korfedés problémaja kozott [37].

(5.3) Az Alekszandrov-tétel. A tétel szerint, ha egy sikbeli poligon konvex poliéderré
hajtogathatd, akkor a kapott poliéder az egyediili konvex poliéder. Ebbdl a konvex
poliéderbdl izometrikus deformécidval (hajtogatassal) szamos nemkonvex poliéder nyerhetd.
Ezek koziil tobbnek a térfogata nagyobb a konvex poliéder térfogatanal. Kérdés: mekkora a
nemkonvex poliéderek térfogatdnak maximuma? Kocka esetén minden, az irodalomban
eléforduld konkrét poliéder térfogatanal nagyobb térfogata poliédereket konstrudltunk. Az
eredményeket egy konferencia-kiadvanyban tettiik kozzé [27]. Megjegyezziik, hogy Buchin,
Pak ¢és Schulz szubmetrikus kozelitésben az altalunk meghatarozottnal nagyobb
térfogatértéket tett kozzeé, de poliéderiik adatait nem kozolték, ezért maga a konkrét poliéder
fizikailag sem rekonstrudlhato.



(5.4) Futball-labda tervezés. Poliéderrel modellezett vékony membranhéjak alakvaltozasait és
fesziiltségeit vizsgaltuk a teherként mikddtetett bels6 nyomas hatdsara. Négy olyan
ikozaéderes szimmetridju, a leggdmbolylibbhoz kozel allo poliéder alakvaltozasainak
numerikus szimulacioit végeztiik el, amelyek kiilonb6zé kialakitasa 32-paneles futball-labda
geometriai  és mechanikai modellezésére alkalmasak. Az egyes konfiguraciok
Osszehasonlithatok a gdmbolyliség és a kialakult fesziiltségallapot alapjan. A szamitasok
eredményeit egy konferenciacikkben ismertettiik [23]. A részleteket is bemutatdé moddon
folyoiratcikket irtunk: A. Lengyel, K. Hincz, Statical analysis of inflated 32-panel soccer ball
membrane models. A cikket publikalasra benyujtottuk.

A futball-labda tervezésnél hasznalt mechanikai modszereket egy masik gyakorlati probléma
vizsgalatanal is kiprobaltuk. Analitikus, numerikus és kisérleti eszkozokkel vizsgaltuk egy
PVC bevonatl, poliészterszadlas ponyvabol késziilt pneumatikus gerenda viselkedését
négypontos hajlitas esetén. A numerikus szamitas soran ortotrop, sikbeli haromszogelemekkel
kozelitettik a membrant, a megtamasztasokat kontakt problémaként kezeltik. Kiilonbozo
belsd thlnyomads értékek mellett meghataroztuk a rancosodést el6idézd teher nagysagat, a
teher-metszeterd, a teher-clmozdulas gorbéket és a gerenda teherbirasat. A kapott
eredményeket egy konferenciacikkben foglaltuk 6ssze [33].

(6) Matematikai alapok

(6.1) Gombkarakterizaciok. Tekintsiink egy alland6 gorbiiletli sikot, azaz a gombfeliiletet, az
euklideszi sikot, vagy a hiperbolikus sikot. Legyen ezek valamelyikében K ¢és L zart konvex
halmaz, belsdé pontokkal, és mindkettd legyen kiilonbozo a teljes siktol. Tegyiik fel, hogy K-
nak ¢és L-nek barmely K' es L' egybevag6 példanyara, azok metszete centralisan szimmetrikus.
Ekkor, bizonyos enyhe feltételek mellett, K és L két egybevagd gomb. Magasabb dimenzios
szférikus, euklideszi, €s hiperbolikus térre analog tétel érvényes, de csak ha még plusz
feltételezziik, hogy K és L feliilete 2-szer folytonosan differencialhatd, és a Gauss-gorbiilet
pozitiv. Ha az eredeti kérdés egy variansat vizsgaljuk, amikor is 2-dimenzids allando
gorbiiletli terekben minden fenti metszet tengelyesen szimmetrikus, akkor sokkal tobb esetet
kapunk. A gombfeliileten két, altalaban nemegybevagod kort kapunk. Az euklideszi sikon 5
kiilonbozd eset van, de K és L mindketteje csak kor, vagy parhuzamos sav, vagy félsik lehet.
A hiperbolikus sikon 9 kiilonbozé eset 1étezik, de mindezen esetekben mind K, mind L
hataranak Oszefliggd komponensei allando gorbiiletiieck. Az eredményekrdl folyoiratcikket
irtunk: Makai, E. Jr. & J. Jerénimo-Castro, Pairs of convex bodies in S RY H? with
symmetric intersections of their congruent copies. A cikket publikalasra benyujtottuk.

(6.2) Ekvivalenciaosztalyok. Altalanosabb kontextusban a kovetkez6t vizsgaltuk. Egy gytirii
egy olyan struktura, ahol a szokasos alapmiiveletek koziil értelmezve van az Osszeadas,
kivonas, szorzas, €s ezek a szokdsos azonossagokat teljesitik. Az egyszerlis€g kedvéért most
még a szorzas kommutativitasat is feltessziik. Erre példa pl. az n-szer n-es matrixok halmaza,
ami persze nem kommutativ. Egy kommutativ gyliri radikaljanak nevezziikk mindazon
gylirielemek halmazat, amelyeknek alkalmas magas hatvanya 0 (a hatvanykitevo kiillonb6zo
gylrielemekre kiilonb6z6 lehet). Az n-szer n-es matrixok kozott ez azon matrixokbol all,
amelyeknek egyetlen sajatértéke van, mégpedig 0. Azaz a Jordan normalforma szerint
lehetnek nem-0 Jordan blokkjai, de a hozzajuk tartozoé sajatértékek mind 0-k. Egy kommutativ
gylirtit lefaktorizalhatunk a radikalja szerint, azaz két gylirlielemet ekvivalensnek tekintiink,
ha kiilonbségiik a gytri radikdljaban van. Az egymadssal ekvivalens elemek egy
ekvivalenciaosztalyt képeznek. Ezen ekvivalenciaosztalyok halmazan természetes modon
értelmezett az Osszeadds, kivonas, €s szorzas, azaz az ekvivalenciaosztalyok is kommutativ
gylrit képeznek. Egyszeriien belathato: ha van olyan X gytirielem, amelyre x=x, akkor az x



gylriielem ekvivalenciaosztalyara, amit y-nal jeloliink, szintén fennall y=y®. Természetes
modon adodik a kérdés, hogy itt van-e forditott iranyu implikacio: azaz ha egy Yy
ekvivalenciaosztalyra teljesiil y=y?, akkor az y ekvivalenciaosztaly tartalmaz-e egy olyan x
gylriielemet, amelyre x=x*? Ez a kérdés mar régota meg van valaszolva, mégpedig a pozitiv
iranyban. Ennek az analdgjat mutattuk meg a komplex analitikus esetben: ha minden fent
emlitett dolog egy z komplex valtozo analitikus fliggvénye, akkor is talalhaté a fenti
tulajdonsagu gytiriiclem, ami maga is a Z komplex valtozo analitikus fiiggvénye [29].

(6.3) Szimmetria. A szimmetria — szerves részét képezve a vizsgalatoknak — végigvonul a
kutatason. Itt az alabbiakat vizsgaltuk. D. Ryabogin és V. Yaskin bebizonyitottak a kovetkezo
tételt. Legyen az egységgdmbon adva egy folytonosan differencialhato f fiiggvény. Legyen u
egy egységvektor, és legyen -n/2 < ¢ < m/2. Tekintsiik azt az origdcstcsu kupot, amelynek
tengelye az u vektor iranyaba mutat, és amelynek félnyilasszoge n/2 + ¢. Integraljuk az f
fliggvényiinket az egységgombfeliilet ¢s a kupfeliilet metszetén, és legyen ez az integral
I(u,p). Ha az f fiiggvényiink paros, akkor barmely u-ra az I(u,p) is paros fliggvénye ¢-nek,
amibOl kovetkezik, hogy barmely u-ra, ¢ = 0 esetén, d(I(u,p))/dp =0. Kérdés ennek
megforditasa, azaz hogy igaz-e a forditott implikécio. Erre D. Ryabogin és V. Yaskin pozitiv
valaszt adtak, egy elég technikas bizonyitassal. Mi a cikkiinkben megmutattuk, hogy ezen
kérdésre a pozitiv valasz egy korabbi cikkiinkben szerepld eredménylinkbdl konnyen
kovetkezik [36].

Bebizonyitottuk tovabba, hogy ha van a topologikus tereknek egy részosztalya, amelybdl a
topologikus terekre értelmezett bizonyos természetes miiveletek nem vezetnek ki, akkor ez a
részosztaly csak két trivialis részosztaly egyike lehet. Errdl folyoiratcikket irtunk: Makai, E.
Jr., Epireflective subcategories of Top, T,Unif, Unif, closed under epimorphic images, or
being algebraic. A cikket publikdldsra benyujtottuk.

Mas OTKA palyazatokkal kozosen a munkatervben nem szerepld témakat is vizsgaltunk.

(6.4) A térfogatszorzat probléma. A sikban két egymassal polaris konvex lemez teriileteinek
szorzatdra adtunk a korabbiaknal jobb becsléseket [22]. Ugyanerrdl a problémardl egy kis
survey cikket irtunk [12], és eléadtuk Torontoban a Discrete and Computational Geometry
konferencian.

kézépponton atmend sikokkal valdo metszetek keriiletei maximalisak az Osszes parhuzamos
sikmetszetek keriiletei kozott, akkor a perturbacio elsérendben centralisan szimmetrikus [16].

(6.6) A [17] cikk kategoriaeclméletr6l szol, és eléadtuk Pragaban a Topological Symposium-
on.

(6.7) Algebrakban komplex szam egyiitthatoju  polinomok gydkei. Nem-kommutativ
algebrakban (mint pl. az n-szer n-es matrixok) belattuk, hogy a gyokoknek mindig van egy,
egy paramétertdl folytonosan fiiggd csaladja, és ezt eldadtuk Szlovénidban a Linear Algebra
and Functional Analysis konferencian.

(6.8) Negyedrendii tenzorok reprezentdcioi. Ez a részfeladat eredetileg nem szerepelt az
elfogadott munkatervben. Vizsgalatara azért keriilt sor, mert a negyedrendii tenzorok — a (6.7)
ponthoz kapcsolodva — nem-kommutativ algebrat alkotnak, ugyanakkor rendkiviil nagy
jelentéségiik van a mechanikdban, tovabbd a geometriai reprezentaciojuk révén egyfajta
kapcsolatot létesitenek a mechanika és a geometria k6zott, mely tulajdonsadguk fontossa teszi
azokat a véges rendszerek szerkezeti topologidjaban. Vizsgélataink a szimmetria szerepére
iranyultak. Megallapitottuk, hogy bizonyos szimmetria szint felett a tenzornak nem létezik
inverze, igy pl. a rugalmassagtan anyagi merevségi tenzora nem invertalhatd és nem lehet
pozitiv definit, tovabba a geometriai reprezentacidja révén nem létesiil kolcsondsen



egyértelmli kapcsolat a tenzor és a hozza rendelt negyedrendii feliilet kozott. Az
eredményekrél eldadast tartottunk Miskolcon a XI. Magyar Mechanikai Konferencian [9],
Budapesten a 18th Inter-Institute Seminar és Londonban az IABSE-IASS Symposium [10]
rendezvényeken. Egy négydimenzios kocka segitségével megmutattuk a negyedrendii tenzor
kiilonbozé algebrai reprezentacidos lehetOségeit. E targyban eldadast tartottunk az
EUROMECH konferencian Grazban [15].

A tervezettol valo eltérések

(1) A kutatasi terv a kotélhalok vizsgalata teriiletén a sajatfesziiltséggel megfeszitett halok
alakjanak és fesziiltségeinek analizisét, valamint a poliéderek topoldgiai tulajdonsagaival
meglevl analdgia vizsgalatat irdnyozta eld. E munkat a tervek szerint Dr. Hegediis Istvan
irdnyitotta és részben maga végezte volna. A kutatds els6 évét kovetden bekdvetkezett tartds
betegsége miatt azonban Dr. Hegedls Istvan sajnalatos modon a kutatdmunka feladasara
kényszeriilt. Ezért ez az eldirdnyzott részkutatds — igéretes kezdet — utdn nem valosult meg.
Helyette a szerkezeti topologia szempontjabol ugyancsak fontos racsok merevségének
vizsgalatat, valamint a negyedrendii tenzorok reprezentacidinak vizsgalatat végeztiik el.

(2) A palyazati kutatdsi terv két brit kutatoval valo egylittmiikodést iranyzott eld. A kutatds
soran azonban az egyes résztémakon kettdnél lényegesen tobb kiilfoldi (nemcsak brit) és
hazai kutatdéval miikodtiink egylitt. Az egylittmikddo kutatok koltségei azonban nem terhelték
a jelen K81146 OTKA ny. szamu kutatas biidzséjét. A kutatok mas forrasbol fedezték
koltségeiket.

(3) A palyazatban a kutatast négy évre terveztilk. Az ismert gazdasagi nehézségek miatt a
koltségfelhasznalasban aranytalansag allt eld, melynek feloldasara kértiik, és az OTKA
engedélyét meg is kaptuk, hogy a kutatast egy évvel meghosszabbithassuk. A valtozas a
beszerzendd eszkozokben is valtozast €s koltségatcsoportositast is igényelt, amit az OTKA
elézetes engedélyével hajtottunk végre.



