Szakmai zardjelentés (OTKA 79128)

A 79128 szamiu OTKA palyazat kutatasi szerzédésében foglaltaktdl egyetlen lényeges pontban
tortént eltérés: kérvényeztik a tamogatas idotartamanak a pénzmaradvanyok terhére torténé meg-
hosszabbitasat, igy a tdmogatott idészak a 2009. aprilis 1 és 2013. augusztus 31 kozotti idészakot
foglalta magéba.

A kutatdcsoportunk féleg hatareloszlastételekkel és azok alkalmazésaival foglalkozik. A 79128
szami OTKA pélydzathoz benytjtott munkatervhez hiven ezen pélyédzat a fent emlitett idészakban
ezen a teriileten végzett kutatdsokat fogta Ossze.

Folytattuk a sikbeli diszkrét idejii autoregresszios folyamatok paramétereinek legkisebb négyzetes
becslésének vizsgalatat. Eloszor az [1] cikkben egy kozel instabil modellt vizsgdltunk meg, mégpedig
amikor stabil folyamatok sorozata egy instabil helyzethez konvergdl. Az egyszerliség kedvéért csak
olyan unilateralis folyamatokkal foglalkoztunk, amikor a folyamat egy adott pontban felvett értéke
a balra és alatta 1év6 pontokban felvett értékek linedris kombindciéjanak és a zajfolyamatnak az
Osszege. Igazoltuk, hogy ha a stabil folyamatok paraméterei alkalmas sebességgel konvergdlnak
az instabil hatarhelyzethez, akkor a becslés — eltéréen az AR(1) folyamattdl — aszimptotikusan
normalis. A megfelel6 skdlazas megtaldlasa okozott jelentds nehézséget. Az instabil hatdrhelyzetben
bevezettiink egy 1j paramétert, amit elneveztiink stabilitdsi paraméternek (az Otlet az eldgazé
folyamatokkal val6é analégiabdl szarmazik, amir6l késébb még szé lesz). Ennek az egyetlen pa-
raméternek az értéke alapjan mar lehet tudni, hogy a folyamat stabil, instabil, vagy exploziv.
Ezzel az 0j paraméterrel egy olyan atparaméterezésre lehet attérni, amely lényegesen leegyszertsiti
a vizsgalatokat; ez az otlet az AR(p) folyamatok esetén Sims—Stock—Watson-féle kanonikus alak
néven ismert. A [44] cikkben egyrészt belattuk a stabilitdsi paraméter aszimptotikus normalitdsat
(nem szokdsos skalazdssal), méasrészt megmutattuk, hogy ezzel az dtparaméterezéssel néhany el6z6
eredménytlinket egyszeriibben is meg lehet kapni. Ezutan el kezdtiink foglalkozni olyan unilateralis
sikbeli folyamatokkal, melyeknél a folyamat egy adott pontban felvett értéke harom szomszédos
pontban felvett értékek linedris kombinacidjdnak és a zajfolyamatnak az Gsszege. ElGszor a [15]
cikkben meghataroztuk a variancia-fiiggvény aszimptotikus viselkedését amikor a mintaelemszam
novekszik. Ezt az eredményt is felhasznélva a [26] cikkben sikeriilt bizonyitani a becslés aszimp-
totikus normalitdsat bizonyos instabil esetben is. Az instabilitdsi felillet a paramétertérben egy
tetraédert alkot, és az eredmény érdekessége az, hogy a lapokon és az éleken a skélazas a szokasos,
mig a cstcspontokban ettél eltéré. Az unilaterdlis modelleknél joval nehezebbnek bizonyultak az
ugynevezett szimultdn autoregresszios (SAR) modellek, amikor a folyamat egy adott pontban felvett
értéke a koriilotte 1évo pontokban felvett értékek linearis kombindcidjanak és a zajfolyamatnak az
osszege. Egy specidlis egydimenziés SAR modell esetén sikertilt eredményeket elérniink a [16] cikk-
ben. Az eredmény érdekessége az, hogy a stabil esetben a becslés nem aszimptotikusan torzitatlan
de (a szokésos skéldzassal) aszimptotikusan normélis, viszont az instabil esetben a hatéareloszlas
(nem a szokésos skéldzassal) nem normélis, hanem az egységgyoktesztekbdl jél ismert Dicky—Fuller
statisztika eloszlasdsaval egyezik meg.

Folytattuk a folytonos idejli sikbeli autoregresszios folyamatok paramétereinek maximum like-
lihood becslésének vizsgalatéat is. A [17] cikkben a Wiener-leped§ eltoldsparaméterének maximum
likelihood becslését hataroztuk meg egy meglehetésen dltalanos megfigyelési tartoméany esetén. Ezt
a technikdt haszndlva egy linedris regresszids problémat old meg a [27] cikk a Wiener-lepedére,
majd a [27] cikk az Ornstein—-Uhlenbeck-lepedére. Ezekhez a kutatdsokhoz kapcsolédnak a [36]
és [48] cikkek, melyekben optimadlis el6rejelzés meghatdrozasa a cél. A [32] cikk is térbeli megfi-
gyelésekbdl indul ki, de (megfeleld feltételek mellett) a siirtiségfiiggvény becslésének aszimptotikus
normalitasat bizonyitja.

A legnagyobb elérehaladédst diszkrét ideji bevandorlasos elagazé folyamatokkal kapcsolatos
kérdésekben értiik el. A bevandorlasnak az a legfontosabb szerepe, hogy igy a populdcié nem
hal ki. A bevéandorldst 1gy is lehet interpretdlni mint az innovéaciés folyamatot az idésoroknél,
azzal a lényeges kiilonbséggel, hogy a bevandorlas nem lehet negativ, igy a varhaté értéke pozitiv
(amennyiben valéban van bevandorlas). Azt is érdemes megemliteni, hogy id6sornak tekintve,
heteroszkedaszticitds 1ép fel. A paraméterek becslésére a feltételes legkisebb négyzetes becslést



hasznaltuk. El6szor azzal az egyszerl esettel foglalkoztunk, amikor az utddeloszlasok Bernoulli-
eloszlasok, ugyanis ebben az esetben sok a rokonsdg az autoregressziés folyamatokkal (példdul a
kovarianciastruktura), ezért ezeket a folyamatotak INAR(p) folyamatoknak szokds nevezni. A [6]
és [29] cikkekben a kiugré értékek (uigynevezett outlierek) kérdésével foglalkoztunk INAR(1) folya-
matok esetében innoviéciés, illetve additiv kiugréd értékeket vizsgdlva. Targyaltuk egy, illetve t6bb
kiugré érték, valamint az autoregresszids tipusi paraméter (ami az utddeloszlds varhaté értéke),
illetve az innovécids tipust paraméter (ami a bevandorlds varhaté értéke) becslésének aszimptoti-
kus tulajdonsdgait. A felkérésre irt [13] Osszefoglald cikkben leirtuk az addig elért eredményeket,
valamint a nyitott problémékat. Egy komoly 1épést tettiink meg a [21] cikkben: leirtuk az in-
stabil INAR(p) folyamatok aszimptotikus viselkedését a pozitiv reguldris esetben, vagyis amikor
az utddeloszlasok varhatd érték vektoraibdl Gsszerakott matrix primitiv. Donsker-tipusu tételt
kaptunk, vagyis a folyamat értékeibdl képezett véletlen lépcsés fiiggvények sorozata konvergens
a Szkorohod-térben. A limesz folyamat a pénziigyi matematikabdl jol ismert Cox—Ingersoll-Ross
folyamat (roviditve CIR-folyamat), ami tulajdonképpen egy négyzetes Bessel-folyamat, és ami
rdadasul a ”legszebb” folytonos ideji, folytonos allapotteri bevandorlasos elagazo folyamat. En-
nek a konvergencidnak a bizonyitdsdban alapvetd szerepe volt a [14] cikk eredményének, mely
arra adott természetes elégséges feltételt, hogy egy véletlen vektorokbdl 4ll6 haromszogrendszer so-
raibdl képezett véletlen 1épcsds fiiggvények sorozata konvergédljon egy (nem feltétleniil id6homogén)
diffuzids folyamathoz. Ezt az eredményt tobb késobbi cikkiinkben is sikeresen alkalmaztuk, ugyanis
semmiféle fiiggbségi feltételt nem kell feltenni a haromszogrendszer soraiban &llé véletlen vekto-
rokrdl (nem kell fiiggetlenség, sem Markov-tulajdonsag, sem martingdl tulajdonsdg, sem valamilyen
keverési tulajdonsig). A [46] cikkben az INAR(2) modell esetén bevezettiink egy 1j paramétert,
amit elneveztiink kritikussigi paraméternek. Ennek az egyetlen paraméternek az értéke alapjan mar
lehet tudni, hogy a folyamat szubkritikus, kritkus, vagy szuperkritikus. Ezzel az 1j paraméterrel
egy olyan atparaméterezésre lehet attérni, amely lényegesen leegyszeriisiti a szdmolasokat; ez az
otlet az AR(p) folyamatok esetén Sims—Stock—Watson-féle kanonikus alak néven ismert. A cikk-
ben sikeriilt leirni az INAR(2) egyiitthatéi és a kritikussdgi paraméter becslésének aszimptotikus
viselkedését az Osszes kritikus esetben. A kritikussdgi tartomény egy szakasz a paramétertérben; a
végpontokban mas a skaldzas és mas a hatareloszlas is. Ez azzal fiigg 6ssze, hogy a kritikusségi sza-
kasz bels6 pontjainal a folyamat pozitiv reguldris, azaz az utddeloszlasok varhaté érték vektoraibdl
osszerakott matrix primitiv, mig az egyik végpontnal felbonthaté (reducibilis), a méasik végpontnal
pedig felbonthatatlan (irreducibilis), de nem pozitiv reguldris (amit ciklikusnak, vagy periodikusnak
is neveznek). A kritikussigi szakasz belsé pontjaindl (nem szokdsos skaldzassal) a kritkussigi pa-
raméter becslésének hatdreloszlasa emlékeztet a Dicky—Fuller-féle egységgyokteszt eloszlasara, de a
standard Wiener-folyamat szerepét a CIR-folyamat veszi 4t. A kritikussagi szakasz bels6 pontjainél
(szokdsos skéldzassal) az egyiitthatok becslésének hatareloszlasa szintén emlékeztet a Dicky—Fuller-
féle egységgyokteszt eloszlasara, és a standard Wiener-folyamat szerepét megint a CIR-folyamat
veszi at, de ami meglepd, hogy a CIR-folyamattdl fliggetlen tjabb standard Wiener-folyamat sze-
rint kell integrélni. A kritikussigi szakasz egyik végpontjdban (ahol a folyamat felbonthaté) a
paraméterek becslése aszimptotikusan normaélis (a kritikussdgi paraméter esetén nem szokésos, mig
az egyitthatok esetén szokasos skaldzassal). A kritikussdgi szakasz mdsik végpontjaban (ahol a
folyamat felbonthatatlan de nem pozitiv reguldris) a kritikussagi paraméter becslése (nem szokasos
skédldzassal) aszimptotikusan normélis, mig az egyiitthaték becslésének hatéreloszlasa megegyezik a
Dicky—Fuller-féle egységgyokteszt eloszlasaval. Az, hogy sikeriilt kimutatni, hogy a hatdreloszlasok
el6éllitasaban két fliggetlen standard Wiener-folyamat is megjelenik, a [14] cikk eredményének
felhasznalasan mult. Még az INAR(p) folyamatokhoz kapcsolédik a [43] cikk is, amelyben a pa-
raméterek valtozasat detektaltuk. Offline mddszert dolgoztunk ki a paraméterek feltételes leg-
kisebb négyzetes becslését haszndlva, és igy egy CUSUM tipusu tesztfolyamatot kaptunk. Az
egylitthatok tetszoleges részhalmazanak, valamint az innovacié varhaté értékének megvaltozasat
tudjuk detektdlni (beleértve az egyoldali és kétoldali tesztelést is). A nullhipotézis mellett (amikor
nincs valtozds) megmutattuk, hogy a tesztfolyamat egy tobbdimenziés Brown-hidhoz konvergél a
Szkorohod-térben. Az alternativ hipotézisek mellett megmutattuk, hogy a teszt konzisztens, sét a



tesztfolyamat fétagjat is meghatdroztuk. Becslést adtunk a paramétervaltozas idépontjara is, és
az alternativ hipotézisek mellett megmutattuk, hogy ez a becslés gyengén konzisztens.

A [21] és [46] cikkek eredményein felbuzdulva el kezdtiink foglalkozni tébbtipusos, bevéan-
dorlasos eldgazé folyamatokkal is. Az [51] cikkben leirtuk a t&bbtipusos, bevandorldsos, kri-
tikus Galton—Watson elagaz6 folyamatok aszimptotikus viselkedését abban az esetben, amikor
az utddeloszlasok varhatéd érték vektoraibodl Gsszerakott matrix primitiv. Megint Donsker-tipusi
tételt kaptunk, vagyis a folyamat értékeibol képezett véletlen 1épcsés fliggvények sorozata konver-
gens a Szkorohod-térben. A limesz folyamat egy olyan elfajult tébbdimenziés folyamat, amely
az utddeloszlasok varhaté érték matrixdnak Perron-vektora dltal meghatdrozott félegyenesre kon-
centralédik, és ott egy CIR-folyamatot alkot. Ennek a konvergencidnak a bizonyitdsaban is alap-
vetd szerepe volt a [14] cikk eredményének. A [47] cikkben 2-tipusos bevéndorldsos kritikus
Galton—Watson eldgazo folyamat utddeloszlasanak varhaté érték matrixat becstiltitk meg feltételes
legkisebb négyzetes mddszerrel. Az egyszerliség kedvéért azt az esetet vizsgaltuk, amikor ez a
matrix dupldn szimmetrikus. Csak a pozitiv regularis esettel foglalkoztunk. A kritkussagi pa-
raméter becslésének hatareloszldsa (nem szokdsos skaldzassal) itt is emlékeztet a Dicky—Fuller-
féle egységgyokteszt eloszlasara, de a standard Wiener-folyamat szerepét megint a CIR-folyamat
veszi at. Az utddeloszlds varhatértékei becslésének hatédreloszlasa (nem szokdsos skédldzéssal)
szintén emlékeztet a Dicky—Fuller-féle egységgyokteszt eloszlasara, és a standard Wiener-folyamat
szerepét megint a CIR-folyamat veszi at, és megint egy olyan standard Wiener-folyamat sze-
rint kell integralni, amely fiiggetlen a CIR-folyamatt6l. Abban az elfajult esetben, amikor min-
den egyednek potosan egy els6 vagy maésodik tipusid utdéda van, akkor a kritkussagi paraméter
becslése (nem szokdsos skaldzassal) aszimptotikusan normédlis. Abban a mésik elfajult esetben,
amikor minden egyednek ugyanannyi elsé és masodik tipusu utéda van, akkor az utddeloszlas
varhat6értékel becslése (szokasos skdldzassal) aszimptotikusan normalis. Az [50] cikk id6ben in-
homogén tobbtipusos, bevandorlasos, kritikus Galton—Watson eldgazé folyamatok aszimptotikus
viselkedésével foglalkozik. Egy régebbi egydimenzios eredményiinket messze altalanositva elegendo
feltételrendszereket adtunk meg arra, hogy a folyamat (skdldzas nélkiil) tobbdimenzids sszetett
Poisson-eloszlashoz konvergéljon.

Folytonos idejli és folytonos allapotterii bevandorlasos eligazé folyamatokkal is el kezdtiink
foglalkozni. Kideriilt, hogy vizsgalatainkat érdemes Kkiterjeszteni egy nagyobb folyamatosztdly-
ra, amit affin folyamatoknak neveznek, ugyanis ezek igen fontos szerepet jatszanak a pénziigyi
matematikédban is. A [39] cikkben el6szor egy skdlazésos tételt bizonyitottunk be: természetes
feltételek mellett és természetes skaldzassal bizonyos affin folyamatok egyszertibb affin folyama-
tokhoz, mégpedig diffuziés affin folyamatokhoz konvergalnak. Ezt is felhaszndlva leirtuk bizonyos
kritikus affin folyamatok paraméterei legkisebb négyzetes, valamint feltételes legkisebb négyzetes
becsléseinek aszimptotikus viselkedését. Az utddeloszlassal kapcsolatos paraméter becsléseinek
hatareloszldsa (nem szokdsos skalazédssal) egy diffiziés affin folyamat funkciondljival irhaté le. A
bevandorldssal kapcsolatos paraméter becslései nem torzitatlanok, és a (skéldzas nélkiili) hatareloszlas
szintén egy diffizids affin folyamat funkciondljaval irhaté le. A [45] és [49] cikkekben bizonyos
kétdimenziés szubkritkus affin folyamatokkal foglalkozunk. ElGszor a [45] cikkben bebizonyitjuk
ezen folyamatoknak létezik egyértelmii stacionarius eloszlasa, majd a diffizids folyamatok esetén
exponencialis ergodicitast is belatunk. Ezt is felhasznélva, a [49] cikkben a kétdimenzids szubkrit-
kus, diffiziés affin folyamatok paramétereinek (folytonos mintabdl szamolt) maximum likelihood,
valamint legkisebb négyzetes becslésérol megmutattuk, hogy er6sen konzisztensek és aszimptotiku-
san normalisak.

A pénziigyi matematikai probléméakhoz szorosan kotédnek a diffiziés folyamatok, ezért el kezd-
tlink foglalkozni idében inhomogén diffuziés folyamatokra vonatkozé statisztikai kérdésekkel is. A
[7] cikkben a drift egyiitthatéban szereplé paraméterek maximum likelihood becslésének aszimp-
totikajat vizsgaltuk az dgynevezett szingularis esetben, és sikeriilt elegendé feltételeket adni arra
vonatkozdan, hogy a hatédreloszlas az tgynevezet Dickey—Fuller statisztika eloszldsa legyen. A
[22] cikkben sikeriilt bizonyos tipusu inhomogén diffiziés folyamatok bizonyos funkciondljainak a
Laplace-transzforméltjit explicit médon meghatdrozni. Megmutattuk a [8] cikkben tovabbé, hogy



kiilonb6z6 paraméteri a-Wiener hidak altal generdlt valészinliségi mértékek szinguldrisak, illetve
vizsgaltuk az a-Wiener hidak trajektoéridainak regularitasi tulajdonsagait is. FEzeket az eredmények
keriiltek dltaldnositdsra a [18] cikkben. A [20] cikkben Karhunen-Loeve sorfejtés talalhaté a-Wiener
hidakra. Tovébbi kapcsol6dé eredményekrol és dltalanositdsokrdl szélnak a [40] és [41] cikkek. A
[30] és [38] cikkek ugrd részt is tartalmazé sztochasztikus differencidlegyenletekkel is megadhaté
pozitiv 6nhasonlé Markov-folyamatokrdl szdélnak, melyek kapcsolédnak a folytonos idejl, folyto-
nos allapotterii, bevandorlasos elagazé folyamatokhoz is. Valamelnnyire ehhez a témakorhoz kap-
csol6dik a [19] cikk, amelyben Cramér-feltételt kielégité Lévy-folyamatokra vonatkozé funkciondlis
hatareloszlas-tétel szerepel.

Az dgynevezett "merging” tipusi eredményekkel kapcsolatosak a [25] és [31] cikkek. A [25] cikk-
ben altaldnositott szentpétervari jaték nyereményeinek részletosszeg-sorozatat alkalmasan centralva
és skaldzva kapott véletlen valtozdk eloszlasfiiggvényeire sikeriilt tetszoleges hosszisagu, ugynevezett
"merging” aszimptotikus sorfejtést bizonyitani. Ezzel sikeriilt altalanositani Csorgd Sandor idevo-
natkoz6 eredményeit, amelyek révid sorfejtésekre vonatkoztak (a hatdreloszlas utdn még egy tag-
gal). A sorfejtés tagjai a részsorozatok szemistabilis korlatlanul oszthaté hatareloszlds-fiiggvényei
derivaltjainak megfeleld linearis kombinaciéi, ahol az egyiitthaték bizonyos momentumok, illetve
virtudlis momentumok. A [31] cikkben a "merging” tipusi eredmény funkciondlis dltaldnositdsa
talalhato.

A statisztikus tanuléalgoritmusokkal, mégpedig a véletlen elhelyezésekkel, véletlen erddkkel és
ezekhez kot6d6 problémakkal kapcsolatosak a [2], [9], [10], [11], [23], [33] cikkek. Egy régebbi
kutatdsi téma folytatdsa a [24] cikk, mely "hiba a véltozéban” tipusi modellekrol szdl.

A [3] cikkben egy diszkrét idejli, Heath—Jarrow—Morton jellegli hatéridés kamatldb-modell meg-
hajto lepeddjének autoregresszids tipusi paraméterének maximum likelihood becslését vizsgaltuk
meg. Az az érdekesség, hogy nem csak a stabil, hanem az instabil esetben is sikeriilt erés kon-
zisztencidt bizonyitani. Ehhez egy éltalanos eredményt haszndltunk fel, melyet a [4] kdzleményben
publikaltunk, mely egy jol hasznalhaté elégséges feltételrendszert ad nem feltétleniil fiiggetlen és
nem feltétleniil azonos eloszlast mintabdl szarmazoé becslések erds konzisztencidjara.

Folytattuk a lokalisan kompakt topoldgikus csoportokon, specidlisan Lie-csoportokon értelmezett
valészinliségi mértékek analitikus és algebrai tulajdonsagainak vizsgalatat.

Az [5] publikécié egy konyvfejezet, mely olyan hatareloszlas-tételekrdl szdl, melyekben értékeiket
valamely lokdlisan kompakt Abel-csoportban felvev véletlen elemek szerepelnek. A [12] cikkben
értékeiket valamely kommutativ hipercsoportban felvevo fiiggetlen névekmény( folyamatok mart-
ingal-karakterizacioit vizsgaltuk meg.

A megjelent kézlemények kozott 40 folyoiratcikk és 2 konferenciacikk szerepel, valamint 1 konyv-
fejezet, 1 MTA doktora disszertacié és 3 tankonyv. Kozlésre el van fogadva még 4 folyéiratcikk, és
tovabbi 4 cikk van benyujtva (melyek egy kivétellel elérhet6k az arXiv repozitériumban). Végezetiil
itt jegyeznénk meg, hogy a tamogatdsi idGszak alatt Fazekas Istvan elOkészitette és megvédte
disszertaciojat az MTA doktora cim elnyerésére.
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