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Az elméleti fizika és a szamelmélet kozott — bar latszolag érintkezési pont
nélkiili, tavoli diszciplinak — érdekes kapcsolatok keriiltek felszinre az elmilt
évtizedekben, példaul a kvantum kdosz és az automorf széras elméletében,
vagy a huramplitadok p-adikus elfolytatasaval osszefiiggésben. E kapcsola-
tok széles tarhazat szolgaltatjak a kétdimenzios konform térelméletek, melyek
particiés fiiggvényei, illetve az azok épitSkoveiként szolgald konform karak-
terek az analitikus szamelmélet szempontjabol is alapvetd fontossagi modu-
laris formak elméletének segitségével vizsgalhatok. Valojaban a klasszikus
elmélet egy messzemend altaldnositédsara van sziikség e vizsgalatokban, az
un. vektor-értékid moduléris formak elméletére, amely geometriai szempont-
bol a moduléris gorbe feletti holomorf vektornyalabok elméletének felel meg
(szemben a klasszikus elmélettel, amely a holomorf vonalnyaldbok leirasat
szolgéltatja).

Bar a vektor-értéki modularis formak elméletének jelentGségét a mult-
ban tobben is felismerték és kezdeményezték a téma tanulményozasat, mégis
csak a kétezres évek elején kezdték meg annak szisztematikus vizsgalatat.
Az els6, matematikusok altal folytatott vizsgalatok alapvet&en a klasszikus
elmélet modszereinek és eredményeinek altalanositasat ttzték ki célul, nem
elhanyagolhat6 sikereket érve el ezen a téren. Egy hidnyossidga mégis volt
ezen hozzaéllasnak: nem adott effektiv eszkozoket a vektor-értékii modularis
formak szamitasara. Ez motivalta egy pragmatikusabb, az elméleti fizika sza-
mitési igényeinek jobban megfeleld megkozelités kidolgozasat a kétezres évek
derekan, amely lehetévé tenné a karaktervektorok tulajdonsigainak konkrét
vizsgélatat: ennek megalapozéasat végezte el a vezets kutaté a 2005-2008-as
években Terry Gannon-nal, a University of Alberta matematika professzo-
raval egyiittmiikodésben, és erre a gyiimolesozd egyiittmiikodésre alapult a
projekt kutatasi terve, az elmélet tovabbfejlesztését és fizikai alkalmazasainak
kidolgozasat ttizve ki célul.

Célszert mindjart leszogezni, hogy a projekt csak részben valdsitotta meg

a kitilizott ambiciozus célokat: mig jelentds eredmények sziilettek olyan - a



fizikai alkalmazasok szempontjabol dénté fontossédgi - kérdésekben, mint a
vektor-értékd moduléris formak altal kielégitett invarians differenciél-egyenletek
teljes kord jellemzése, a holomorf modularis formak leirasa és a fiiggetlen
formak szamanak meghatarozasa, az egyszerd aramok fogalmanak megfele-
16 altalanositasa és elméletének kiterjesztése, vagy a permutacios orbifold
konstrukcié implementacidja, addig mas, tervbe vett kutatasi iranyokban,
példaul a vektor-értéki Jacobi-formak vagy a (véges indexti) részcsoportok
formainak vizsgalataban nem sikeriilt jelentds haladast elérni.

A fent emlitett részleges sikertelenség magyarazatdul mind szubjektiv,
mind objektiv okok megemlitheték. A szubjektiv ok a kiilféldi partnerrel
valo kutatasi egytittmiikodés megszakadasa (2011 soran), és a mar elért ered-
mények publikalasédval kapcsolatban felmeriil§ véleménykiilonbségek. Ennek
kovetkezményeként a kutatas soran elért eredmények egy része - példaul az
egyszert aramokkal, illetve a permutacios orbifoldizacidval kapcsolatosak -
még nem keriilt publikdlasra: ez a helyzet remélhetéleg valtozni fog a kozel-
jovében. Természetes modon a (volt) kiilfoldi partner szaktertiletének sza-
mit6 témakban (Jacobi-formak, altalanos automorf formak) a kutatasi terv
teljesiilése megrekedt, illetve az eredmények kiilon keriiltek publikalasra.

Ami az objektiv okokat illeti, itt els§ helyen emlitendék az uttérs kuta-
tasi téma kidolgozésa soran felmeriils, elére nem lathato elvi és gyakorlati
nehézségek. Az elvi nehézségek kozott kiemelkedd jelentGségii a konform
térelméleti modularis abrazolés és a karaktervektor transzformacios tulaj-
donsagai kozott fennélld kapcsolat nem egyértelmd volta, ami a konform
karakterek kozott fennallo linearis dsszefiiggésekre vezethets vissza. Roviden
megfogalmazva arrél van sz6, hogy béar a karaktervektor modularis transz-
formaltjai meghatarozhatok a modularis abrazolés ismeretében, ez forditva
méar nem mindig all fenn, tekintve, hogy a karaktervektor argumentuma-
nak véltozasa soran mindvégig az abrazolasi tér egy invarians alterében mo-
zog, ezért a karaktervektor transzformécios tulajdonsagai csak a modularis

abrazolasnak erre az invarians altérre vonatkoz6 megszoritdsara szolgalnak



informacioval: altalanos példa e jelenségre a nem-trividlis toltéskonjugacio
esete, hiszen toltéskonjugalt primér terek konform karakterei sziikségképpen
megegyeznek egymassal, de a jelenség ennél sokkal dltalanosabb. Itt termé-
szetesen arrél van szo, hogy két kiilonbozd jellegii leiras egymashoz valé viszo-
nyat vizsgaljuk: mig a konform karakterek az elmélet lokalis tulajdonsagairol
(energiaspektrum, operator tartalom) adnak tajékoztatast, addig a modula-
ris dbrazolas, illetve az annak alapjaul szolgdlé modularis tenzorkategoria
az elmélet globalis tulajdonsagait (szimmetriatoltések kompozicidja, szuper-
szelekcios szektorok, konzisztens peremfeltételek) jellemzi, és ezek kozott a
modular-invariancia kévetelménye teremt (nem egyértelmii) kapcsolatot.

A fenti megjegyzések megvilagitjak a nehézség eredetét: bar matematikai
szempontbol természetesnek tiinik a modularis abrazolas redukcidja a karak-
tervektort tartalmazoé invaridns altérre, és ezen redukalt abrazolas vektor-
értékd forméinak vizsgalata, e redukcio soran donté jelentGségii fizikai infor-
méacié menne veszenddbe, ezért egy alternativ, a teljes modularis abrazolast
alapul vevs, de a komponensek kozotti linearis relaciokat figyelembe vevs
formalizmus hasznalata sziikséged!] A megfelel6 matematikai hattér és an-
nak fizikai tartalméanak kifejlesztése jelenleg is folyamatban van, és vélhetéleg
fontos adalékul szolgal majd néhany késébb emlitends eredmény tovabbfej-
lesztésében.

Ami a felmeriil6 gyakorlati nehézségeket illeti, itt alapvetSen az egyes
elméleti konstrukciok és szamitasi eljardsok algoritmizalédsa okoz problémat.
Ugyanis a moduléris csoport abrazolasainak tobb egyenértéki karakterizalasa
lehetséges - példaul a generatorok abrazolési operatorai, vagy pedig az expo-
nens és karakterisztikus matrixok segitségével -, de az ezek kozti kapcsolat
messze nem trivialis. Bar megadhato egy zart kifejezés - az tin. Rademacher—

Petersson-sor - a karakterisztikus méatrixra az abrazolasi méatrixok segitségé-

1Bz kiiléndsen igaz a permutacios orbifoldizicio esetén, ahol a permutécios orbifold
karaktervektorara vonatkozo relaciok egy része az orbifoldizécio eltti karaktervektor altal
kielégitett nemlinearis replikacios Osszefliggések kovetkezménye, amelyek fontos szerepet
jatszanak példaul a "Holdvilag” (Moonshine) jelenségének magyarazataban.



vel, de ennek gyakorlati hasznalatat megakadalyozza lasst konvergenciaja és
tagjainak transzcendens volta, ami annél figyelemreméltobb, mert mindkét
emlitett jellemzs (algebrai) egészek segitségével irhato le a fizikailag relevans
esetekben. FEzen transzcendens Osszefliggések algoritmikus kezelése okozza
alapvet&en a nehézségeket.

A fenti elézetes megjegyzések utan kivetkezzék a kutatéasi projekt soran

elért eredmények vazlatos ismertetése.

1. Adott vektor-értékt modularis forma &ltal kielégitett invarians diffe-
rencidlegyenletek jellemzése
Sikeriilt visszavezetni egy adott vektor-értékd moduléris format eltiin-
tet6 invarians differencidloperatorok algebrajanak meghatarozasat egy
polinom-algebrai feladatra [3|, amelynek algoritmikus megoldasa ismert
a szakirodalombol. Ezen eredmény lehetévé teszi, hogy meghataroz-
zuk egy adott karaktervektorral rendelkezé fizikai modell szimmetria-
algebrajanak nullvektor egyenleteit, amelyet felhasznalhatunk példaul

a korrelacios fiiggvények szamolésakor.

2. Holomorf formakra vonatkoz6 dimenzié-formula elemi szarmaztatésa
Sikeriilt a holomorf formak terének egy linearis algebrai jellemzését
megadni, amibgl elemi megfontolasokkal szarmaztathato [4] a korabb-
rol ismert, de igen mély algebrai és analitikus eszk6zok felhasznalasaval
(Eichler—Selberg-féle trace-formula) szarmaztatott dimenzio-formula. A
lineéris algebrai jellemzés elvileg algoritmikus eljarast ad a holomorf
formék egy bazisanak meghatarozasara (tetszéleges sulyban), béar en-

nek naiv implementacioja messze nem effektiv.

3. Holomorf formakra vonatkozé trace-Osszefiiggések szarmaztatasa
Az elliptikus transzformaciok abrazolasi operatorainak spurja és a ho-
lomorf formék Hilbert-polinomjanak (amely a szabad generatorok suly-
eloszlasat irja le) az adott transzformacio fixpontjainal felvett értékei

kozott sikertilt nem-triviélis Osszefliggéseket talalni [5], amelyek a ho-



lomorf formak linearis algebrai jellemzésével Gsszevetve mér effektiv

modszert adnak a generatorok meghatarozasara.

. Fundamentalis métrix meghatarozasa ismert karaktervektorokbol

Gyakorlati szempontbdl fontos kérdés annak megvalaszolasa, hogy ho-
gyan lehet meghatérozni (ha egyéltalan lehetséges) a fundamentalis
matrixot formak egy adott halmazéanak ismeretében. Elvileg a valasz
egyszerti: hatarozzuk meg a modularis abrazolast akar csak egyetlen
forma transzformaciés tulajdonsagaibol, majd ebbdl az ehhez tarto-
z6 karakterisztikus matrixot, végiil pedig a fundamentalis matrixot a
megfelel6 hipergeometrikus egyenlet megoldasabol. A feladat ennek
a bonyolult eljarasnak a révidre zarésa lenne, a fundamentélis matrix
kozvetlen meghatarozasa az adott formakbol, felhasznalva azok ismert
tulajdonsagait. Természetesen, a modszer csak akkor adhat egyértel-
mi eredményt, ha a forméak komponensei kifeszitik az egész abrazolasi
teret. A formék altal kielégitett invaridns differencidlegyenletek vizs-
galata segitségével kidolgozhatd egy alkalmas algoritmikus eljaras eme

feladat elvégzésére.

. Holomorf forméak egyiitthatéinak szamelméleti tulajdonsagai

Ismert, hogy a (racionalis) konform térelméletben eléfordulé modu-
laris abrazolasok magja sziikségszeriien egy kongruencia-részcsoport,
aminek kovetkeztében az &brézoldsi matrixelemek jol meghatarozott
Galois-transzformacios tulajdonsagokkal rendelkezd ciklotomikus sza-
mok, és ennek kovetkeztében a holomorf formék terében mindig va-
laszthato egy integralis bazis, melynek sorfejtési egyiitthatoi (raciona-
lis) egészek. Az ilyen jellegi eredmények érvényességi korének pon-
tos meghatarozasa nem csak a fizika szempontjabol érdekes, de fon-
tos szerepet jatszhat a nem-kongruencia részcsoportokkal kapcsolatos
vizsgalatokban is. Altalanos eljarast dolgoztunk ki egy adott abrazolas

Galois-transzformaltjainak meghatarozasara, és ennek révén vizsgaltuk



a Galois-transzformaltak fundamentalis matrixainak viszonyat, illetve

a sorfejtési egylitthatok szamelméleti tulajdonsagait.

6. Egyszerd aramok elméletének kiterjesztése

Az egyszeri dramok fogalma fontos szerepet jatszik a konform térel-
méletben és alkalmazasaiban. Kideriil, hogy a fogalom messzemend-
en altaldnosithaté6 a modularis csoport projektiv abrazoldsainak egy
széles halmazara, ahol a klasszikus elmélethez igen kozeli eredmények
szarmaztathatoak, és ezek hasznosithatoak az adott dbrazolas szerint
transzformalodo formak analizisében. Ez kiilonosen fontos lehet hiir-
elméleti alkalmazasokban az altaldnositott GSO-projekciokkal kapcso-
latban.

7. Hecke-operatorok hatésanak vizsgalata vektor-értékd formékon
A Hecke-operatorok nem csak a klasszikus elmélet egyik alapvets részét
alkotjék, de fontos szerepet jatszanak annak majd Gsszes alkalmazasa-
ban. Fizikai jelentéségiik a permutacios orbifoldokkal kapcsolatos: a
permutéciés orbifold karaktervektorat az eredeti elmélet karaktervek-
toranak kiilonb6z6 Hecke-transzformaltjaibol lehet felépiteni. Ebben a
kérdéskorben igen fontos (és nehéz) probléma az orbifoldizacié utani
karaktervektor algoritmikus meghatarozéasa, amelynek soran bonyolult
csoportelméleti és kombinatorikai kérdések mertilnek fel. Sikeriilt egy
altalanos (bar elég szamitéasigényes) eljarast megadni az orbifold karak-
tervektoranak meghatarozasara, ezaltal lehet6vé téve a téma részletes
tanulmanyozéasat. Tobbek kozt ez segitett annak felismerésében, hogy
milyen fontos, és a szakirodalomban nem kell6en hangsilyos szerepet
jatszanak a karaktervektor komponensei kozott fennalld lineéris Ossze-

fliggések.

A felsorolt eredményeket két (referalt) konferencia-kozlemény [1,2], valamint
két mar megjelent [3,4], és egy kozlésre elfogadott [5] referalt folyoiratcikk

tartalmazza. A tamogatott kutatas eredményeit tobb nemzetkozi konferen-



cian (Dubrovnik 2009, Edinburgh 2009, Zagreb 2011, Karlstad 2011, Banff
2011, Leeds 2013, London 2013), ill. kiilfoldi kutatomiihelyekben tartott sze-
minariumon (Ziirich 2009, Zagrab 2010, Roma 2012, Hamburg 2013) ismer-
tettem. Kozlés el6tt all egy Osszefoglalé cikk az egyszerd dramok fogalméanak
kiterjesztésérdl, és elGkésziiletben van egy tovabbi ismertets az orbifoldizacio
algoritmikus problémairol.

Néhény sz6 az elért eredmények lehetséges hasznositaséarol. Az inva-
rians differencidlegyenletek osztélyozasa méar szerepet kapott, tobbek kozt
a haromdimenzios kvantumgravitaciora vonatkozd Witten-féle javaslat, il-
letve az un. Haagerup-szubfaktor realizalhatosagaval kapcsolatos vizsgala-
tokban. A holomorf formakra vonatkozé eredmények (dimenzio-formula és
trace-Osszefiiggések) alapjan lehet6vé valik az adott dbrazolas szerint transz-
formalédo holomorf formak szabad generatorainak explicit meghatarozasa.
Az egyszerii aramok fogalmanak kiterjesztése és az ezekbdl a karaktervektor-
ra adodo Osszefiiggések megértése az egész kutatas egyik implicit célja volt,
tekintve a lehetséges hurelméleti alkalmazasokat. Es végiil, de egyaltalan
nem utolsosorban, a Hecke-hatés (ill. a permutacios orbifoldizécio) kapcso-
latot teremthet egyfel6l a masodkvantélt hirelmélet, méasfelsl a "Holdvilag”
jelensége kozott, ezaltal fizikai interpretacidjat nyujtva az utobbinak.

Osszegzésiil, a kutatési projekt tervében megfogalmazott ambiciozus cél-
kittizéseknek ugyan nem mindegyike teljesiilt maradéktalanul, de ennek elle-
nére értékelhets elérehaladast sikeriilt elérni a vizsgélt témakorokben, ame-
lyek tovabbfejlesztése tovabbi érdekes eredményekkel kecsegtet.

Befejezésiil szolni kell a projekt futamidejének tébbszori meghosszabbi-
tasarol és az el6zetes koltségtervtdl torténd minimélis mértéki eltérésekrsl.
A futamidg t6bbszori hosszabbitasat azon kormanyzati takarékossagi intéz-
kedés indokolta, amely nem engedélyezte a szamitéstechnikai jellegii beruhé-
zésokat a felsGoktatasban. Ennek kovetkeztében nem nyilott mod a projekt-
ben tervezett informatikai fejlesztésekre, amelyek pedig nélkiilézhetetlenek

az eredményes kutatomunkahoz. Erre a koriilményre tekintettel sikeriilt a



futamidé meghosszabbitasat engedélyeztetni, és tobb év késéssel szert ejteni
a nélkiilozhetetlen fejlesztésekre, ezaltal megteremtetve az elengedhetetlen
infrastrukturalis hatteret a tovabbi kutatédsokhoz. Célszertinek tiint tovabba
a kiilfoldi utazésokra szant keretbdl fennmaradt minimalis 6sszegeket szintén

atcsoportositani e célra.

Budapest, 2014 jalius 30.
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