RESZLETES ZAROJELENTES

A kutatas el6rehaladdsa a tervezettnek megfeleléen jo Gtem volt. A kutatas teljes ideje alatt folyamatosan értiink el
igen figyelemre méltdé eredményeket, amelyek koziil sokat nemzetkdzi konferencidkon bemutathattunk az OTKA
tdmogatasanak segitségével. A kés6bbiek folyaman az eredményeket igen jo szinvonall nemzetkézi folydiratokban
publikdltuk, amint azt a kozleményjegyzék is meggy6z6en mutatja. A munkaban részt vevék személyében nem
tortént vdltozas, ilyen tipusd probléma ill. akadaly nem mertilt fel.

A koltségtervt6l torténd jelentésnek tekintett eltérés nem volt. Id6beli eltolédds idénként felléphetett, altaldban az
ismert pénziigyi rendelkezések (pl. id6leges beszerzési tilalom) kdvetkeztében, ezeket azonban sikerdilt 4thidalni. igy
ez végeredményben nem befolyasolta hatranyosan a kutatds eredményességét, jollehet 6rommel vettiik volna, ha
erre egyaltaldn nem keril sor. Kellemetlen volt, hogy a kutatéhely (BME) bels6 szabalyozasa kllféldi kutatok
meghivasat és vendéglatasat sajndlatosan megneheziti.

Megemlitem a kutatds egyik sajatos vonasat, amelyben én jéval tobb pozitivumot latok, mint negativumot: a szép
szamu koézleményben ritka az olyan, amelyben a harom résztvevé kozil legaldbb kettd szerzétarsként szerepelne,
ugyanakkor az egyéb kiil- vagy belféldi szerz6tarsak szama nem kevés. Ez azt mutatja, hogy a fiatalabb résztvevék is
kell6 6nallésagot és nemzetkozi eredményességet tudtak felmutatni, amivel az id6sebb vezetd kutatd is
maradéktalanul elégedett.

A fenti kortilmény indokolja, hogy az eredmények részletes ismertetését a résztvevé kutatdk személye szerint
csoportositsuk.

A tervezett kutatasi részirdnyok kozil Nagy Béla szerz6tarsaival ill. egyediil nemnegativ matrixok inverz
spektralelméletének kérdéseirél a kovetkezé eredményeket érte el.

Nagy B Inverse elementary divisor problems for nonnegative matrices c. dolgozataban Henryk Minc harom
kérdését valaszolja meg elemenként nemnegativ ill. kétszeresen sztochasztikus matrixok eldirt elemi
osztokkal torténd realizalasarol. A véalaszok koziil egy pozitiv, kettd negativ iranyu. A pozitiv irdnyd: ha
N>3, a:=-1/(N-1), és e2,e3,...,eh pozitiv egészek Gsszege N-1, akkor létezik olyan kétszeresen
sztochasztikus N-edrend{i matrix, amelynek elemi osztdi z-1, (z-a)"e2, (z-a)"e3, ..., (z-a)"eh. A két negativ
iranyu példa 1ényege: plauzibilis feltételek ellenére megtdrténik, hogy nincs nemnegativ matrix az eldirt
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elemi osztokkal, vagy: nincs nemnegativ diagonalizalhato matrix eldirt spektrummal.

K-H. Forsterrel és Szilvasi M-val k6zos dolgozataban (Local inverse spectrum theorems for real and
nonnegative matrices) lokalis jellegli inverz spektrum tételeket igazolt valos, nemnegativ ill. pozitiv elemii
matrixokra. A bizonyitasok mddszere konstruktiv: azon feliil, hogy igazolja eldirt spektrumu valos, ...
matrix 1étezését, lehetdve teszi felirasukat. A kapott eredmények a kovetkezd tipustiak:

Feltételezve, hogy adott lista (komplex szamok véges sorozata) a spektruma egy valds, ... matrixnak,
bizonyos tovabbi feltétel teljesiil, és egy masik lista un. pseudo-tavolsaga az adottdl elegendden kicsi, akkor
a masik lista is spektruma ugyanolyan tipust (azaz valos, ... ) matrixnak. Két ilyen lista m(L,M) pszeudo-
tavolsaga (matching distance) definicio szerint min ||[L-PM]|, ahol a minimum a (véges dimenzids) tér Osszes
P permutacioira veendd, a szerepld norma pedig az I(végtelen) norma. Ezen eredmények hasznosak lehetnek
nemnegativ linearis rendszerek perturbacidinak vizsgalataban.

A linedris operatorok elméletében (végtelen ill. véges dimenzids Banach ill. Hilbert terekben) Nagy B
(részben K-H Forster szerztarsaval egyiitt) elért fo6bb eredményei a kdvetkezok:



A J Operator Theoryban kozolt cikkében (Multiplicities, generalized Jacobi matrices, and symmetric
operators) Nagy B vizsgalta altalanos nemkorlatos operatorok multiplicitasait. Vizsgalta ezek kapcsolatat
altalanositott (reguléris vagy irregularis, blokk) Jacobi matrixokkal. Meghatarozta tiszta maximalis
szimmetrikus operatorok multiplicitasat, és megkapta az elemi szimmetrikus operatorok legegyszeriibb
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dolgozataban.

A J Functional Analysisben megjelent cikkében (Multicyclicity of unbounded normal operators and
polynomial approximation in C) Nagy B kiterjesztette J Bram egy nevezetes eredményét nemkorlatos
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valamint a polinomok halmazanak stirisége bizonyos L2 terekben.

Ismert volt, hogy ha ciklikus korlatos normalis operator szeparabilis Hilbert térben reduktiv, akkor ra
vonatkozolag a ciklikus és a csillag-ciklikus vektorok fogalma azonos. Nagy B a Studia Mathematicaban
megjelent cikkében (Subnormal operators, cyclic vectors and reductivity) altalanosabban, ciklikus
szubnormalis operatorokra vizsgalta a hasonl6 kérdést, és bizonyitotta a fenti allitdsok ekvivalenciajat. A cikk
a ciklikus normalis operatorok reduktivitdsanak tovabbi érdekes jellemzését tartalmazza: tetsz6leges olyan mértékre,
amely ekvivalens az operator Un. skalar-értékd spektral mértékével, a polinomok halmaza s(ir(i a mértékre vonatkozé
L2 térben.

Nagy B K-H. Forsterrel k6zos dolgozataban (Equivalences of matrix polynomials) matrixpolinomok
ekvivalenciajat vizsgalta ill. jellemezte az ekvivalencianak a kurrens irodalomban talalhat6 kiilonb6z6
fogalmaira vonatkozolag. A polinomok altalaban szingularisak. A vizsgalt f6 kérdések: a szigoru
ekvivalencia €s hasonldsag, valamint az, hogy polinomok ekvivalencidja implikalja-e az elsd kisérd
linearizalasok ekvivalenciajat (€s a forditott iranyu kérdés). Megjegyezziik, hogy ezen dolgozat egyes
eredményei hasznosak lehetnek majd linearis rendszerek szerkezetének vizsgalataban.

Nagy B On contractions in Hilbert space c.

dolgozata vizsgalta normalis operatorhoz hasonld Hilbert térbeli operator felbontdsat normalis (6nadjungalt,
unitér) rész és a nevezett tulajdonsagtol teljesen mentes rész ortogonalis 0sszegére a spektralfelbontas
segitségével. Tovdbba vizsgalta véges dimenzids Hilbert térben kontrakcié operdtor minimalis unitér hatvany
dilatacidit (a k véges kitev6ig). Meghatdrozta e dilatacidk altalanos alakjat, vizsgalta spektrumukat és
izomorfidjuk kérdéseit. A vizsgalat els6 lépése itt a kontrakcid felbontdsa unitér és teljesen nem-unitér részek
ortogonalis 6sszegére. A cikk témdjabdl Nagy B el6adast tartott a SzGkefalvi-Nagy Béla nemzetkdzi
emlékkonferencian 2013-ban Szegeden.

Riesz operators and Schur's lemma c. cikkében Nagy B elegendé feltételeket adott arra,

hogy Hilbert térbeli Riesz operatorhoz létezzék Jordan-Schur bazis az eredeti skaldrszorzattal ekvivalens
skalarszorzatra vonatkozdlag. Ez a kérdés kapcsolatos Schur lemmajaval kompakt operatorokrél, amely lemma
kiterjesztése Schur klasszikus tételének az unitér triangularizaciérél véges dimenzids térben. A véges dimenzids
esetet is vizsgalja a cikk.

Orthonormal Jordan bases in finite dimensional Hilbert spaces c. dolgozataban Nagy B jellemezte a Jordan-Dunford
felbontas segitségével azon linearis operatorokat véges dimenzids komplex vagy valds Hilbert térben, amelyek



szamara létezik olyan ortonormalt bazis, amelyben az operator matrixa Jordan matrix. Tovabba szlikséges feltételt
adott erre az 6n-kommutator operator felhasznalasaval.

Matolcsi Maté (és szerz6tarsai) publikacidi és eredményei:

1. P. Jaming, M. Matolcsi, P. Méra, F. Sz6llGsi, M. Weiner: A generalized Pauli problem and an infinite
family of MUB-triplets in dimension 6, J. Physics A: Mathematical and Theoretical, Vol. 42, Number 24,
245305, (2009).

A kolcsonosen torzitatlan bazisok problémaja 6 dimenzidban (réviden: MUB-6 probléma) régdta nyitott,
hires probléma, amelynek motivacidja a kvantum-informacidéelméletbdl ered (lasd http://qig.itp.uni-
hannover.de/qiproblems/Main_Page). Ismert, hogy a probléma ekvivalens 6x6-os complex Hadamard
matrixok egy bizonyos rendszerének létezésével. Ebben a cikkben egy diszkretizacids eljarast alkalmazva a
problémdnak egy fontos specialis esetét oldottuk meg. Nevezetesen beldttuk, hogy a két-paraméteres
F(a,b) Fourier csalad egyetlen matrixa sem egészithetd ki (az identitdssal egyiitt) 4 torzitatlan bazissa.
Explicit konstrukcidval azonban azt is beldttuk, hogy létezik az F(a,b) csalddbdl szarmazé egy-paraméteres
csaladja torzitatlan basis-harmasoknak. Mellékeredményként megmutattuk, hogy az F Fourier matrix egy
kis kdrnyezetében az F(a,b) csaldd minden tagjdra igaz, hogy ra vonatkozdan pontosan 48 torzitatlan vektor
létezik. A cikket bevalasztottak az “IOP Select” cikkek k6zé (http://www.iop.org/Select/abstract/ 1751-
8121/42/24/245305), az innovativ megkdzelitésére és a tovabbi kutatasokra hatdasara tekintettel.

2. P. Jaming; M. Matolcsi; P. Méra: The problem of mutually unbiased bases in dimension 6, Cryptography
and Communications, Vol. 2, Number 2, (2010) 211-220.

Ebben a publikaciéban egy altalanos tervet vazoltunk a MUB-6 probléma megolddsara, ami a paraméter tér
diszkretizacidjan alapszik. Ez Iényegében az el6z6 cikk megkozelitésének egy altalanositasa, amely az F(a,b)
csalad utdn most mar minden 6x6-os komplex Hadamard matrixra kiterjed. A diszkretizacids eljaras soran
nem-trividlis hibabecsléseket adtunk, amelyek lehetévé teszik, hogy a jov6ben egy szamitogépes
esetvizsgdlattal bebizonyitsuk, hogy 6 dimenzidban nem létezik MUB-oknak egy teljes rendszere. Az esetek
szama sajnos a legjobb hibabecslések utdn is éridsi marad, de elvileg megfelel6 programozassal kezelhet6.
Ennek a ,,csunya” bizonyitasnak az lenne a jelent6sége, hogy mindeddig egyetlen d dimenziéban sem
ismert az, hogy MUB-oknak egy teljes rendszere nem létezhet.

3. M. Matolcsi: A Fourier analytic approach to the problem of mutually unbiased bases, Studia Sci. Math.
Hung., Vol. 49, No. 4 (2012), 482-491.

Ebben a publikaciéban elrugaszkodunk az el6z6ekben emlitett diszkretizacids eljarastdl, és bemutatjuk,
hogy hogyan lehet Delsarte-nak egy altalanos Fourier analitikus mddszerét a MUB-problémara alkalmazni
(nem csak 6 dimenzidban, hanem &altaldnosan). Ez egy telejesen Uj megkozelités. J6l ismert, hogy barmely d
dimenzidban legfeljebb d+1 egymdsra kélcsondsen torzitatlan bazis Iétezhet. Ennek egy elegans Uj
bizonyitasat, és egy altalanositasat adja a Delsarte mddszer minden d-re. Ezen kiviil a Delsarte mddszerrel



az is vizsgalhatd, hogy N-dik egységgyokokbdl allo matrixokbdl dllhat-e egy teljes rendszer? Ezt
megvizsgaltuk d=6 esetén N=6, 12, 16-ra, és belattuk, hogy ilyen teljes rendszer nincs.

4. M. Matolcsi, I. Z. Ruzsa, M. Weiner: Systems of mutually unbiased Hadamard matrices

containing real and complex matrices, Australasian J. Combinatorics, Volume 55 (2013), Pages 35—47.

Itt az el6z6 publikacid észretvételét fejlesztiik tovdbb: nevezetesen a Delsarte mddszerhez hasonldan egy
hipotetikus teljes MUB-rendszernek valamint a benne szereplé Hadamard matrixoknak megfelel§
értelemben vett Fourier transzformaltjat tekintjik, és az igy kapott F és G fliggvényekre irunk fel linearis
azonossagokat. Ezek olyan megszoritasokat adnak F-re és G-re, hogy minden d<6 dimenzidban a teljes
MUB rendszerek teljes karakterizaciéjat kapjuk (ez korabbrdl is ismert volt). d=6 esetén olyan linedris
programozasi feladatokhoz jutunk, amelyeknek eredménye mindeddig inkonkluziv (a valtozék szdmanak
novelésével elvileg ellentmonddshoz juthatunk, ami azt jelentené, hogy teljes MUB rendszer nem létezik).
A cikk tovabbi eredményeként belatjuk, hogy egy teljes MUB rendszer tetsz6leges dimenzidban legfeljebb
egy valés Hadamard matrixot tartalmazhat, valamint megfogalmazunk egy strukturalis sejtést 6x6-os
Hadamard matrixokra.

Szollési Ferenc (és szerz6tarsai) publikacidi és eredményei:

1. D. Z. Djokovic, S. Severini, F. Sz6ll6si: Rational orthogonal versus real orthogonal, The Electronic Journal of Linear
Algebra, 18, 649—673, (2009).

Ebben a publikacidban az ortogonalis matrixok ,mintazatat” vizsgaljuk, azaz azt, hogy mely 0-1 matrixokban lehet az
1-esek helyét tetsz6leges nem 0 elemre mdédositani ugy, hogy a kapott matrix ortogonalis legyen.

2. F. Szoliési: Exotic complex Hadamard matrices, and their equivalence, Cryptography and communications, 2:2
187—198 (2010).

Ebben a publikacidban blokkrendszerek segitségével mutatunk Uj példakat primdimenziés komplex Hadamard
matrixokra. Bevezetlnk egy Uj invarianst, amely segitségével kapcsolatot teremtlink unitér matrixok kildnb6zé méreti
minorjai kozott, majd ezen invarians segitségével cafoliuk K. Koukouvinos (és mtsai) egy 2002-ben felvetett
problémajat.

3. F. Szollssi: Complex Hadamard matrices of order 6: a four parameter family, J. London Math. Soc. (2) 85 (2012)
616-632.

Ebben a publickacidban algebrai karakterizaciét adunk komplex Hadamard matrixokban talalhaté sorharmasok
paronkénti merélegességére, megjavitva ezzel U. Haagerup egy korabbi észrevételét. A karakterizacio segitségével
egy Uj, négyparaméteres 6x6-os komplex Hadamard matrixcsaladot konstrualunk, és azt sejtjik, hogy ez a
konstrukcio lényegében az 6sszes (korabban még nem ismert) 6x6-0s komplex Hadamard matrixot leirja.

4. F. Szollési: Complex Hadamard matrices and equiangular tight frames, Linear Algebra and its Applications, 438
(2013) 1962-1967.

Ebben a publikacidban olyan egyeneseket konstrudlunk komplex Hadamard matrixok segitségével, amelyek
paronként azonos szdget zarnak be, és megforditva: Uj paraméteres komplex Hadamard matrixokat konstrualunk



négyzetdimenzidéban. A dolgozatban fellelheté6 eredmények segitségével megvalaszoljuk B. Bodmann (és mtisai) egy
korabbi kérdését.

5. F. Sz6ll6si: A note on the existence of BH(19,6) matrices, Australasian J. Combin., Volume 55 (2013), Pages 31—
34.

Ebben a rovid jegyzetben egy M. Petrescutdl szarmazd, nem kdzismert blokk konstrukcié segitségével olyan uj,
primdimenziés komplex Hadamard matrixra adunk példat, amely elemeit komplex hatodik egységgyokok alkotjak. A
konstrukciok valaszt ad J. Seberry (és mtsai) egy kérdésére.

6. F. Szollési: On quaternary complex Hadamard matrices of small orders, Advances in Mathematics of
Communications, 5:2 309—315 (2011)

Ebben a publikacidoban szamitogép segitségével teljesen klasszifikaljuk a legfeljebb 8x8-as azon komplex Hadamard
matrixokat, amelyek elemei komplex negyedik egységgyokok, és megmutatjuk, hogy ezen matrixok mindegyike tagja
valamely végtelen, paraméteres matrixcsaladnak.

7. P. Lampio, F. Szdllési and P. Ostergard: The quaternary complex Hadamard matrices of orders 10, 12 and 14,
Discrete Mathematics 313 (2013) 189-206.

A 6-0s szamu publikacio folytatasaként szuperszamitdégép segitségével klasszifikaljuk a legfeljebb 14x14-es komplex
Hadamard matrixokat, amelyek elemei komplex negyedik egységgyokdk. Megmutatjuk, hogy 10 és 12 dimenzidban
ezen matrixok mindegyike tagja valamely végtelen, paraméteres csaladnak, azonban 14 dimenzidban talalunk izolalt
példakat.

8. F. Szoll6si: Constructions, classifications and parametrization of complex Hadamard matrices, PhD thesis, Central
European University, Budapest, 2012.

Ebben a disszertacioban szamos korabbi eredménylinket targyaljuk, és részben altalanositjuk, valamint Uj
eredményeket is prezentalunk. Tébbek kdzott megjavitjuk a korabbi legjobb als6é becslést a valés paronként azonos
szdget bezard egységvektorok szamardl d-dimenzidban; tovabbi ellenpéldakat adunk Fuglede azon sejtésére, amely
szerint véges abel csoport egy spektralis halmaza parkettazé; valamint uj primdimenzios, ciklikus komplex Hadamard
matrixokat konstrualunk negyedik hatvanymaradékok segitségével.

9. M. H. Lee, F. Szoll6si: Hadamard matrices modulo 5, J. Combin. Desings, 22:4, 171-178 (2014).

Ebben a publikacidban altalanositijuk az O. Marrero &ltal bevezetett modularis blokkrendszereket, és ezen Uj
koncepcid segitségével teljesen elddntjlk az 5-modularis Hadamard matrixok l|étezésének kérdését. Explicit
konstrukciok segitségével megmutatjuk, hogy pontosan akkor létezik egy ilyen matrix, ha a mérete 10-zel osztva nem
3 vagy 7. Ez az els6 olyan iranyu eredmény az irodalomban, amely prim modulust matrixokat vizsgal.

10. M. H. Lee, F. Szdll6si: A note on inverse-orthogonal Toeplitz matrices, The Electronic J. Linear Algebra, 26, 898—
904 (2013).

Ebben a publikacidban a komplex Hadamard matrixok egy &ltalanositasat, az un. inverz-ortogondlis matrixokat
vizsgaljuk. Megmutatjuk hogy ha egy inverz-ortogonalis matrix Toeplitz strukturaval rendelkezik, akkor az természetes
maodon megfeleltethetd egy olyan inverz-ortogonalis matrixnak, amely a jéval er6sebb ciklikus strukturaval bir. A cikk
ramutat arra, hogy a Toeplitz vagy ciklikus struktira megléte Hadamard matrixok esetén lényegében azonos
feltételeket jelent.

11. G. Greaves, A. Munemasa, J. H. Koolen, F. Sz6llési: Equiangular lines in Euclidean spaces, kézirat kdzlésre
benyujtva (2014).

Ebben a kéziratban, amely jelenleg elbiralas alatt all, azon Seidel matrixokat vizsgaljuk, amelyeknek pontosan harom
kilénboz6 sajatértéke van. Tovabb javitjuk a 7. disszertacidban elért alsé korlatot a paronként azonos szoget bezaro
valos egységvektorok szamardl. Szamitdégép segitségével klasszifikdljuk az dsszes 12x12-es Seidel métrixot,
valamint megmutajuk, hogy 14 és 16 dimenzidkban nem lehetséges a korabban remélt 30 illetve 42 darab paronként
azonos szOget bezaré egységvektort konstrualni.

12. F. Sz6ll8si: All complex equiangular tight frames in dimension 3, kézirat kdzlésre benyujtva (2014).

Ebben a kéziratban, amely jelenleg elbiralas alatt all, Grobner bazisok segitségével leirjuk a paronként azonos szoget
bezaré komplex egységvektoroknak egy az alkalmazasokban is el6fordulé csaladjat 3 dimenzidban. Megmutatjuk,
hogy nem létezik 8 vektorbdl allo ilyen specialis konfiguracid. Bizonyitasunk az elsd ilyen iranyd nemlétezési
eredmény a témakorben.



Poszterprezentacio:
13. F. Sz6llési: Understanding complex Hadamard matrices and mutually unbiased bases of order 6.

Egy posztert prezentaltunk a “*14th workshop on quantum information processing" konferencian, 2011 januar 10-14
k6z6tt Szingapurban. A prezentacioé a 3. dolgozat eredményeit illusztralta.




