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Hintegralhato sokrészecske és térelméleti modellek”

cimu kutatasrol

Harom nagyobb témakor vizsgalatat terveztiik, ezért az eredményeket is a hdrom téma szerint
rendezve foglaljuk dssze. Munkaink jelentds része kapcsolatos a Ruijsenaars és Schneider
(RS) altal 1986-ben felfedezett és azdta folyamatosan vizsgalt sokrészecske rendszerekkel.
Ezek a transzlacio-invarians rendszerek az 1970 korul bevezetett Calogero-Moser-Sutherland
modellek relativisztikus altalanositasainak tekinthetdek. A relativisztikus modellek és
hatareseteik érdekes Lie elméleti altalanositasokkal is rendelkeznek, amelyek kozl
legfontosabbak a BC(n) tipust gyokrendszerhez asszocialt, félegyenesen mozgo részecskeket
leird modellek. Az alabbi I. pontban a transzlacios szimmetriaval rendelkezé sokrészecske
rendszereket érintd eredményeinket gytjtjikk 6ssze, a Il. pontban pedig a BC(n)
gyokrendszerhez kapcsolddd modellek vizsgalatait 6sszegezzik. A I11. pontban ismertetett
eredmények toébbsége a térelméleti AdS/CFT megfeleltetésrol szol.  Szogletes zardjelben a
jelentés végén listazott, a palyazat timogatasaval szlletett 28 publikacidnkra hivatkozunk;
Osszes publikéacionk szabadon elérhet6 az arXiv-ban is.

|. Ruijsenaars-Schneider tipust modellek és altalanositasaik [F2-F3, F5-F12,B1-B2]:

Minden integralhatd sokrészecske rendszer klasszikus fazistere hordozza a Poisson
zar6jelben kommutalé mennyiségek két csaladjat: az egyiket a részecske koordinatéak, a
masikat a hatas valtozdk generaljak. Két rendszert egymas dualisanak neveziink, ha
fazistereik kozott Iétezik egy olyan kanonikus transzformacio, amely az egyik rendszer
részecske koordinatait a masik rendszer hatas valtozdiba alakitja, és forditva. Ruijsenaars
munkaibol a 90-es ével kozepe Ota ismert, hogy az integralhat6 sokrészecske modellek sok
esetben dudlis parokba (6ndualitast is beleértve) rendezhetdk. Ez igen hasznos a modellek
részletes analiziséhez. Kutatasunk egyik f6 célja a modellek és dualitasaik geometriai,
hamiltoni redukcios értelmezése volt. A téméaban a kovetkezé eredményeket értiik el.

Fehér Laszl6 és munkatarsa megtalaltdk a komplex trigonometrikus RS modell két kiilonb6z6
valds forméja kozotti dualitas geometriai értelmezését [F5]. A dualitasi relaciot a klasszikus
hamiltoni redukcios modszer Poisson-Lie altalanositasat hasznélva vezették le. Modszerik
Iényege az, hogy a dualitasban allé rendszereket egy olyan magas dimenziés fazisteret
redukalva kapjak, amely ,,szabad” Hamilton fiiggvények két kommutativ Poisson algebrajat
hordozza. Redukcio utan a szabad Hamilton fliggvények adjak a dualis rendszerek hatas
valtozoit és részecske koordinatait. Szerepiik felcserélése mogott a redukalt fazistér ket
ekvivalens leirasa 4ll, melyek megfelelnek a dualis rendszereknek. Igy magatol értet6dové
valt, hogy a dualitast egy kanonikus transzformacio reprezentalja. A konkrét esetben a
redukalatlan fazistér az U(n) Poisson-Lie csoport Heisenberg dupléja volt.

Az emlitett eredmény fontos Iépest jelent a tobbi ismert dualitasi relacio rejtett szimmetrian
alapulo, redukcids értelmezése felé. Nevezetesen, az [F3] cikkben hasonl6é geometria keretbe
sikerdlt helyezni a komplex racionalis RS modell egy nem-standard valds formaja és a
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kiilonb6z6 fizikai interpretaciokhoz tartoz6 Sutherland modellek (egyenesen mozgd



megkiilonboztethetd, illetve koron mozgd megkiilonboztethetd vagy megkiilonbozhetetlen
részecskek) osszekapcsolasa az U(n) csoport feddcsoportjaival. A kiilonb6z6 Sutherland
modellek és dudlisaik az U(n) és fed6csoportjai koérintd nyalabjainak redukcidjaval adodtak.

Az [F7] publikacidkban kidolgoztuk a kompaktifikalt trigonometrikus RS modell kvazi-
hamiltoni redukcion alapul6 Uj targyalasat, amely ezt az integralhato sokrészecske rendszert
0ssszekoti a kilyukasztott toruszon értelmezett lapos SU(n) Yang-Mills mez6k modulus
terével. Nevezetesen, a rendszer kompaktifikalt fazisterét azonositottuk a lapos SU(n)
konnexiok mérték ekvivalencia osztalyaival, a kommutald részecske koordinatakat és hatas
valtozokat pedig a torusz nem-trivialis ciklusai mentén vett monodrémiak (“Wilson hurkok™)
sajatértekeit kodolo alkalmas invariansokkal. Ezzel bizonyitottuk Gorsky és Nekrasov egy
1995-ben megfogalmazott sejtését, valamint visszavezettik a Ruijsenaars-féle dndualitasi
kanonikus transzforméaciot a térusz SL(2,Z) leképezésosztaly csoportja standard S
elemének geometriai eredet, természetes hatasara [F7,F10]. A nyert interpretaciot
felhasznalva a kvantummechanikai modell kommutalé Hamilton operatorainak spektruma is
a korabban ismertnél joval egyszeriibben adodott [F8].

Az [FT7]-ben tekintett kvazi-hamiltoni redukci¢ altalanositasa révén az [F11] cikkben a
kompaktifikélt RS modell Uj valtozatait vezettlik le. Redukcios levezetésiuknél fogva
mindezen modellek a kilyukasztott toruszon kiilonb6z6 hatarfeltételekkel definialt SU(n)
Chern-Simons térelméletekkel azonosithatéak. Uj modelljeink részletes analizise és az
eredmények térelméleti interpretacidja tovabbi kutatas témaja lehet.

Az RS modellek hatterében meghtzddd hamiltoni redukcids képpel analdg interpretacio
érvényességét igazoltuk a nyilt Toda lanc (,,Toda molekula”) és dudlisa esetében is [F12].
Ilyen kép létezése valoszinii volt, mivel a Toda modellek RS modellek hataresetei.

A tisztan szorasi megoldasokkal bird sokrészecske modellek egy tovabbi érdekes
tulajdonségat jelenti a modellek szuperintegralhat6saga, ami 2n dimenzids fazistér esetén
(2n-1) explicit id6fiiggés nélkiili, globalisan sima mozgasallando 1étezését koveteli meg. Az
[F2] cikken a mozgaséllandokat expliciten megkonstrualva igazoltuk a standard racionalis RS
modell szuperintegralhatosagat. Az [F9] cikkben megmutattuk, hogy a szorasi jellegii
modellparok kdzotti dualitds hogyan vonja maga utan altalaban is a szuperintegralhatdsagot.
Ebbdl kovetkezik pl. a hiperbolikus Sutherland modell szuperintegralhatésaga mind a
standard A(n) mind a [P4]-ben tekintett BC(n) esetben.

Az [F6] cikkben elemi mddszerrel meghataroztuk az elliptikus Cauchy matrix Gauss
felbontasat és ebbdl levezettiik a Cauchy matrix determinansara vonatkozo klasszikus
Frobenius azonossagot. Ez a cikk Prof. S. Ruijsenaars 2011-ben a palyazat tamogatasaval
megvaldsult 1 hetes budapesti latogatasanak koszonhetd. Mivel a tekintett Cauchy matrix az
elliptikus RS modellek Lax matrixanak alapvet6 épitékove, az eredmény hasznos lehet pl. az
[F11]-ben konstrualt modellek elliptikus analogjainak jovoben tervezett konstrukcidjahoz.

Erdekes alkalmazésat talaltuk a kétdimenzids integralhaté modellekben, elsésorban a
hiperbolikus RS modellben, ami tudvalevéleg a Sine-Gordon térelmélettel ekvivalens, ill. az
Ising modellben tortént korabbi vizsgalatainknak. Ezen modellek kvantum valtozataiban
vizsgaltuk a részecskék Nambu-Bethe-Salpeter (NBS) hullamfliggvényeit és a bel6liik
szarmaztathat6 potencialokat, ill. ezeknek a rovid tavolsagu viselkedését. Kidertilt, hogy
hasonlé modon tanulméanyozhat6 [B1,B2] a 3 + 1 dimenzids QCD-ben is a hadron
részecskék NBS hullamfuggvénye és potencialja. A rovid tavu viselkedést vizsgalva azt
talaltuk, hogy ebben a tartomanyban a hadronok kdzotti kdlcsénhatas taszitd: erre a
fenomenol6giabol jol ismert tulajdonsagara a hadronok kozotti magerének korabban nem
1étezett elsé elvekbdl (QCD) kiinduld levezetés.



1. BC(n) tipusu Sutherland modellek és altalanositasaik [FP1,P2-P6.F4 F13]:

Az [FP1] cikkben a BC(n) tipusu trigonometrikus Sutherland modell Hamilton operéatorat
alkalmas U(N) Lie csoport Laplace operatoranak specializacidjaként allitottuk eld, a
kvantum hamiltoni redukcié modszerének alkalmazéasaval. Eldallitdsunk a Hamilton
operatorban szereplé harom csatolasi allandoé tetszéleges egész értékeire érvényes, és ezen
esetekben elvileg lehetdvé teszi a spektrum ¢€s a sajatfiiggvények tisztan csoportelméleti
meghatarozasat; a sajatfuggvények altalanositott gombfliggveényekként adodnak.

Az RS modellek BC(n) tipustu gyokrendszerekre torténé altalanositisat van Diejen vezette be
még 1994-ben. gy meglepd lehet az a tény, hogy a van Diejen altal alkotott modellek
geometriai konstrukciokon alapul6 analizise a mai napig nagyrészt nyitott probléma. A
probléma forrasa abban keresendd, hogy az integralhat6 rendszerekre jellemzd Lax parok a
generikus Ruijsenaars-Schneider-van Diejen (RSvD) modellek esetén tovabbra sem ismertek.
Projektiinkben ezen a két évtizede fennalld nyitott kérdésen sikeriilt szamottevd haladést
elérniink azaltal, hogy eldszor Lax matrixot konstrualtunk a két figgetlen csatolési allandot
tartalmazé raciondlis C(n) RSvD modellhez ([P2], [P3]), majd megfontolasainkat sikeresen
altalanositottuk a harom fuggetlen csatolasi &lland6t tartalmazo racionélis BC(n) RSvD
modellre is [P4]. A Lax matrix birtokdban hatas-sz6g valtozdkat konstrualtunk a racionalis
BC(n) RSvD és a hiperbolikus BC(n) Sutherland modellekhez egyarant. S6t, a szimplektikus
redukcion alapulé modszeriink azonnali kévetkezményeként bebizonyitottuk, hogy ezen
modellek kozott hatas-szdg dualitasi kapcsolat all fonn. Eredményeink a nem A tipusu
gyokrendszerekhez tarsitott RSvD modellek geometriai tanulmanyozasanal az elsé nem-
trivialis 1épéseknek tekinthetek. Jogosnak tiinik az a feltételezés, hogy munkénk alapul
szolgalhat a nem A tipust gyokrendszerekhez tarsitott RSvD modellek hiperbolikus,
trigonometrikus €s elliptikus varidnsainak geometriai vizsgalatahoz is, elsésorban az ezen
esetekben még mindig hidnyzé Lax matrixok konstrualasanal.

A tapasztalat azt mutatja, hogy az egzakt megoldhat6sag egyik lehetséges magyarazata a
hattérben meghtiz6d6 szimmetridkban €s a kapcsolatos algebrai struktirakban keresendo.
Ennek prominens példaja a Yang-Baxter egyenletek és az r-matrixok kiilonb6z6 variansain
alapul6 algebrai strukturak fundamentéalis szerepe az integralhatd rendszerek elméletében.
Redukcidn alapulé geometriai modszerink érdekes Uj eredményekre vezetett ezen a kutatasi
teruleten is. Termeészetes modon altalanositva Avan, Babelon és Talon 1994-es eredményeit,
dinamikai r-matrixot konstrualtunk a harom fuiggetlen csatolasi allandét tartalmazé
hiperbolikus BC(n) Sutherland modellhez [P5]. Ezen munkank folytatasa a jovoben
elvezethet az elliptikus BC(n) modellek dinamikai r-matrixanak konstrualasahoz is.

Szimplektikus redukcién alapulé megkozelitésiinket felhasznaltuk a BC(n) Sutherland és az
RSvD rendszerek szoraselméletének tanulmanyozasara is. A redukci¢ altal szolgaltatott
természetes megoldasi algoritmus analizisével pontos aszimptotikakat nyertlink a racionalis
BC(n) RSvD és a hiperbolikus BC(n) Sutherland modellek idéfejlodésére vonatkozolag [P6].
Figyelemre mélto, hogy a Moller szorési transzformaciok szimplektikus volta a modellekre
bebizonyitott dualis kapcsolat [P4] trivialis kovetkezményeként adddott. Ugyancsak belattuk,
hogy a szérasi leképezés faktorizalt alakot 6lt, azaz a sokrészecske szoréasi folyamat



egyértelmiien rekonstrualhat6 a 2-részecske szoradsokbol és az 1-részecske szérasokbdl a
kiils6 potencialon. Ismeretes, hogy ez a szdrasi kép pontosan a szoliton rendszerek sajatja. A
BC(n) gyokrendszerhez tarsitott RSvD sokrészecske rendszerek és az integralhatd
hatarfeltételekkel biro, félegyenesen értelmezett integralhat6 térelméleti modellek kdzott
megsejtett igeretes kapcsolat matematikailag szigoru analizise tovabbi kutatisokat igényel.

Az [F4] cikkben levezettiik a hiperbolikus BC(n) Sutherland modell téltott részecskék
kolcsonhatasanak megfelel6 altalanositasat. A modellt az SU(n,n) Lie csoporton geodetikus
mozgast leird szabad rendszer hamiltoni szimmetria redukcidjaval kaptuk. A levezetés
technikai érdekessége egy nem-kompakt szimmetria csoport hasznalata. Mddszerink hérom
fliggetlen csatolasi allando esetén bizonyitja a modell integralhatdsagat, és a megoldasok
megkereseset alkalmas métrixok diagonalizalasara vezeti vissza. A tekintett redukcio tovabbi
altalanositasaval Sutherland modellek spin szabadsagi fokokat is tartalmazé Gj kiterjesztéseit
nyertuk [F13].

I11. AdS/CET meqgfeleltetés és az integralhatdsag algebrai aspektusai [BH1-BH6]:

Az AdS/CFT megfeleltetéssel kapcsolatos munkainkban, korabbi, kétdimenzids integralhatd
modellekben szerzett tapasztalatainkat az itt fellépé hurelméleti szigma modellek véges méret
effektusainak vizsgalatara terveztiik alkalmazni. Ezt maradéktalanul megvalositottuk,
eredményeinket a [BH1-BH5] folyoiratcikkekben kdzoltik. Eredeti varakozasunknak
megfelelden ez a teriilet rohamosan fejlodott az elmult években és késébb modszeriinket
(nemzetkozi kooperacidban) egy olyan teriileten (a kvark-antikvark potencial) is alkalmazni
tudtuk [BH6], amely teriileten az els6 AdS/CFT modszert hasznalé publikaciok csak 2012-
ben szilettek meg.

A véges méret effektusokkal kapcsolatos eredményeinket harom, logikailag egymasra épiild
Iépésben értiik el. Els6 1épésként a véges méretli rendszer allapotait végtelen sok
komponensbdl all6 TBA integralegyenlet-rendszerrel irtuk le. Itt el6szor az Arutyunov-
Frolov csoport modszerét, a deformalt kontdrok modszerét hasznaltuk gerjesztett allapotok
leirdsara. Ezutan megmutattuk, hogy ugyanezeket az egyenleteket Ggy is meg lehet kapni, ha
az univerzalis Y-rendszer funkcionalegyenleteket megfelelé vagasi relaciokkal egészitjik ki.
Végiil az igy kapott rendszert véges sok komponensbdl allo NLIE-tipusu integrélegyenletekre
egyszerusitettik.

A [BH1-BH2] publikaciokban megmutattuk, hogy a hirmodell (speciélis) sl2-tipusu
allapotaira felirt TBA egyenletek gyenge csatolas mellett sorbafejtheték és 5-hurok rendig
elmenve a szdmolasokban, a kordbban mas mddszerrel (Llscher-sorfejtés) kapott
eredmények reprodukalhatoak. Ennek akkor nagy jelentdsége volt: eredményeink a TBA
integralegyenletek, ill. maganak az AdS/CFT sejtésnek a helyességét erdsitették meg. A
legegyszeriibb allapot (Konishi) esetében ugyan numerikusan mar korabban is igazoltak az
egyenletek helyességét, de a mi eredményink analitikusan mutatta meg ugyanezt a teljes sl2
szektorban. A [BH1] publikacié a SPIRES adatbazis szerint TOPCITE kategoéridba kerdilt:
tobb, mint 50 fliggetlen hivatkozast kaptunk réa.

A fenti cikkekben sl2 allapotokra meg a kontur-deformacié modszerét alkalmaztuk az
egyenletek felallitaséara, de altalanos allapotok esetére ez az ad hoc mddszer nem
alkalmazhatd. Helyette kidolgoztunk [BH3] egy minden allapotra érvényes szisztematikus
maodszerta TBA egyenletek felirasara: kiindulépontként a Y-rendszer egyenletei és a



fuggvények vagasai mentén érvényes diszkontinuitasi relaciok szolgélnak. Ezek
univerzalisak, a rendszer kiilonboz6 allapotait a pontszerii szingularitasok szama és azok
elhelyezkedése alapjan kilénboztethetjik meg.

Kés6bb sikerilt [BH4-BH5] a mind analitikusan, mind numerikusan nehezen kezelhetd
végtelen komponensii TBA integralegyenletrendszert egy ekvivalens, de méar csak véges sok
ismeretlen fliggvényt tartalmazo egyenletrendszerrel helyettesiteni. Ezeket az egyenleteket
hibrid-NLIE egyenleteknek neveztlk el. Az els6 cikkben [BH4] a TBA egyenleteket olyan
kvazi-lokalis alakra hoztuk, amelyben minden egyes TBA egyenlet a TBA diagrammon csak
elsé-, illetve masodszomszéd valtozokat kapcsol 6ssze. A TBA egyenletek ezen kvazi-
lokalis alakjat hasznalva kidolgoztuk [BH5] a véges hibrid-NLIE leirast, dontéen a mar a
relativisztikus esetekre korabban kidolgozott technikak segitségével: a végtelen TBA
diagramm vizszintes, ill. fligg6leges részeit véges sok komponensbdl allo SU(2), ill. SU(4)
tipust NLIE integralegyenletekkel helyettesitve. Az j, véges sok valtozoju hibrid-NLIE
egyenletek helyességét az U.n. csavart alapallapot vizsgalataval demonstraltuk: megmutattuk,
hogy az els6 és masodik Liischer-kozelitésben is a helyes eredményeket szolgaltatja.

Az AdS/CFT megfeleltetés vizsgalatdban a spektrumon feliil fontos az elmélet anyagmezdit
alkotd kvantumok kdlcsdnhatésat leird potenciél kiszamitésa is. [BH6] kozleményiinkben a
szuper-Yang-Mills elméletbeli kvarkok és antikvarkok kélcsonhatasat vizsgaltuk. A kvark-
antikvark potencial egy ,.hegyes” két szoggel jellemezhet6 (0,¢) Wilson-hurok vakuum
varhato értékén keresztil hatarozhaté meg, ugyanis ez a mennyiség a megfeleltetés
hdrelméleti oldalan egy véges térfogatd 1-dimenzids peremes integralhatd modell
alapéllapoti energiajanak kiszamitasaval adhaté meg. A peremes véges méret effektusok a
peremes TBA technikaval szamolhatok, ugy hogy a két szog (0,¢0) a TBA egyenletekben
megjelend kémiai potencialok értékét hatarozzak meg. A hegyes Wilson-hurok vakuum
varhato értékének megfelelé kémiai potencialok tisztdn imaginariusak. Ekkor az egyenletek
szingulrissa valnak, ami abban nyilvanul meg, hogy az egyenleteket nem lehet a °t Hooft
csatolas kis értékeire perturbativan kifejteni. Ezért [BH6]-ban egy Uj megkdzelitést
alkalmaztunk. Valos kémiai potencialok mellett irtuk fel az egyenleteket, ahol a
szisztematikus perturbativ kifejtés elvégezhet6 volt, majd az igy kapott perturbativ kifejezés
analitikus elfolytatasaval tértlink vissza az imaginarius kémiai potencialok esetéhez. Ezzel a
madszerrel két-hurok rendig szamoltuk ki a kvark-antikvark potencial (hegyes Wilson hurok
varhato) értékét es tokéletes egyezést kaptunk a direkt két-hurok kvantumtérelméleti
szamitasok eredmeényeivel. Ezzel a kvark-antikvark potencial integralhatosagon keresztil
torténd egzakt leirdsanak helyességét tamasztottuk ala.

1V. Fiatal kutatok képzésében realizalt eredmények:

Munkaterviinkben emlitettilk egyetemi specialis el6adasok tartasat és azon alapulva diakok
bevonasat a kutatasba, valamint egy PhD értekezés varhato elkészultét. Terviink ezen pontjai
is megvaldsultak. Ayadi Viktor 2013 decemberében PhD fokozatot nyert az SZTE Fizika
Doktori Iskolajaban késziilt ,,Integralhatd sokrészecske rendszerek vizsgélata hamiltoni
szimmetria-redukcioés modszerrel” cimii értekezése alapjan (amely Fehér LaszI6 iranyitasaval
az [F2,F3,F4,F9] publikaciok alapjan készilt). Az [F9] publikécidban tarsszerzé Gorbe
Tamas Ferenc személyében egy ijabb hallgat6t is bevontunk, aki 2013 szeptemberétdl rokon
téméban PhD hallgatd Szegeden FL témavezetésével.
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