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1. Bevezetés

A kutatas célja 1j matematikai modellek és mddszerek kidolgozasa volt in-
tergralt gyartastervezési, és iitemezési problémak megoldésara. Ez egy ipari
erdetti problémakdr, amelyben a kiilénb6z6 idéhorizonton dolgozé, és kolon-
b6z6 érdekeltésgl dontéshozék munkajat kell 6sszehangolni annak érdekében,
hogy a rendelkezésre all6 eréforrasakat optimalisan hasznalhassék ki.

A kutatas soran kiilonféle, a témaba esG probléemat modelleztiink, és
tobbféle algoritmikus médszert dolgoztunk ki. Szamos eredményiink a prob-
léma kétszintd optimalizaldson alapuld megkozelitésén alapul. Azért fektet-
tiink kiilonds hangsilyt a kétszintd optimalizalasra, mert ez még egy jaratlan,
alig feltart teriilet, legalabbis az iitemezéselméletet illetGen.

A kutatés sorén sziiletett algoritmusok egy-egy probléma optimalis megol-
désat, vagy az optimum approximalasat teszik lehetévé. Az algoritmusok
egy része polinomialis idejd, de nagyobb sziamban fordulnak el exponen-
cidlis idejd algoritmusok NP-nehéz probléméak megoldasira. Tobb algorit-
musunk dgynevezett vagosikos, korlatozas és szétvalasztason alapuld mod-
szer, amely egy lineaéris programon alapulé modellhez ad 1j, érvényes egyen-
l6tlenségeket a linearis relaxécié erdstése érdekében. Tovabba az egyik prob-
léméara adott megoldasunk korldtozas programozéson alapul, ahol logikai
kovetkeztetésekkel probalunk egy optimélis megoldast talalni. Az ilyen jel-
legti modszerek kidolgozasdban fontos szerep jut az implementaslésnak, és
a tesztelésnek, valamint a kisérletezésnek. A tesztelés és kisérletezés célja
nem egyszertien a legjobb, legszebb eredményeket ad6 paraméterek meg-
talalasa, hanem a megfelels, a megoldas soran igazan hatékony vigosikok,
vagy propagacios eljarasok kivalasztasa, vagy akir megtalalasa.

2. Kétszintd optimalizalassal kapcsolatos eredmények

A kétszintd optimalizalas eredete a jatékelméletbol jol ismert Stackelberg
jatékok, ahol a piacvezet§ meg akarja hatarozni az &altala gyartott men-
nyiséget, ismerve a kovet6k arszabasi stratégidit. Olyan mennyiséget akar



gyartani, ami altal a kialakuld piaci ar szaméra a legnagyobb profitot hozza
[9].

A kétszint( iitemezési problémak koziil talan a legegyszertibb a P|| >~ w;C}
egyszinti iitemezési probléma altalanositasa [3]. A kétszintd modellben a
vezets gépekhez rendeli a feladatokat, mig a kdvets sorrendezi a gépeken a
feladatokat a sajat célfiiggvénye szerint. A vezetd célfiiggvényének értékét
a kovetd altal kialakitott sorrend hatérozza meg. Tehéat a vezet6nek nagy
gonddal kell a munkakat gépekhez rendelni. Ennek a problémanak szamos
specidlis esetét vizsgaltuk, amelyek kiilonboz6é josdgi és idébonyolultsagi
algoritmusokhoz vezettek. Ugyanebben a cikkben vizsgaltuk az egygépes
rendeléselfogadasi problémat is, ahol a vezets az 1|| Y- w;U; problémat oldja
meg (azaz az elutasitott munkak Osszsilyat minimalizalja), mig a kovets az
elfogadott munkékat sorrendezi. A vezetének olyan munkahalmazt kell elfo-
gadnia, amelynek 6sszstlya maximalis, és a kévetd optimalis sorrendje esetén
minden elfogadott munka idében elkésziil. Mivel a kévets {itemezési prob-
lémaja polinomialis id6ben megoldhatd, illetve az optimaélis sorrend jol jelle-
mezhetd, ezért a kétszintd problémat dinamikus programozassal meg lehet
oldani, vagy akar hatékonyabban is, ha a vezet§ szdméra minden munka
egyforma stlyd. Amennyiben a munkaknak a legkorabbi kezdési ideje eltérs,
nem azonosan 0, akkor a kévetd sorrendezési problémaja NP-nehéz, igy nincs
tomor reprezentacida az optimalis megoldasoknak. Kidolgoztunk és imple-
mentaltunk egy korlatozas programozason alapul6 egzakt megoldé modszert.
A megoldas ajszertiségén kiviil a méar megjelent cikkben azt is megmutattuk,
hogy mas, logikai progamozéson alapulé megoldési médszerek alkalmatlanok
a vizsgalt itemezési probléma megoldasara [6].

Négy kiilonféle modellt vetettiink ssze a sorozathossz tervezési prob-
léma megoldasara termelési hal6zatokban. Ebben a probléméban egy beszal-
lito (kovetd) szolgalja ki a gyartot (vezetd), és a gyarté a hozza érkezs
igények alapjan hatérozza meg a beszallitoé felé az igényeket. A négyféle
modell a gyartd és a beszallitd lehetséges egyiittmiikodési formait irja le, és a
megoldésra 3 esetben egzakt modszert adtunk. Az egyik érdekes megkozelités
kétszintl optimalizaslason alapul, ahol a gyartoé ismeri a beszallité koltségeit,
és az alapjan hatarozza meg felé az igényeket, el6re kiszamitva, hogy milyen
valaszt kaphat a beszallitotol. Ennek a modellnek a megoldésa egy diszkrét
kétszintd optimalizaldsi probléma megoldasat igényli, ahol a 2. szint célfiigg-
vényébe keriil a fels§ szint altal szamitott igény [7]. Ebben a cikkben egy
enumeraldson alapuld, csak kis méretii feladatpéldanyok kezelésére alkalmas
modszert adtunk a kétszintd sorozathossz tervezési problémara.

A kétszinti sorozathossz tervezési problémara dolgoztunk ki egy hatékony
megoldé modszert a [5] kéziratban. A megoldas alapétlete, hogy a kivets op-
timalizalasi kritériumait a probléma primal, és egy kiterjesztett dudl feliras
egyiittesével fejezziik ki. Ezen tal tovabb erd@sitettiik a linearis relaxaciot
az optiméalis megoldasokra érvényes egyenlétlenségekkel is. Az eredmény
egy hatékony megoldo, amelynek hatékonysaga még tovabbi érvényes egyen-



l6tlenségekkel novelhetd.

A sorozathossz tervezési problémakhoz kapcsolédik, hogy hogyan tudja a
gyarto (vezetd) kitalalni, milyen koltésgekkel dolgozik egy beszallitoja. Erre
a kérdésre adtunk egy kezdeti valaszt a [8] kéziratban. A megkozelitésiink
lényege, hogy a beszallité korabbi valaszai alapjan becsiiljik a koltségpara-
métereket egy "inverz" sorozathossz tervezési probléma megoldasaval.

Végezetiil megemlitjiik a [2] kéziratot, amelyben &ltalanositott lineéris
komplentaritasi feltételekbdl generaltunk diszjunktiv vagasokat, illetve azok
ergsitésére altalanositottuk a "lift-and-project” eljarast, amit eredetileg a
Gomory vagasok erdsitésére dolgoztak ki a 0-1 vegyes-egészértékd programozés-
ban. Célunk az volt, hogy a lineadris kétszinti optimalizalasi problémékban
az optimalitasi feltétlekbsl, melyek komplementaritési feltételekként jelen-
nek meg, 1j, erds vagosikokat generaljunk. Az eddigi szamitasi eredmények
nem igazoltdk ezt a varakozast, a leghatékonyabbnak a kompelentaritasi
feltételeken vald szétvilasztdas bizonyult. Egy maésik, kapcsolodo kutatési
eredményt a 4. Fejezetben mutatunk be.

3. Integralt tervezés és ilitemezés: kompakt prob-
léma feliras és vagosikok

A kétszintil tervezés és iitemezés problémat viszgiltuk, és egy vagosikos
egzakt megold6 algoritmust dolgoztunk ki. A modellben a fels§ szinten het-
ekhez kell rendelni a munkékat, mig a részeletes iitemezés egy parhuzamos
gépes iitemezési probléma megoldasat igényli minden hétre az adott hétre
es6 feladatokkal. A nehézséget az adja, hogy utoébbi probléma is NP teljes. A
feladatot kétféle médon modelleztiik. Egyrészt egyetlen nagy MIP-el, mas-
részt egy hierarchikus matematikai programmal. A hierarchikus megkézelités
alapotlete egy kompakt probléma feliras, amelyben a parhuzamos gépes iite-
mezési problémakat nem irjuk le explicit, hanem a Parhuzamos gépes és a
Hatizsak pakolédsi probléma kapcsolatat felhasznalva, alkalmas vagosikokkal
helyettesitjiik. A két modszert tobbféle méretd és nehézségi probléman
vetettiik Ossze, és behataroltuk azokat a probléma jellemzbket, amelyek a
hierarchikus megoldési modszert el6nytssé teszik [4].

4. Uj vagoésikok a vegyes-egészértékii programozasi
problémara

Vegyes egészértékd programok megoldasa alapvetGen fontos a fenti prob-
lémak megoldasaban. A simplex tabla elemzésével kiilonféle vagosikokat
lehet generdlni. Az egyik jol ismert vigas a Gomory vagds. A Gomory
vagas er6sithet6 a "lift-and-project” modszerrel. Azonban ez a moédszer
hatékonyan eddig csak egyszertd diszjunkciokra miikédott, azaz xp < 0 V



i > 1, ahol xy valtozo csak egész értékeket vehet fel. A fenti eljarast al-
talanositottuk tetszGleges "split" diszjunkciokra, azaz az egész vatozok tet-
sz6leges egész egyiitthatés kombinacidjaval nyert diszjunkcidkra. Tovabba
megmutattuk, hogyan lehet kombinalni a "Reduce-and-Split" vagas erdsits
modszerrel, melynek célja, hogy a vigasok egyiitthatéit csékkentse, ezzel
erGsitve azokat [1].

5. Tanulsagok

Az eddigi kutatasi eredmények tobb tanulsag lesziirését teszik lehetoveé:

1. A diszkrét kétszintd optimalizéslasi problémak megoldasa akkor lehet
hatékony, ha valamilyen médon jellemezni tudjuk a kéveté optimaélis
megoldasait. A kutatas soran tobb ilyen jellegi eredmény sziiletett |3,
5, 6], talan a legaltalanosabbat a [5] kéziratban irjuk le. Ugyanakkor a
linearis kétszintd optimalizalasi problémék megoldasdban bevett kom-
plementaritasi feltételek nem vezetnek hatékony megoldéshoz.

2. Azok a kétszintd optimalizalasi problémak, ahol a kévets (2. szint)
probléméaja NP-nehéz, 1ényegesen nehezebbek, mivel ekkor a feladat
minden megengedett megoldasa egyben egy NP-nehéz optimalizalasi
probléma optimdlis megoldasat tartalmazza. Az ilyen problémdak ne-
hezebbek, mint az NP-nehéz problémék, mivel altalaban nem tartoz-
nak az NP osztalyhoz.

3. A Kkiterjesztett probléma felirdsok mellett, aholis az eredeti probléma-
valtozékon tal 0j valtozokat, és korlatokat vezetnek be a probléma
lehetnek. A kompakt felirdsban elhagyjuk a probléma valtozok egy
részét (lényegében projektaljuk a problémét egy altérre), és alkalmas
vagosikokkal probaljuk ellenérizni, hogy az aktudlis megoldas benne
van-e a projektalt probléma megoldashalmazaban [4]. Bar a projekcio
a Fourier-Moztkin eliminéciéval egzaktul meghatarozhat6é, de ahhoz
ismerni kell a probléma megengedett megoldasainak lineédris reprezen-
taciojat, ami NP-nehéz problémék esetén nem &ll rendelkezésre.

Hivatkozasok

[1] Balas E., Cornuejols G., Kis T., Nannicini G., Combining Lift-and-
Project and Reduce-and-Split, INFORMS Journal on Computing,
feltételesen elfogadva, 2010.

[2] Kis T., On cut generation for facial disjunctive programs with two-term
disjunctions, kézirat, 2009.



[3] Kis T., Kovacs A., On bilevel machine scheduling problems, OR-
Spectrum, nyomdaban, 2010.

[4] Kis T., Kovacs A., On hierarchical planning and scheduling in a parallel
machine environment, Computers & Operations Research, 39 (2012)
320-327.

[5] Kis T., Kovacs A., On bilevel lot-sizing problems, kézirat, 2011.

[6] Kovacs A., Kis T., Constraint programming approach to a bilevel
scheduling problem, Journal of Constraints, 16 (2011) 317-340.

[7] Kovacs A., Egri P., Kis T., Vancza J., Inventory control in supply chains:
A comparative analysis of fundamental approaches, International Jour-
nal of Production Economics, feltételesen elfogadva, 2011.

[8] Egri P., Kis T., Kovacs A., Vancza J., An inverse economic lot-sizing
approach to eliciting supplier parameters, konferencidra bekiildve, 2011.

[9] von Stackelberg H., Marktform und Gleichgewicht, Verlag von Julius
Springer, 1934.



