Az OTKA K75566 szamu palyazatanak zardjelentése

A kutatocsoport tagjai elsdsorban szamelméleti, azon beliil diofantikus egyenletekkel
kapcsolatos vizsgalatokat folytattak. Tobb fontos egyenletosztaly megoldasara nyertek
effektiv, ineffektiv és numerikus eredményeket, korabbi modszereket nem-trividlis médon
tovabbfejlesztve és altalanositva. A kutatdcsoport tobb tagja végzett alkalmazott szZaimelméleti
(diszkrét tomografia és kriptografia)i kutatdsokat. Tobb eredmény sziiletett kiilonbdzo
klasszikus polinomok és polinomcsaladok gyokstrukturdjaval és dsszetételével kapcsolatban.

A palyazat ideje alatt, a palydzat tdmogatasaval elért eredmények alapjan 3 PhD (Bazso,
Huszti, Kovacs) , 1 habilitdcio (Bérczes) és 2 MTA Doktora (Hajdu, Pintér) fokozat sziiletett.

Bazs6 Andras eredményei

Bazs6 altalanositotta és kiterjesztette Gydry és Pintér binom Thue-egyenletekre vonatkozo
eredményeit. Kiilonbdz6 szignatlrdju, Fermat-tipusu ternér egyenletek ismeretlen kitevdjére
adott ¢éles fels6 korlatokat abban az altalinos esetben, amikor az egyenlet egyiitthatoi
ismeretlen S-egységek, jelentésen altalanositva ezzel Bennett, Gy6ry, Mignotte és Pintér,
valamint Gydry és Pintér ilyen ranyu eredményeit. Eredményei alkalmazisaként hasonlo
eredményt bizonyitott S-egyég egyiitthatoju, ismeretlen fokszamu binom Thue-egyenletekre,
amivel az ismert kordbbi eredményeket kiterjesztette.

2010-ben Bazsdé Andras benyujtotta és megvédte doktori értekezését, igy PhD fokozatot
szerzett.

Faulhaber klasszikus tételéb6dl kovetkezik, hogy egy b, atb, 2atb, ..., a(n-1)+b szamtani
sorozat paratlan hatvanyosszegei felirhatok (n-1)b + n(n-1)a/2 polinomjaként. Tarsszerzékkel
megmutatta, hogy az S¥.p(n) = b* + (a+b)® + (2a+b)* + ... + (a(n-1)+b)* (ahol n>1 pozitiv
egész) hatvanyosszeg Bernoulli polinomokon keresztiil kiterjeszthetd tetszleges valds x
értékre. Tovabba meghatarozta az S¥, p(X) = bX + (a+b)® + (2a+b)* + ... + (a(x-1)+b)* polinom
Osszes lehetséges felbontasat.

Legyenek a,b,c,d,k,l olyan adott egész szamok, melyre a és b ill. ¢ és d relativ primek, és k #
|. Tarsszerzokkel megmutatta, hogy a b* + (a+b) + (2a+b)* + ... + (a(x-1)+b)* = d' + (c+d)' +
(2c+d)' + ... + (c(y-1)+d)' diofantikus egyenletnek bizonyos feltételek mellett csak véges sok
X, y egész megoldasa lehet. Ineffektiv végességi tételt bizonyitott a 2 < k < | esetre. A k=1,
F1,3,5; illetve a k=3, F1,3,5 esetekben megmutatta, hogy effektiv fels6 korlat adhatdé a
megoldasok abszolut értékére.

Vizsgalta a T.p(n) = b* - (a+b)* + (2a+b) - ... + (-1)"? (a(n-1)+b)* (n>1 pozitiv egész)
alternalo hatvanydsszeg polinom-kiterjesztéseit felbonthatosag szempontjabol Az Ex(X) Euler
polinomok felhasznalasaval a Tka,b(n) hatvanydsszeg az n paritasatol fliggden kiterjeszthetd a
TR 6(¥) = a (Ex(b/a) + Ex(x+b/a)) /2 ill. TK 3p(X) = a* (Ex(b/a) - Ex(x+b/a)) /2 polinomokka.
A cikkben meghatarozta ekvivalencia erejéig a fenti polinomok 6sszes lehetséges felbontasat.
Ezzel Faulhaber tételének egy analogjat adta alternalod hatvanyosszegekre.



Bérczes Attila eredményei

Bérczes Attila tarsszerzokkel effektiv végességi vizsgalatokat végzett téruszok bizonyos
részvarietdsainak pontjaival kapcsolatban. A tekintett részvarietasok olyanok, hogy lehetdvé teszik a
Baker-modszer alkalmazasat. Eloszor kétdimenzids esetben linearis polinom altal meghatarozott
részvarietasokat tekintett. gy lényegében az a; X, + &, X, =1 alaku kétismeretlenes egységegyenletekre
vonatkozo korabbi eredményeket élesitette és altalanositotta, ahol a;, a, adott algebrai szamok. E16bb a
fenti egyenlet olyan (x;, X,) megoldasainak magassagara nyert effektiv felsé korlatot, melyek egy
végesen generalt csoportbol valdk, majd tarsszerzokkel nyert eredményeit altalanositotta azon
megoldasok esetére, melyek a fenti csoport divizidesoportjabdl, a diviziocsoport koriili ,,hengerbdl”,
illetve a diviziocsoport koriili ,,csonkakupbol” valok. Az altaldnositasok esetén a teljesen effektiv
eredmény eléréséhez sziikség volt korlatozni a megoldasok fokszamat is, mivel ezek a megoldasok
nem feltétleniil elemeiegy elére megadott szamtestnek. A fokszamokra nyert korlatok igazolasahoz a
varietasokban talalhaté kis magassagii pontok szamara adott becslések sziikségesek. Tovabbi
vizsgalataiban tetszéleges dimenzids toruszok olyan X részvarietasait tekintette, melyek binomok és
trinomok segitségével definialhatok. Elobb az X részvarietds és egy végesen generalt csoport
metszetéhez tartozd pontokra nyert effektiv végességi eredményt, majd ezt altalanositotta arra esetre
is, amikor a fenti csoport helyett annak divizidcsoportja, a diviziocsoport koriili ,,henger”, illetve a
diviziocsoport koriili ,,csonkakup” szerepel. Szintén effektiv eredményeket bizonyitott a fenti
halmazokra abban az esetben amikor X egy sikbeli gorbe.

Foglalkozott index formak kriptografiai alkalmazasanak lehetdségével. Ez a munka egy korabbi, Pethd
Attilaval és Kodmon Jozseffel kozos, norma formakkal kapcsolatos kriptografiai vizsgalat egyenes
folytatasa. Most javaslatot tett egy index formara alapozott hash fiiggvény hasznalatara, melyr6l
belatjak, hogy iitkézésmentes. Az altaluk javasolt hash fiiggvény lavina hatasat szamitdgépes
kisérletekkel vizsgaltuk. A szerzok folytatjak a kutatocsoport korabbi hash fiiggvényekkel kapcsolatos
vizsgalatait. Kordbbi dolgozataikban olyan hash fiiggvényeket dolgoztak ki, melyek norma illetve
index formakra voltak alapozva. Mint kideriilt, az, hogy ezek a formak homogének, tbb technikai
problémat is okozott. Ezért jelen dolgozatukban, az ilyen tipusu problémakat megelézendo, olyan hash
fiiggvényre tesznek javaslatot, melyek alapjaul egy olyan tobbvaltozos polinom szerepel, mely két
kiilonb6z6 fokszami homogén polinom Osszege, melyek koziil a magasabb fokszamuban minden
valtozo szerepel a polinom fokszamaval megegyez6d fokszamon is. Jelen algoritmus a korabbi javasolt
algoritmusoknal sokkal gyorsabb, ugyanis ebben az esetben a biztonsagot nem veszélyezteti az, ha egy
véges primtest felett dolgozunk.

Bérczes Attila valaszt ad Ruzsa Imre egy problémajara is. EQy 2004-ben Debrecenben tartott
eldadasan Ruzsa Imre azt kérdezte, hogy mennyi lehet az elemszama egy véges, 1-nél nagyobb pozitiv
kvociensii mértani sorozatot tartalmazd halmaz dsszeghalmazanak. A kérdés nyilvanvaléan harom-,
illetve négytagi polinomok ko6zds gyokeinek vizsgalatdra vezethetd vissza. Bérczes Attila belatja,
hogy két X"-X™X*+1 alaka polinomnak, illetve egy X"-X™X+1 alakii és egy X"-2X™+1 alaka
polinomnak, néhany expliciten megadott esettdl eltekintve, nincs olyan kozds gyodke, mely nem
egységgyok. Megjegyzendo, hogy az dsszeghalmaz szempontjabol pont azok a legérdekesebb esetek,
amikor van ilyen k6zos gyok.

Bérczes Attila tarsszerzokkel belatja, hogy egy trividlis esettdl eltekintve nincs olyan
egészekbdl allo Ry masodrendli rekurziv sorozat, mely definidldo polinomjanak diszkriminansa
pozitiv, és amely valamilyen n>1, k>0 egész esetén teljesiti az

Ri+Ro+...+Rn-1 = Rp+ FRp+2t. ..+ Ry

egyenletet.



A diofantikus egyenletek elméletének egyik intenziven fejl6dé aga az explicit
modszerek alkalmazasa egyenletek teljes megoldasara. Pink Istvannal kozosen teljesen
megoldjak az
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egyenletet abban az esetben mikor a Q(\sqrt{-d}) test idealosztalyszama 2 vagy 3 és d 8-cal
valé osztasi maradéka nem 7.

Foglalkozott a Pell egyenletek megoldashalmazaban talalhato mértani sorozatokkal, szamos
effektiv és kvantitativ eredményt nyerve, tovabba teljesen lefrja a Lucas sorozatokban
talalhaté mértani sorozatokat.

Bebizonyitotta, hogy adott algebrai szamtestben legfeljebb véges sok olyan monogén rend
van, mely hdrom egymassal nem ekvivalens algebrai egésszel is generalhatd a raciondlis
egészek felett. Eredményiiket ennél Iényegesen altalanosabban, Z felett végesen generalt
tartomanyok feletti rendek esetén is bizonyitjak.

Gaal Istvan eredményei

Gaal Istvan foglalkozik globalis fiiggvénytestek feletti diofantikus egyenletekkel
Tarsszerzokkel eljarast ad globalis fliggvénytestek feletti tobbvaltozos egységegyenletek
megoldasara. Ezt a modszert alkalmazza normaforma egyenletek megoldasainak
kiszamitasara. Globalis fliggvénytestek felett algoritmust ad rezultans tipusu egyenletek
megoldasara, ahol az egyik polinom adott, a masik ismeretlen, tovabba algoritmust ad adott
normaju elemek megkeresésére. Az eredmény az egységegyenletek megolddsan alapul
Globalis fliggvénytestek felett eljarast ad homogén binér formak kozos értékeinek
megkeresésére, valamint megoldja az

x1+x2:yk

tipusu egyenletet, ahol x 1 és x 2 ismeretlen S-egységek, y S-egész és a k kitevd is
ismeretlen.

Gaal Istvan vizsgalta tovabba harmadfoku gyokbdvitésekben a hatvany egész bazis 1étezését
¢s a minimalis indexek viselkedését és negyedfoku szamtestek két paramétertdl fiiggd
végtelen csaladjaiban hatdrozza meg a hatvany egész bazisokat.

Gyory Kalman eredményei

Gydry Kalman a Debreceni Egyetem Diszérme kitiintetésben (2010) részesiilt. 2008 és 2011
kozott az European Research Council meghivasara részt vett az EU-s tudoméanyos palyazatok
elbiralasaban.

Altalinos effektiv_végességi tételek (részben Bérczes Attilaval kozos eredmények). A
diofantikus approximaciok elméletének egy klasszikus, igen sokat vizsgalt teriiletén nyert




jelentés 1) eredményeket Bérczes Attilaval és J. H. Evertsével kozosen. Effektiv
eredményeket nyert adott algebrai szamoknak egy végesen generalt multiplikativ csoport
elemeivel vald approximacidjarél. A nyert explicit alsd6 korlatok jelentdsen pontositjak
Bombieri, Cohen, Bugeaud és Gubler nevezetes eredményeit, és fontos alkalmaziasokhoz
vezettek diofantikus egyenletekre vonatkozoan. Bérczes Attilaval, J. H. Evertsével (és részben
C.Pontreauval) kozosen elsoként nyertek effektiv korlatokat algebrai gérbék €s bizonyos
egyéb sokasiagok olyan pontjaira, melyek "kozel" vannak egy algebrai szamokbol 4llo
végesen generalt multiplikativ  csoporthoz, illetve még 4ltalanosabban  annak
diviziocsoportjdhoz. A Thue egyenletek, szuperelliptikus egyenletek és egységegyenletek
centralis szerepet jatszanak a diofantikus szamelméletben. A szamtest esetben Thue, illetve
Siegel, majd altalanosabban Mahler, Parry, LeVeque és Lang bizonyitottdk a nevezett
egyenletek megoldadsszamanak a végességét. Ezek az eredmények azonban ineffektivek
voltak. Szamtest esetben ezekre késObb Baker, Gyory, Schinzel és Tijdeman adtak effektiv
bizonyitast. Ujabban Gyéry egységegyenletek esetén Evertsevel Thue és szuperelliptikus
egyenletekre Bérczessel és Evertsevel kozosen a lehetd legaltalinosabb formaban, Z felett
végesen generadlt tartomanyok felett nyert effektiv végességi tételeket. Kvantitativ formaban
nyert eredményei U fejezetet nyitottak a szamelméletben és szamos alkalmazashoz vezettek.

Teljes hatvinyok szimtani sorozatokban (Hajdu Lajossal és Pintér Akossal kozos
eredmények). Ezzel a klasszikus témakorrel a 17. szazad ota rendkiviil sokan foglalkoztak,
kozottik Fermat, Euler, Liouville, Sylvester, Erdds és Siegel. Egy masfél évszazados sejtést
bizonyitva Erdds és Sejfridge (1975) megmutatta, hogy k > 2 egymasra kovetkez0 egész
szorzata nem lehet teljes hatvany. Egy altalanos sejtés szerint — mely k = 3 esetén egészen
Fermat-ig nyulik vissza- az altalinosabb (2) x(x+d) ... (x+(k-1)d) = y" egyenlet relativ prim
X, d és (kx) # (3,2) mellett sem megoldhatd. Szamos részeredmény utan az elsé attorést
Gyory (1999) érte el, akia sejtést k = 3-ra bebizonyitotta. Ezt az eredményt Gydry és Hajdu
(tarsszerzokkel kozosen) kiterjesztette a kK < 12 esetre, jabban pedig Gyory, Hajdu és Pintér a
k < 35 esetre. A bizonyitasaik sordn (2)-at visszavezették (3) Ax" + By" = CZ', g €{2, n} alaku
egyenletekre, majd szdmos mély, klasszikus €s modern eredményt és modszert, kdzottik a
Frey gorbék, Galois reprezentaciok és modularis formak modszerét hasznaltdk fel a kapott (3)
tipusu egyenletek kezelésére.

Binom Thue egvenletek és szuperelliptikus egyenletek explicit megolddsa (Pintér Akossal
¢s részben Bérczes Attilaval kozos eredmények) A C = 1 esetben Gydry és Pintér
szisztematikusan elkezdte (1) Ax"-By"=C alaku egyenletek teljes megoldasat korlitos A és B
mellett, s max (JA, |B|) = 20-ra az 5sszes megoldast meghataroztak. Ujabban Bazsé Andrassal
¢s Bérczes Attilaval kozosen kiterjesztették (1)-re vonatkozd eredményeiket arra az estre,
amikor az A, B, C pozitiv egyiitthatok értéke legfeljebb 30, C=1 mellett legfeljebb 50, A =C
= 1 mellett pedig legfeljebb 400. Néhany kivételtdl eltekintve a tekintett egyenleteket teljesen
megoldottdk. A szerzOk a bizonyitdsok sordn a modern diofantikus szidmelmélet szinte
valamennyi fontos méodszerét kombinaltak, beleértve a Baker-modszert, a hipergeometrikus
modszert, a lokalis moédszert, a modern szamitogépes modszereket, valamint a Fermat-sejtés
bizonyitasara kidolgozott médszernek a szerzok altal tovabbfejlesztett valtozatat. C =1 és q
€{3,n} esetén n > 13 primekre a (3) alaku egyenletek egy széles osztdlyat megoldottak.
Eredményiik az A= B = C =1 esetbenn > 13-ra tartalmazza Wiles hires tételét a Fermat-féle
egyenletre vonatkozdan.

Adott fokszamu és adott diszkriminansu binér formak (Bérczes Attilaval kozos
eredmények). Az adott diszkriminansut  binér formdk  természetes  mddon
ekvivalenciaosztalyokba sorolhatok. Bérczessel és Evertsével kozosen adott felbontasi testtel
rendelkezd binér formak esetén explicit €s egyben uniform felsd korlatokat adtak az emlitett




ekvivalenciaosztalyok szidmira. Az emlitett eredményekhez szorosan kapcsolodva
megmutattak, hogy adott algebrai szamtestben legfeljebb véges sok olyan monogén rend van,
mely harom egymassal nem ekvivalens algebrai egésszel kiilon-kiilon is generdlhat6 a
raciondlis egészek gyiirlje felett. Eredményiiket ennél Iényegesen altalinosabban, Z felett
végesen generalt tartomanyok feletti rendek esetén is bizonyitjak.

Hajdu Lajos eredményei

multiplikativ  tulajdonsdgti halmazokban taldlhatdé szamtani sorozatokra vonatkozd
eredményeit Osszegezte.

Diofantikus problémdak. Tarsszerzokkel a kobok illetve 6todik hatvanyok esetében a fenti teriileten
lényeges eldrelépést ért el, megmutatva, hogy 3<k<39, illetve 3<k<54 esetén sem lehet egy
szamtani sorozat k darab egymast kdvetd elemének szorzata teljes harmadik, illetve 6t6dik hatvany.
E hatvanyokra korabban csak klasszikus eszkozok alltak rendelkezésre. Nekik sikeriilt eldszor
modern algebrai geometriai eszkdzoket (elliptikus gorbék, Chabauty-modszert) alkalmazniuk
ezekre az esetekre is. Tobb tételt bizonyitott kiillonbdzé hatvanyokbol all6 szamtani sorozatokrol.
Tengellyel kozosen €les korlatot nyert az n-edik hatvanyokbol valamint négyzetekbdl, illetve
kobokbdl alld szamtani sorozatok hosszara. Korabban sikeriilt csak természetes paraméterektdl
fliggd felsd korlatot adnia S-egységek Osszegeibdl allo halmazokban talalhaté szamtani sorozatok
hosszara. Az eredeti tételt Lucdval kvantitativ alakban is levezette. Részben a fenti eredmény
alkalmazasaval, Bérczes Attilaval és Pethd Attilaval tobb végességi eredményt igazoltak norma
forma egyenletek megolddshalmaziban taldlhatd szamtani sorozatok hosszira vonatkozoan.
Adammal és Lucaval megmutattik, hogy barmely k-hoz talalhaté olyan m, hogy barmely k darab
szam hatvanyainak adott linearis kombinacidi csak ,kevés” maradékosztalyt érintenek modulo m.
Ezt az eredményt késébb Tijdemannal pontositottak és kiterjesztették, valaszt adva Nathanson egy
kapcsolodd kérdésére. Dombekkel €s Pethdvel tobb eredményt bizonyitott algebrai szamtestek
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Zieglerrel véges sok, explicit médon megadott kivételtdl eltekintve meghatiroztak az dsszes olyan
totalisan komplex negyedfoku algebrai szamtestet, melyekben minden algebrai egész eldallithato
kiilonb6z6 egységek Osszegeként. Bérczessel, Dujellaval és Lucédval tobb Gjszerii tételt igazolt olyan
diofantikus halmazokra vonatkozoan, ahol az elemek eltolt szorzata kiilonb6z6 hatvany is lehet.
Péarhuzamosan tobb Mordell-Weil bazist hasznalva Kovaccsal kidolgoztak egy olyan eljarast, amely
az elliptikus egyenletek megoldasara szolgald, Gebel-Peths-Zimmer illetve Stroeker-Tzanakis
eredményein alapuld Ellog algoritmus javitisat szolgaltatja. Az S-egység egyenletek esetében
hasonlé rédnyba tett lépéseket: olyan S-alapegység rendszer létezését igazolta konstruktiv modon,
amely az LLL-modszer alkalmazasakor a legnagyobb hatékonysagot teszi lehetévé. Kovaccsal,
Pethdvel és Pohsttal altalanositottdk a dualis racs fogalmat a nemteljes racsok esetére. Haté¢kony
algoritmusokat adtak egy kapcsolddo racselméleti problémara is.

Polinomok. Gyéryvel és Tijdemannal k6zosen tobb 1j eredményt bizonyitott Schur- valamint
Polya-tipustt irreducibilitdsi kérdésekkel kapcsolatban. Eredményeik tobb klasszikus tétel
kiterjesztését, ¢lesitését jelentik. Az altaluk igazolt 0 Osszefliggések tobb fontos (példaul algebrai
szamelméleti) alkalmazasat is adtak.



Egész _szamok _legnagyobb kizos osztoival _kapcsolatos eredmények. Recaman egy 1978-ban
megfogalmazott problémaja a kdvetkezd: hatarozzuk meg azokat a p primszamokat, melyekre az
els6 p darab prim teljes maradékrendszert alkot modulo p. A kérdéssel, illetve a kapcsolodo
témakorrel rengetegen foglalkoztak. Saradhdval megmutattdk, hogy a Recaman problémajaban
szerepld tulajdonsag egyediil p=2 esetén teljesiil. Saradhaval és Tidemannal a probléma egy
altalanosabb, Pomerance-t61 szarmazo alakjat is eredményesen vizsgaltak, s6t a Riemann hipoté zist
feltételezve teljesen meg is oldottak azt. A fenti kérdések vizsgalata soran az egy adott n szam
illetve egy adott intervallumban szerepld egészek legnagyobb k6z0s osztdjaval kapcsolatos
Jacobsthal fiiggvény is fontos szerephezjut. Saradhaval megcafoltak Jacobsthal egy 1962-ben a j(n)
fliggvény viselkedésével kapcsolatban megfogalmazott sejtését. A bizonyitdsok soran tobb
kiilonb6zd primszamelméleti eredmény és szitamddszer felhaszndlasa mellett hatékony szitalo
algoritmusok kidolgozasara is szikkségiik volt. Saradhaval tobb eredményt is nyert Pillai egy adott
intervallumban talalhatd egészek legnagyobb koz0s osztdival kapcsolatos problémajara
vonatkozoan. Egyrészt sikeriilt a problémaban kulcsszerepet jatszo paramétert (a vizsgalt
intervallum hosszat) sok részestben meghatirozniuk, masrészt a probléma kiilonbozo
altalanositasait is kezelni tudtak. Szikszaival tobb eredményt is igazolt Pillai fentik egymast kovetd
egész szam legnagyobb koz0s osztoira vonatkozo kérdésének Lucas- és altalanosabb rekurziv
sorozatokra valo kiterjesztésével kapcsolatban. Tobbek kdzott megmutattdk, hogy barmely k>24
esetén talalhato k darab egymast kovetd Fibonacci szam melyek egyike sem relativ prim a tobbiek
mindegyikéhez. Hasonld eredményeket nyertek ugynevezett elliptikus oszthatésagi sorozatok
egymast kovetd tagjaira vonatkozdan is. Schinzellel és Skalbaval kozosen megmutattdk, hogy
(bizonyos specialis kivételektol eltekintve) barmely szam ,elég sok” osztdjat kivalasztva mindig
talalunk harom olyan osztot, melyek szorzata teljes négyzet. Eredményiiknek bizonyos halmazok
stirisé gére vonatkozo tobb fontos alkalmazisat is adtak.

Diszkrét tomogrdfia. A diszkrét tomografia alapproblémaja: hatdrozzuk meg egy bindris matrix
elemeit, pusztdin a matrix bizonyos vonalosszegeinek (példaul sor- és oszlopdsszegeinek)
ismeretében. Egy kordbbi eredményiikben Tijdemannal megmutattdk, hogy a kérdés targyalasa
soran a probléma legrovidebb valos megoldasa fontos szerepet jatszik. Tarsszerzokkel kdzosen
Ujszerli, altalanos eredményeket nyert a legrovidebb megoldas eldallitisdval kapcsolatban.
Eredményeiknek tobb fontos alkalmazisat is adtdk, példdul az azonos vonaldsszegli matrixok
tdvolsagara vonatkozdan.

Digitdlis képfeldolgozas. Hajdu Andrassal és Tijdemannal tobb specialis, de fontos esetben sikertilt
meghatdrozniuk a négyzetracson az Euklideszi metrikdt legjobban approximdlé szomszédsagi
sorozatot. Kovacs Laszloval, Toman Henriettaval, Jonis Agnessel és Hajdu Andrassal kiilonboz6
algebrai ¢és egyéb eszkozok felhasznalasdval igazoltdk egy Ujszerli kombinadlt rendszer
hatékonysagat bizonyos tipust, orvosi jellegii képfeldolgozasi problémak kezelésére.

Huszti Andrea eredményei

Az elektronikus valasztdsi sémak az alkalmazott kriptografiai technikédk alapjan harom {6
kategoriaba sorolhatok: mix-net modell, vak alafrason alapuld modell és a homomorf
titkositdson alapuld sémak. Az irodalomban tobb olyan valasztasi protokoll is ismert, mely
rendelkezik az alapvetd elvarasokkal (ellendrizhetdség, jogosultsag, egyszer-szavazhatosag,
titkossdg stb.) de nem visszaigazolas-mentes, a legtobb visszaigazolas-mentes séma
lehallgathatatlan csatornat vagy szavazo fiilke csatornat hasznal, ami nem gyakorlatias. Huszti
Andrea kidolgoz egy olyan visszaigazolas-mentes homomorf valasztasi sémat, mely nem a



szavazo fiilke vagy lehallgathatatlan csatornat, hanem a gyakorlatias, anonim valasz csatornat
alkalmazza. Nem tételezzik fel egyik szervezetrdl sem, hogy teljesen megbizhato, az egyetlen
feltételezés az, hogy a Szavazd Bizottsdgok kozott az osztott kulcsgeneralas és dekodolas
soran legalabb egy megbizhato.

Az elektronikus szavaz6 és az elektronikus vizsgaztatisi rendszerek kriptografiai protokollja a
sok koz0s elvaras miatt szoros kapcsolatban allnak. Huszti Andrea tobb dolgozataban olyan
e-vizsgaztatasi rendszereket mutat be, melyek garantaljdk valamennyi alapvetd biztonsagi
elvarast, melyekkel a hagyomanyos papir alapt rendszerek rendelkeznek, illetve biztositjak
mind a vizsgdzd, mind a javitd anonimitdsat. Példaul az egyik nem tételezi fel teljesen
megbizhato fél részvételét, egy masik pedig experiment-based definiciokat is ad az alapvetd
biztonsagi jellemzokre ¢€s igazolja, hogy a javasolt rendszer rendelkezik ezekkel az
elvarasokkal.

Huszti Andrea megad egy olyan altalanos kriptografiai protokollt, mely megfelel valamennyi
kozos biztonsagi kritériumnak, ¢€s alkalmas elektronikus vizsgaztatasra, kozvélemény-
kutatdsra, aukciora, palydztatasra és szavazasra is. Az elobb felsorolt rendszerek fontos kdzos
kritériumai az anonimitas, jogosultsdg, adatintegritds, titkossag, ellendrizhetéség. Specidlisan
a vizsgaztatas, a palyaztatas €s az aukcio esetén sziikség van olyan anonimitidsra, amely —
kizarolag a kiértékelés utdn — visszadllithatd, azaz a résztvevd személyazonossaga
visszanyerhetd. A javasolt rendszer a fenti elvarasokat tobb kriptografiai eszkdzzel valositja
meg. Az anonimitast vak aldirds €és egy anonim szerver garantalja, mely a szikséges
esetekben lehetdséget biztosit a visszadllithatosdgra. A bizalmas adatokat tovabbitasdhoz a
digitalis boriték technikdt alkalmazzuk. Az ellendrizhet6séget digitalis hirdetdtabla
segitségével valositjuk meg.

Formalis modszerrel vizsgalta a PayWord mikrofizetési rendszert, melyet Ronald L.
Rivest és Adi Shamir fejlesztett ki 1997-ben. Megadta (tarsszerzokkel) a rendszer formalis
leirasat Spi kalkulusban, melyet tipikusan kriptografiai protokollok formalizdlasara
fejlesztettek ki. Egy fizetési rendszer haszndlatdnal reklamaciok, vitds helyzetek meriilhetnek
fel, melyek koltségét a bolt allja. Mikrofizetési rendszerek esetén a Payment Technologies for
E-commerce cimii konyv szerint $150 is meghaladhatja, mikozben a vasarlds soran a
felhaszndld minddssze néhany dollart fizetett. Egyik munkajaban a PayWord mikrofizetési
rendszer olyan kiterjesztését adta meg, mely kriptografiai eszkozokkel noveli a rendszer
biztonsdgat, azaz minimalizalja a vitds helyzetek, kockazatok, visszaélések szamat. Mindezt
vasarlasonként egy MAC alkalmazasaval érték el, mely nem ndvelte a rendszer
idébonyolultsagat jelentésen. A Kiterjesztett protokollt formalisan is elemezte api
kalkulusban.

Kovacs Tiinde eredményei

2011-ben benyujtotta Combinatorial Diophantine equations cimmel doktori értekezését. 2011.
november 25-én volt a doktori védése, melyet kovetden 2012. januar 23-i datummal PhD
fokozatot szerzett.

A fenti idészakban tobb, kiilonb6zo témaban folytatott tudomanyos kutatomunkat.
Masodrendii linearis rekurziv sorozatokban talalhaté kombinatorikus szdmokkal kapcsolatban
mind effektiv végességi, mind explicit tételeket sikeriilt bizonyitania.

Altalanositott, Gn. (a,b)-balansz szamokkal kapcsolatban Liptai Kalmannal és Olajos Péterrel
kozosen folytatott vizsgalatokat. Tobb effektiv végességi és explicit eredményt sikertilt
nyernilik. A bizonyitdsoknal a Baker-moédszert, Bennett egy fontos eredményét, a Chabauty-
modszert és az elliptikus gorbék elméletét is alkalmaztak.



Péter Gyongyvérrel és Varga Noraval kdzosen folytatott vizsgdlatokat azonos jegyekbdl allo
szamok (repdigit numbers) polinomértékeivel kapcsolatban. Tobb effektiv végességi és
explicit eredményt sikeriilt belatnunk. A bizonyitdsoknal Schinzel és Tijdeman egy fontos
eredményét, az elliptikus gorbék elméletét alkalmaztuk, szdmolasainkhoz pedig a Magma
programcsomagot, annak eljarasait illetve Kovacs egy Magmaban implementalt programjat
hasznaltuk.

Mezo Istvan eredményei

Mez6 Istvan kiilonbozo kombinatorikus hatterii szaimsorozatokkal, azok kiterjesztéseivel és
generatorfiiggvényeivel foglalkozott. Uj karakterizaciéjat adta a Fibonacci sorozatnak.
Vizsgalta a hiperharmonikus sorok és a Hurwitz zeta fliggvény kapcsolatat, valamint
altalanositotta a diszkrét matematikdban nagy szerepet jatszd masodfaju Stirling szam
fogalmat. Uj formulat adott a Bernoulli polinomokra, altalanositotta a Bell szamok fogalmat
¢és vizsgalta ezen altalanositas tulajdonsagait.

Mas ranyu vizsgalatai a Vilenkin csoportokhoz és a Jacobi theta fliggvényekhez kotddnek.

Nyul Gabor eredményei

B. M. Landman nem rogzitett egyiitthatos masodrendii linearis rekurziot kielégité harom
sorozatcsalad esetén adott felsé korlatot a van der Waerden-tipusti szamokra, ha a szinek
szama kett6. A. Robertsonnal kdzos konyviikkben vetették fel hasonld sorozatcsaladok esetén
ugyanennek a kérdésnek a vizsgalatdt. Rauf Bettinaval k6zos cikkben megadtak az Osszes
lehetséges hasonld sorozatcsaladot, és mindegyik esetén a megfelelé felsé korlatokat. Egy
masik kozos cikkben konstans egylitthatos, tetszOleges rendii linedris rekurziot teljesitd
sorozatcsaladok esetén bizonyitottak a van der Waerden-tipust szamok Iétezésére és nem
létezésére vonatkozo tételeket.

Masodfaju Stirling-szamok és Bell-szaimok grafokra vonatkozo altaldnositasat B. Duncan és
R. Peele definialtdk. Kereskényiné Balogh Zsé6fidval k6zos cikkben ezeknek a szamoknak a
tulajdonsagait vizsgaltak. Ezek segitségével egyuttal a masodfaju r-Stirling-szamok és az r-
Bell-szamok ujfajta megkdzelitését kaptak. Hasonld, grafokra vonatkozo valtozat vizsgalata
mas kombinatorikus szamok esetén is folyamatban van.

Gyimesi Eszterrel egyiitt azt az észrevételt fogalmaztdk meg €s bizonyitottdk, hogy a pozitiv
raciondlis szamok kiilonbozd egységtortek Osszegeként valo elodllitisara szolgdlo Golomb-
modszer €s a lanctort modszer mindig ugyanazt az eredményt adja.

Kvaterniok szorzasa leirhatd hiaromdimenzidos vektorok skalaris és vektorialis szorzata
segitségével. Ezen megallapitas altal motivalt fiiggvényegyenleteket oldottak meg Nyul
Balazzsal kozosen.



Pink Istvan eredményei (részben ismertetve Bérczes Attila eredményeinél)

Pink Istvan Rabai Zsolttal kozos cikkben megadja az x2+5517'=y" dio fantikus egyenlet Osszes
olyan (x,y,k,l,n) egész megoldasat, amelyre x>=1, y>=1, n>=3, k>=0, >= 0 és Inko(x,y)=1. A
bizonyitas soran n>=5 esetén felhasznaljak Bilu, Hanrot és Voutier, egy Lucas-sorozatok
primitiv primosztoira vonatkozé6 mély eredményét és megmutatjak, hogy ebben az esetben a
fenti egyenletnek nincs megoldasa. Az n=3,4 esetben Cohn és Holzer tételeit kombinalva a
problémat visszavezetik bizonyos elliptikus gorbék S-egész pontjainak a megkeresésére, ahol
S={5,17}. A felmeril6 egyenletek S-egész pontait ezutin a MAGMA programcsomagban
implementalt eljarassal oldjak meg.

Tekintsikk az |ax" -by"n|=c binom Thue egyenletet, ahol az ismeretlenek olyan (a,b,x,y,n)
egészek, amelyekre 1<= a < b, x>=1, y>= 1. Bennett megmutatta, hogy c=1 esetén a fenti
egyenletnek minden a,b, n>=3 esetén legfeljebb egy (x,y) megoldasa van. Ebben a cikkben a
szerzOk kiterjesztik Bennett fenti eredményét az |ax'-by"|<=3 esetre vonatkozoan és
megmutatjak, hogy az (a,b,n)=(1,3,n), (2,5,n) esetektdl eltekintve a fenti egyenlétlenségnek
minden ab, n>=3 esetén legfeljebb egy (x,y) megoldasa van. A bizonyitas soran a
hipergeometrikus médszert kombinaljak a kétvaltozos Baker-modszerrel

Pintér Akos eredményei (részben ismertetve Bazs6 Andras, Bérczes Attila,
Gyory Kalman és Hajdu Lajos eredményeinél)

Alf van der Poortennel k6zosen also becslést adott rekurziv sorozattal definialt polinomok
egyszeres gyokeinek a szdmara, felhasznalva Mason fliggvénytestek feletti abc-tételét. Torok
tarsszerzokkel és Florian Lucaval ko zosen, természetes feltételek mellett, megoldotta az

X% +2811°P=y"

egyenletet, ahol x,a,by,n ismeretleneck. Varga Nordval kozosen redukcios moédszerek nélkiil
oldott meg egy olyan diofantikus egyenletet, ahol a megoldasokra kapott korlat igen nagy.
Modszeriik a Pell egyenletek megolddsainak hézagossdgan alapszik. Egy masik PhD
hallgatdjaval és Andrzej Schinzellel kozosen tanulmdnyozta a trinomok lehetséges kdzos
értékeit. Ugyancsak tanitvanyaival koz0sen vizsgalta egy a binomidlis egyiitthatok lehetséges
kozos értékeivel analég problémat, masodfaju Stirling szamokra vonatkozoéan. Volker
Zieglerrel kozosen 1j karakterizicijat adta a Fibonacci sorozatnak, nevezetesen
megmutattdk, hogy lényegében a Fibonacci sorozat az egyetlen olyan masodrendii rekurziv
sorozat, amely végtelen sok haromtagl szamtani sorozatot tartalmaz. Srivastavaval kozdsen,
egy korabbi cikkikkh6z kapcsoloddan, addicids formuldkat nyert Appell polinomokra.
Dujellaval és Gyory Kalmannal kdzosen vizsgalta a piramidalis szamok hatvanyértékeit. A
Biluval, Fuchsszal és Lucaval k6zos, 2013 elején megjelent cikkiikben tanulmanyoztak
kiilonb6z6 kombinatorikus szamok lehetséges egyenld értékeit, tovabba egy finomitasat
bizonyitottadk a szeparabilis f(x)=g(y) tipusu diofantikus egyenletek megolddsaira vonatkozo
Bilu- Tichy tételnek. Koreai tarsszerzokkel kozosen megfogalmazott és megoldott poligonalis



szamokkal kapcsolatos diofantikus problémakat, kiterjesztve néhany korabbi klasszikus
eredményt. Tengely Szabolccsal kozosen a Korteweg-de Vries parcidlis differencialegyenlet
soliton megoldasaihoz kapcsolodd diofantikus problémaékat vizsgalt.

Rakaczki Csaba eredményei

Rakaczki Csaba klasszkis polinomcsaladok (Hermite, Euler és Bernoulli polinomok)
gyokstrukturdjaval kapcsolatban ért el eredményeket ¢és alkalmazta ezeket a fenti
polinomokkal kapcsolatos diofantikus problémakra. Kiemelendd az Acta Arithmeticaban
megjelent, a Schaffer egyenlet altalanositasaval foglalkozo eredménye.



