OTKA PD75264 beszamol6 (Tengely Szabolcs)

A beszamold els6 részében bemutatjuk a posztdoktori palyazat ideje alatt megjelent, illetve
elkésziilt tudomanyos eredményeket.

(1) Abu Muriefah F. S., Luca F., Siksek S., Tengely Sz.: On the Diophantine Equation 2%+ C =
2y™, International Journal of Number Theory 5:(6) pp. 1117-1128. (2009). 2007. méarcius 19-t6l
marcius 30-ig a Warwicki Egyetemen dolgoztam egyiitt Samir Siksekkel. Az

22+ C = 2P

diofantikus egyenletet vizsgaltuk relativ prim (x,y) esetben felhasznéalva az tgynevezett multi-Frey
modszert. Eredményeinkrél 2007 majusdban meghivott eldaddként tartottam el6adast Leidenben a
Solvability of Diophantine Equations workshopon. Késébb a kutatashoz csatlakozott Fadwa S. Abu
Muriefah és Florian Luca. Megoldasi modszert adtunk a

2?4t gt = 2yP
tipusu diofantikus egyenletek Osszes megoldasanak meghatarozasara felhasznalva Bilu, Hanrot és
Voutier egy eredményét. Illusztracioként megoldottuk a kovetkezs egyenleteket:
x? 4 5913%2 = 2",
2?4+ 391119 = 29",
A kutatés csak olyan eredményeket tartalmaz, amelyek a Magyary Zoltan Posztdoktori Osztondij-
hoz k6t&dnek, minden eredmény a cikkben 2009 el6tt sziiletett, ezért nem lett feltiintetve az OTKA

tamogatas.
(http://www.math.unideb.hu/~tengely/tsz/uploads/Main/LMST_1218.pdf)

(2) Hajdu L., Tijdeman R., Tengely Sz.: Cubes in products of terms in arithmetic progression,
Publ. Math. Debrecen 74:(1-2) pp. 215-232. (2009) Hajdu Lajossal és Rob Tijdemannal kézosen
vizsgaltuk az

nin+d)(n+2d)---(n+ (k—1)d) = by?
diofantikus egyenletet. Megmutattuk, hogy ha (n,d, k,b,y) megoldasa az egyenletnek, k£ < 31 és
P(b) < k, ahol P(b) jeldli b legnagyobb primosztojat, akkor (n,d, k) a kovetkezs lista elemei koziil
kertil ki:

(n,1,k) ahol —36 <n < —4 vagy 1 <n <6,
(n,2,k) ahol —29 <n < -3,
(_107 Sa 7)» (_8a 3a 7)7 (_Sa 37 5)7 (_4» 37 5)7 (_47 37 3)a (_27 37 3)7

(-9,5,4),(—6,5,4),(-16,7,5), (—-12,7,5).
A cikkben kiilonféle kombinatorikus sztirési feltételeket hasznélunk, elliptikus Chabauty-modszert
az eredmények igazolasdhoz. A kutatas az OTKA T48791 tamogatéasaval késziilt, ami a cikkben fel

is van tuntetve.
(http://www.math.unideb.hu/~tengely/tsz/uploads/Main/lhsztrt.pdf)

(3) Tengely Sz.: Finding g-gonal numbers in recurrence sequences, Fibonacci Quarterly 46/47:(3)
pp. 235-240. (2009). A g-gonalis szamok bizonyos kombinatorikus problémékban fordulnak els, az
altalanos definiciojuk a kovetkezo:

mi(g—2)m — (g —4)}

gm,g = 2




Az irodalomban sokan foglalkoztak az ilyen tipusi szamok meghatarozasaval rekurziv sorozatokban.
Ebben a témakorben g = 3,4,5,7 esetekben sziilettek eredmények kordbban. A cikkben ezek
lettek kiterjesztve a g = 6,8,9,...,20 értékekre. A Fibonacci, Lucas, Pell és az asszocialt Pell
sorozatokban az Osszes g-gonalis szam meg lett hatarozva a fenti g értékek esetében. Az eredmények
bizonyitasaban fontos szerepet jatszanak az elliptikus gorbék és a Thue-egyenletek.
(http://www.math.unideb.hu/~tengely/G-gonal-FQ.pdf)

(4) Hajdu L., Tengely Sz.: Arithmetic progressions of squares, cubes and n-th powers, Functiones
et Approximatio Commentarii Mathematici 41:(2) pp. 129-138. (2009). Hajdu Lajossal kozosen
vizsgaltunk olyan szamtani sorozatokat, amelyek négyzetszamokbdl vagy kobszamokbol és n-edik
hatvanyokbol allnak. A probléma természetes altaldnositiasa Fermat egyik kérdésének, amelyet
Euler oldott meg, miszerint négy kiilonb6z6 négyzetszam nem alkothat szadmtani sorozatot. Mi
megmutattuk, hogy négyzetszamokbol vagy kdbszamokbol és n-edik hatvanyokbol sem lehetséges 6t
tagd nem trivialis sorozatnal hosszabbat elGallitani. A bizonyitas soran tobb modularis eredményt
és az elliptikus Chabauty-modszert is alkalmaztuk 6todfokd algebrai szamtestek felett. Példaul
megmutattuk, hogy ha a = v/2 és K = Q(«), akkor a

C: X' +2X3+a’X? +aX +1=(a—1)Y?

gbrbén az olyan pontok, amelyekre X € Q, Y € K teljesiil, hogy

1 3a*4+5a%—a?+3 5
(X,Y):(l,i(a4+a3+a2+a+1))7 (—37:|: a” + oa 90[ + 3o + )

Erre a publikiaciéra mar 5 fiiggetlen hivatkozas tortént, amelyek koziil az egyik: Siksek S., Stoll

M.: On a problem of Hajdu and Tengely, Algorithmic Number Theory, Proceedings of the 9th

International Symposium, LNCS 6197, Springer-Verlag, 316-330. (2010).
(http://www.math.unideb.hu/~tengely/HajduTengely.pdf)

(5) Luca F., Tengely Sz., Toghé A.: On the Diophantine Equation x? + C' = 4y™, Annales des
Sciences Mathématiques du Québec 33:(2) pp. 171-184. (2009). A cimben szerepls exponencialis
diofantikus egyenlet Gsszes megoldasat meghatéroztuk, amikor 1 < C' < 100 k6zo6tti egész és harom-
mal kongruens modul6 4. Tovabba megoldottuk azon eseteket is, amelyeknél C' = 7211° vagy 7¢13°.
Az eredeti egyenleteket Thue egyenletekre és elliptikus gorbékre vezettiik vissza, itt a nehézséget
az okozza, hogy magasabb foku szamtestekben kell dolgozni, ahol az idealosztalyszam nem 1.

(http://www.math.unideb.hu/~tengely/LTT.pdf)

(6) Tengely Sz.: Algebrai gorbék a diofantikus szamelméletben, Habilitacios disszertacio, Debre-
ceni Egyetem, 2010. (215 oldal). Harom magyar nyelv( fejezetben és harom angol nyelvi fejezetben
szerepelnek OTKA tamogatassal végzett kutatdsok. Exponencialis diofantikus egyenletek vizsga-
lata, szamtani sorozatok elemeinek szorzataval kapcsolatos diofantikus problémak és szamtani soro-
zatot alkoto teljes hatvinyok témakorokben. A disszertacidhoz tartozik még egy 64 oldalas téziseket
ismertets publikacio is. A habilitacios disszertaciomat 2010. aprilis 15-én sikeresen megvédtem.

(http://www.math.unideb.hu/~tengely/HabilitacioTSz.pdf)

(7) Magma kod implementalasa az y? = x5 +ta* +t2% 41 alaki génusz kettes gorbék dsszes racio-
néalis pontjanak meghatarozasara, ahol t egy racionalis paraméter. A koéd Kulesz, Matera és Schost
"Uniform bounds for the number of rational points of families of curves of genus 2", Journal of
Number Theory 108(2): 241-267 publikaciojat kovetve késziilt. A kod segitségével meghatarozhato
az emlitett cikkben szerepl§ tétel kimarado eseteinek a megoldasai, néhany komplikalt értéket lesza-
mitva. Az implementécio6 letolthets a http://www.math.klte.hu/~tengely/DemjanenkoManin.m
cimrdl.
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(8) Tengely Sz.: On the Diophantine equation L, = (%), Publ. Math. Debrecen 79:(3-4) pp. 749-
758. (2011). A Lucas sorozatban talalhato specialis binomialis egyiitthatok meghatarozasa talalhato
a cikkben. A probléma két génusz kettes gérbe egész pontjainak meghatarozasara vezethetd vissza.
Megmutattuk, hogy a

Ct:Y? = X?(X + 15)%(X + 20) 4 180000000
gorbe egész pontjaira
(X,Y) € {(25, —15000), (25, 15000)},
tovabbba a
C™:Y? = X%(X 4 15)%(X + 20) — 180000000

gorbén nem létezik egész pont. A CT gorbe esetében a Jacobian rangja egy és a Mordell-Weil
csoport egy generatora

D = (25,15000) — oo.
Igy a klasszikus Chabauty-modszer segitségével az Osszes racionalis pont meghatarozhato. A C~

gorbe Jacobianjanak a rangja 2, ezért a klasszikus Chabauty-modszer nem alkalmazhato. Itt a
Mordell-Weil csoport egy bazisa a kovetkezd:

D1 = (wl, 7200&]1) + (61, 7200@1) — 200,

Dy = (ws,120000) + (@2, 120000) — 200,
ahol w; gydke az x? — 52 + 1500 polinomnak és wy gyotke az x? + 195z + 13500 polinomnak. A
Baker-modszer segitségével alsd korlat nyerhetd a megoldasok méreteire, az tgynevezett Mordell-
Weil szita segitségével pedig belattuk, hogy ha a goérbén létezik az ismert pontoktol eltérs egész
pont, akkor annak a mérete nagyobb, mint a Baker korlat. A modszer nehézségét az adja, hogy
ilyen esetekben ismerniink kell a génusz kettes gorbe pontos rangjat és a Mordell-Weil csoport egy

generatorrendszerét.
http://www.math.unideb.hu/~tengely/LucasBinom.pdf
1% gely p

(9) Tengely Sz.: Balancing numbers which are products of consecutive integers, kozlésre be-
nyudjtva. Behera és Panda 1999-ben definidlta a B, sorozatot, amely olyan n pozitiv egészekbdl
all, amelyekre

1424+...+(n—-1)=Mn+1)+(n+2)+...+(n+k).

A sorozat elemei kielégitik a kovetkezs rekurziot: B,,+1 = 6B, — Bj—1. A cikkben a rekurziv
sorozatban talalhato z(x + 1)(z + 2)(x + 3)(x + 4) alakt egészeket hataroztuk meg. A megoldas a
Baker-modszer és a Mordell-Weil szita egyiittes alkalmazasan alapszik. A

C: Y?=X*X+6)*(X+8)+4

génusz kettes gorbe Osszes egész pontjanak meghatarozasira vezethets vissza az eredeti probléma.
A gbrbe Jacobianjanak a rangja 3, a Mordell-Weil csoport egy bézisa

Dy = (0,2) — oo,
Dy = (-6,2) — oo,
D3 = (w, —w — 10) + (0, —w — 10) — 200,
ahol w az 22 4+ 7x + 4 polinom egy gyoke. A Baker-médszer segitségével adodott a
log || < 3.11-10%3°

korlat, a Mordell-Weil szita alapjan pedig azt kapjuk, hogy ha létezik a kis megoldasoktol eltérd
egész megoldas, akkor
log || > 1.03 x 10°%°.

(http://www.math.unideb.hu/~tengely/balancing_PMD.pdf)



(10) Pintér A., Tengely Sz.: The Korteweg-De Vries Equation and a Diophantine Problem, koz-
lésre benytujtva. Fairlie és Veselov a Korteweg-de Vries egyenlettel kapcsolatban vizsgaltak az

[o ]
Iu] = / Py (U, Uy Uy -« -y U )T
— 00

integralokat. Bizonyos n-szoliton megoldasok esetében

(_1)k4k+2 - i2k+3.

2k +3

Ik[un] =

A publikiciéban azt vizsgaltuk, ezek az integralok milyen esetekben egyezhetnek meg, azaz mikor
teljesiil, hogy

I [unl| = [Ti[um]]-

Megmutattuk, hogy k = —1 és 1 € {0,1, 2,3} esetében csak egy megoldas van: (I,m,n) = (0,24,5).
Tovabba igazoltuk, hogy ha k = 0 és | € N ugy, hogy 2l + 3 prim, akkor az egyenletnek nincs
(m,n) € N? megoldasa.

(http://www.math.unideb.hu/~tengely/PinterTengely.pdf)

(11) Fuchs C., Peths A., Tengely Sz.: On decomposable Rational Functions with given number
of singularities, kozlésre benyujtva. A cikkben olyan racionélis fiiggvényeket vizsgalunk, amelyek
f(z) = P(z)/Q(x), P,Q € klx] alakaak, ahol k egy algebrailag zart test, és felirhatéak g(h(z))
alakban. Amennyiben rogzitjik a szingularitasok szaméat, akkor az ilyen tipusu racionalis fiigg-
vényekre egy struktira tétel adhato S-egységegyenletek, a Mason-Stothers tétel (az abc-sejtéssel
analog allitas a polinomok esetében) és a Siegel azonossag segitségével.

(http://www.math.unideb.hu/~tengely/RIMS_2012a.pdf)

(12) Peths A., Tengely Sz.: On Composite Rational Functions, kozlésre elSkészitve. Fuchs és
Pethd eredményét felhasznalva algoritmust adtunk az f(z) = g(h(z)) egyenlet megoldésainak meg-
hatarozasara, ahol f, g, h racionalis fliggvények. Az algoritmus segitségével meghataroztuk az Gsszes
racionalis fliggvényt, amelynek legfeljebb 4 szingularitasa van és felirhato g(h(z)) alakban. Tovabba
meghataroztuk az 5 szingularitassal rendelkez§ fliggvények esetében a megoldasokat leir6 varieta-
sokat:

(http://www.math.unideb.hu/~tengely/CFunc_n=5.txt.tar.gz). A kombinatorikus robba-
néas miatt utobbi esetben a teljes parametrikus megoldés til sok helyet igényelne. Harom szingula-
ritas esetében példaul megoldas a kovetkezo:

(r—a+1/2*(x—a+1/4)

(o) = — 7
g(x) = (z —b+1)(z - ),
M@:b—1+@7jj$fy7

ahol a, b paraméterek.
(http://www.math.unideb.hu/~tengely/RationalFunction.pdf)

(13) Magma kod implementalasa a (12)-ben szerepls f(z) = g(h(z)) egyenlet megoldasainak
meghatarozasara. A fliggvény hivasa: CFunc(t,n,tipus), ahol ¢ jeloli a g szingularitdsainak a
szaméat, n az f szingularitdsainak a szama és tipus az 0 vagy 1, ha S, {ires, akkor 0, egyébként pedig
1. Példaul a harom szingularitassal biré g(h(z)) alakban felirhat6 racionalis fiiggvények esetében a
CFunc(2,3,1),CFunc(3,3,1) és CFunc(3,3,0) adja meg az Osszes lehetséges rendszert. Tekintsiik




t

most a CFunc(2,3,1) esetet. Ekkor 18 rendszert kapunk, ezek egyike

<[1,2,3],

<1,2,2 >,

[X[1] — X[3] — 1/4 % X[4] + 1/4 % X[5],
X[2] - X[3] —1/2* X[4] +1/2 % X[5]] > .

Az eredmény harom részbdl all, az els6 rész megadja a particiot, a masodik a kitevd vektort, a har-
madik pedig a szingularitasokra vonatkozo rendszert. A kombinatorikus robbanas miatt az Gsszes
rendszer meghatéarozasa nagyobb n értékek esetében nem redlis, igy rogzitett particié és/vagy rogzi-
tett kitevs vektor esetében is hasznalhato a kod. Példaul CFunc(2,3,1: PSet := [1,2, 3], exptup :=
[[1,2,2]]) hivas mellett csak az el6z8 rendszert kapjuk meg a lehetséges 18-bol.
(http://www.math.unideb.hu/~tengely/CFunc.m)

A masodik részben Gsszefoglaljuk az OTKA tamogatas segitségével tartott szakmai elGadasokat.

(1) 2009. januar 29: Integral Points on Families of Elliptic Curves, Winter School on Explicit
Methods in Number Theory, Debrecen.
(http://www.math.unideb.hu/~tengely/images/WS090129.pdf)

(2) 2009. aprilis 16: Egész pontokrol racionalisan, Az Informatikai Kar és a Matematikai Intézet
kozbs Szeminariuma, Debrecen.
(http://www.math.unideb.hu/~tengely/images/IntSzem041609.pdf)

(3) 2009. szeptember 4: On the Diophantine Equation x? + C' = 2"yP, 19th Czech and Slovak
International Conference on Number Theory, Hradec nad Moravici, Csehorszag.
(http://www.math.unideb.hu/~tengely/images/CsehNT_2009aug.pdf)

(4) 2010. mAjus 25. On the Diophantine Equation z2 + C' = 2y™, Rational Points - Theory and
Experiment, ETH Ziirich, Svajc.
(http://www.math.unideb.hu/~tengely/Zurich_2010May25.pdf)

(5) 2010. oktober 5. Diophantine problems related to recurrence sequences, Number Theory and
its Applications - An International Conference Dedicated to Kéalmén Gyéry, Attila Peths, Janos
Pintz, Andréas Sarkozy, Debrecen,

(http://www.math.unideb.hu/~tengely/TSz_2010_10_05.pdf)

(6) 2011. marcius 4.: Almost perfect squares in Lucas sequences, Number Theory Seminar,
Debrecen.
(http://www.math.unideb.hu/~tengely/NTS20110304.pdf)

(7) 2011. majus 21.: Combinatorial Diophantine Equations, Arctic Number Theory School,
Helszinki, Finnorszag.
(http://www.math.unideb.hu/~tengely/Helsinki.pdf)



(8) 2011. augusztus 23.: Combinatorial numbers in recurrence sequences, Paul Turan Memorial
Conference, Budapest.
(http://www.math.unideb.hu/~tengely/Turan100.pdf)

(9) 2011. szeptember 8.: Combinatorial Diophantine Equations, 20th Czech and Slovak Interna-
tional Conference on Number Theory, Stara Lesnéa, Szlovakia.
(http://www.math.unideb.hu/~tengely/20thNTC_SL.pdf)

(10) 2012. mércius 23.: On Composite Rational Functions, Number Theory Seminar, Debrecen.
(http://www.math.unideb.hu/~tengely/NTS20120323. pdf)

(11) 2012. jualius 6.: On Composite Rational Functions, 6th European Congress of Mathematics,
Arithmetic Geometry Minisymposium, Krakko, Lengyelorszag.

(http://www.math.unideb.hu/~tengely/Krakow2012.pdf)

Wojciech Gajda és Samir Siksek szervezésében az Arithmetic Geometry Minisymposium négy
meghivott eladojanak egyike voltam

(http://www2.warwick.ac.uk/fac/sci/maths/people/staff/samir_siksek/ecm/)

Debrecen, 2012. szeptember 26. Tengely Szabolcs



