Szakmai beszamolo a K 73601 sz. OTKA zardjelentéséhez

A jelen OTKA témadja logika, algebra, algebrai logika és relativitdselmélet logikai alapozasa. Az
algebrai logikai kutatdsoknak az az egyik alapmotivuma, hogy ugyanazt a jelenséget logikai,
algebrai és geometriai nyelven is leirja és a logikai, algebrai, valamint geometriai leirasok kozott
preciz ,,atjarast” definial. SOt a kutatas targya is ez a kapcsolatrendszer. A relativitaselméleti
térido vizsgalatok felépithetok a geometria keretei kozott, tehat természetes modon illeszkednek a
most vazolt kapcsolatrendszerbe.

Az algebrai logika, matematikai logika és relativitaselmélet kutatasainkban szervesen 6sszefliggd
részek, és ezen Osszefliggést kivanjuk hangsulyozni munkankban. A témak 0sszefliggése miatt az
eredmények alabbi témakorei sokhelyen atfedik egymast, egy-egy eredmény tobb cimszo6 ala is
kivankozik.

Az OTKA projekt futamideje 2 év volt, a kutatési tervvel és munkatervvel 6sszhangban a
kovetkezd eredményeket értiik el.

Az elért eredmények rovid ismertetése:
I. Operatoros Boole algebrak, a matematika alapjai és relativisztikus kiszamithatosag elmélet.

a) Bizonyitottuk, hogy a halmazelmélet (és igy az egész matematika is) felépithet6 a 3-dimenzios
szubsztiticidalgebrak SCA3 varietasaban illetve annak azonossagelméletében. Az SCA3 a 3-
valtozos egyenldségmentes elsérendii logika algebrai megfeleldje. Azt is bizonyitottuk, hogy az
SCA3 varietas szabadalgebrai nem atomosak. Az SCA3 logikai megfeleldjére igaz a Godel nem-
teljességi tulajdonsag [N09, Thm.4-6]. Az eredmények egy részét Gyenis Zalan tanitvanyunk irta
le [G10].

A fenti eredmény élesitéseként ebben az eredményben szeretnénk SCA3-at helyettesiteni a 3-
dimenzio6s diagonalmentes cilindrikus algebrak Df3 osztalyaval. Ez azt is jelentené, hogy a
halmazelmélet felépithetd a 3-valtozos egyenldségmentes logikaban helyettesités nélkiil. (Alfred
Tarski ezt a 4-valtozos egyenléséges logikara bizonyitotta, és ez a 3-valtozos egyenldségmentes
logika a legélesebb valtozat, amit remélni lehet, mert a 2-valtozos logikara mar tudjuk, hogy nem
igaz.) Ebbdl az is kdvetkezne, hogy a halmazelmélet felépitheté a KSxK5xKS5 jeli multimodalis
itéletkalkulusban egyetlen itéletvaltozot haszndlva. Az alapétlet a bizonyitdsra megsziiletett,
azonban a részleteket még végig kell szamolni. Annak bizonyitasara is megsziiletett az alapotlet,
hogy a szabad Df3 algebrak nem atomosak élesitve egy Tarski problémara adott korabbi
megoldasunkat. A 2-dimenzids szabad cilindrikus algebrak atomosak, jelezve az élesithetdség
hatarat.

b) A fenti eredményeket szeretnénk a relativisztikus téridékre alapuld
kiszamithatosadgelméletiinkben alkalmazni. Ezzel kapcsolatban folyamatosan tanulmanyozzuk
ezen kiszamithatésagelmélet kereteit, fizikai megvalosithatosaganak kérdéseit.
Részeredményeket publikaltunk a Natural Computing folyoiratban [ANNO9], és meghivott
plenaris eléadok voltunk az Unconventional Computing 08 (Bécs, 2008 majus), a ,, The Science
and Philosophy of Unconventional Computing” (Cambridge, 2009 marcius), valamint az
Unconventional Computing 09 (Azori szigetek, 2009. szeptember) konferencian.



Ebben a témaban nemrég (2009. szeptember) meglatogatott minket a vilaghirt fizikus Igor
Novikov és kialakult egy k6zds projektum, melynek keretében a relativisztikus hiper
kiszamithatdsag alapjait tervezziik 01j iranyban tovabbfejleszteni. Az alapkoncepcio a Thorne-
Novikov féle téridé-alagutak elméletének hasznalata lenne a forgé fekete lyukak (Kerr-Newmann
térido) helyett.

c) [NS09] cikkiinkben azt az eredményiinket publikaltuk, hogy az n-dimenzids gyengén
magasabbrendi cilindrikus algebrak varietasa végesen axiomatizalhaté ha n nagyobb mint kettd.
Ebbdl az eredménybdl kdvetkezik, hogy az algebrai logika un. végesithetdségi problémajanak
van pozitiv megoldéasa bizonyos nem-jol-fundalt halmazelméletekben. Ez az eredmény azt is
mutatja, hogy a szébanforg6 varietds a Tarski-féle kvazi-projektiv relacio algebrak alkalmas
cilindrikus algebrai megfeleldje lehet. Az eredmény tehat elérelépés mind az algebrai logika
végesithetdségi problémajaban mind pedig a magasabbrendii logikak algebraizalasa iranyaban.

II. Relativitaselméletek logikai strukturdjanak analizise.

Relativitaselmélet és logika kapcsolatarol megceélzott eredményekbdl sokat elértiink, ebbdl
sziiletett Székely Gergely OTKA résztvevd PhD disszertacioja, melyet summa cum laude
mindsitéssel megvédett 2010-ben [SzD10]. Az elért eredmények koziil kiemelnénk az altalanos
relativitdselméletre kapott egyszerii axiomarendszer felirasat, a ra kapott teljességi tételt,
valamint a specialis és altalanos relativitaselmélet kozotti atmenet, hid kiépitését, vizsgalatat
matematikai tételek bizonyitasaval.

Ezek soran a valos analizis sok folytonos és differencialhato fiiggvényekre vonatkozo tételét
kellett hasznalni ugy, hogy tetszdleges valdsan zart test feletti definialhaté fiiggvényre
vonatkozzanak az eredmények. Ennek kapcsan elkezdtiik a valds analizis tételeinek és
fogalmainak kidolgozasat valos testek felett, csak elsérendii logikat hasznalva. Ezen
eredményeket nagyra értékelte a disszertacid egyik opponense, a vildghirli matematikus Robert
Goldblatt http://www.renyi.hu/~turms/RG.pdf.

Ebbe a témakorbe tartozé eredmény az draparadoxon axiomatikus analizise [SzSL10]. Az
Oraparadoxon a relativitdselmélet un. ikerparadoxon predikcidjanak specialis relativitaselméleti
valtozata: ha két iker koziil az egyik valamilyen sebességgel elmegy majd sebességet valtoztatva
visszajon, akkor 0 fiatalabb a taldlkozaskor, mert lassabban telt a sajatideje az 1t alatt.
Megjegyezziik, hogy noha a paradoxon kifejezést sokszor ugy értik mint logikai ellentmondast,
az oraparadoxon vagy ikerparadoxon kifejezésben csak szokatlan jelenségre utal, nem logikai
ellentmondasra. Bizonyitottuk, hogy az 6raparadoxon ellentettjébdl kovetkezik a newtoni téridd
elmélet (abszolut id6) bizonyos természetes F feltevések mellett, azok nélkiil viszont nem.
Hasonl6 kapcsolatokat bizonyitottunk az draparadoxon ¢€s a id6 lelassulasa (1d6 dilatacid)
valamint szokasosan hasznalatos szimmetria axiomak kKozott. Ilyen tipusu allitasokat csak
szigoruan axiomatikus kozelitésben lehet bizonyitani. A bizonyitas részeként az
6raparadoxonnnal ekvivalens geometriai allitast is bizonyitottunk.

A téridéelméleten kiviil a dinamikai aspektusokkal is foglalkoztunk. Példaul megmutattuk, hogy
specialis relativitaselméletben a tomegkdzéppont fogalma nem értelmezhetd a legtobb esetben.



Példaul ha két test (tdmegpont) életatja kitérd, akkor nincs olyan életut, melyet minden
megfigyeld tomegkdzéppontként értelmezhet (semmilyen, akar megfigyel6tol fliggd
tomegeloszlas esetén sem) [MS10].

Eredményeink elismerését mutatja, hogy e témaban tobb nemzetkdzi konferenciara hivtak meg
csoportunkat kiemelt plenaris meghivott eléadonak, példaul ,,Vienna Circle and Hungary” (Bécs,
2008 majus), “Logic and the foundations of physics: space, time and quanta” (Briisszel, 2008.
december), “Logic Colloquium 09 (Szo6fia, 2009. augusztus), “Mathematics, Physics and
Philosophy in the Interpretations of Relativity” (Budapest, 2009 szeptember), “Logic, Language,
Mathematics” (a conference in memory of Imre Ruzsa, Budapest, 2009 szeptember).

Vizsgaltunk egzotikus altalanos relativisztikus téridoket. A nagy, lassan forgé fekete lyuk
egzotikumainak jobb megértése érdekében animaciot készitettiink, mely azt mutatja, hogy mit
lat(na) egy ilyen féregjaraton kontrollalt eséssel atutazo és a lyuk fehér-lyuk parjan kibukkand
tirhajos. Ennek az animacionak nagy sikere volt a Cambridgei konferencian és a Londoni Logic
Group-ban, ahol bemutattuk. Az ELTE egyetemi regularis kurzusunkon valamint a Fillér utcai
Altaldnos Iskolaban is bemutattuk, ahol szintén nagy lelkesedés és érdeklédés kisérte. Az
animacio folyamatos fejlesztés alatt 4ll. A logikus Kurt Godel és Einstein egyiittmitkodésébol
szarmazo6 altalanos relativisztikus téridot is vizsgaltuk hasonlo szellemben. Ezt a téridét Godel
forgd univerzumanak is nevezik. Az eredményt egy 48 oldalas cikkben publikaltuk [AAMN10].

I11. Algebrai logika.

Binér relaciok algebrainak vizsgalata mind az algebrai logikdban, mind a szdmitastudomanyban
fontos tertilet. Az algebrai logikdban vizsgalt és Tarski altal bevezetett relacidalgebrak un. pozitiv
reduktumanak miiveletei a binér relaciok kozti unid, metszet, iires halmaz, relaciokompozicio,
konverz és identitas relacid, mig a szamitastudomanyban vizsgalt un. Kleene algebrak miiveletei
az unid, lires halmaz, kompozicio, identités relacio, és a reflexiv tranzitiv lezaras miivelete.
Vizsgaltuk azon algebrak osztalyat, ahol ezen miiveletek koziil az 6sszes vagy ennek egy
részhalmaza van megengedve. Bizonyitottuk, hogy ha a miiveletek kozott az unid is és a
kompozicio is jelen van, akkor az osztaly implikacid-elmélete nem végesen axiomatizalhatd
[AMO09]. Ezzel ellentétben, ha az unio, kompozicio, és identitads miiveleteihez akér a metszetet,
akar a konverzet hozzavessziik (de nem mindkett6t), akkor az azonossagelmélet végesen
axiomatizalhato [AMO09]. Ismert, hogy ha a kompozicio, metszet és konverz egyiitt szerepel,
akkor az azonossagelmélet nem végesen axiomatizalhato [HMO0O0], tovabba a kompozicio,
metszet €s identitds azonossagelmélete szintén nem végesen axiomatizalhato [HMO7] (tehat
eredmeényiink szerint ha az unidt hozzavessziik, akkor végesen axiomatizalhatova valik). Az
eredményt a rangos TACLO09 (Topology, Algebra and Categories, Amsterdam) konferencian
ismertettiik. A konferencia szervezo6i az eredmény elismeréseként az el6adast kiemelt (featured)
rangra emelték. Ld. http://www.illc.uva.nl/tacl09/#URI=Contributed_Talks.

A Kleene algebrak azonossagelmélete nem végesen axiomatizalhatd [R64], azonban van véges
sok implikaci6 (kvazi-azonossag), amibdl bizonyithato az azonossagelmélet [K94]. Erdsen
vizsgalt nyitott probléma, hogy ha a Kleene algebrak miiveleteihez hozzavessziik a metszetet is,
akkor vajon lehet-e hasonlo6 véges axiomarendszert adni. Az [AMO09]-ben bizonyitott pozitiv tétel
elsd 1épés egy ilyen megadasa felé.



Az un. neat-reduktum algebrai logikaban koézponti fogalom, Leon Henkin vezette be az elsérendii
logika teljességi tételére adott hires egyszerli bizonyitasa kapcsan. Ezen fogalom sokkal
tobbféleképpen kapcsolodik az algebrai logika tobbi kdzponti fogalmdhoz mint eddig tudtuk.
Ezen kapcsolatokrol szol a [MS09a] - [MS09b] cikkpar, ahol e kapcsolatokat felhasznalva az
algebrai logika tobb hires problémajara adunk megoldast és ekdzben ujfajta konstrukciokat is
bevezetiink.

Az 1. témakor a) és ¢) pontjaban leirt SCA3-ra illetve gyengén magasabbrendi cilindrikus
algebrakra vonatkoz6 eredményrendszer e pont alé (algebrai logika) is tartozik.
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