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Szakmai zar6 beszamol6 a T73274 nyilvantartasi szadmDifferencial- és
differenciaegyenletek elmélete és alkalmazasai” ciimtOTKA palyazatrol

Kutatasaink  differencialegyenletek, illetve diffectaegyenletek  stabilitasi
vizsgalataihoz, a megoldasok aszimptotikus jelleséhéz, és az integralegyéitenségek
témakoréhez kapcsoldédnak. A 2008-2012 kutatasziakban 42 publikacionk jelent meg,
melyek kétharmada impakt faktoros, az 6sszesitgibkt faktorq 27,28. Dolgozatainkra az
elmult 5 évben 892, ezen belll a kutatasi pericanshegjelent 42 publikaciénkra pedig 64
hivatkozast regisztraltunk. Eredmeényeiflkr7 plenaris, 35 meghivott és tovabbi 15
elbadasban szamoltunk be nemzetkdzi konferencidkoekefzkivil 6sszesen 17 meghivott
eléadast tartottunk kilénbézhazai és kulfoldi egyetemek szakmai szeminariumain

Az elért eredményeiket igyekeztink egymastol elo#ttatd csoportokra osztani.
Megjegyezzik, hogy az egyes részteriletek kozdinaa atfedések és kdlcsbnhatasok. A
palyazatban eredetileg tervezett témakorokben lérglneredményeket, s ugyanakkor a
részletes beszamolobol latszik, hogy az éfiddink és a kutatasaink a tervezetthez képest
kiszélesedtek.

I. A megoldasok aszimptotikus jellemzése

A [2] dolgozat altalanos linearis Volterra-tipusiffetenciaegyenletek megoldasainak
hatarértékét vizsgalja. Pontos feltételeket adurkortyos konvollcios-tipusu veégtelen
késleltetés egyenletekre egy az eddigiekben hasznalatos mi@ddestérs Uj megkozelités
alapjan. A hatarértékekre zart formulakat adunk.meg

A [3] cikk kulénb6z konvolucids integralok hatarértékeivel foglalkgzémelyek
példaul elagazé véletlen folyamatokban és bizonyzscialis differencialegyenletek
vizsgalatdban merilnek fel. A vizsgalt konvolucibkgy figgvény és egy mérték hatarozza
meg. A dolgozatban foglalt allitasok, illetve a rkexgstrualt példak az irodalomban megdlév
kordbbi egymastdl tavol allé eredményeket altaléjidsés egysegesitik.

A [4] publikaciéban olyan diszkrét 6sszegek hatéiamek, illetve alsé- és félsatar-
ertékének létezését vizsgaltuk, amelyek a diffaemyyenletek megoldasainak aszimptotikus
elméletében meriilnek fel. A dolgozatban adott léaték-formulak Ujszéiek és lényegesen
altalanositjak a szubexponencialis esetre nyertttwy igy példaul W. Rudin egyik
eredményét is. A dolgozat néhany, példakkal isaalasztott nyitott problémat fogalmaz
meg.

A [7] cikkben olyan folytonos argumentumua autondaneéris differenciaegyenleteket
vizsgaltunk, amelyben a késleltetések 0Osszemigket azaz mindegyik késleltetés
ugyanannak a pozitiv szamnak egész szamu tobbszdEgplicit aszimptotikus formulakat
adtunk a megoldasokra abban a specidlis esetbekpram karakterisztikus egyenletnek
létezik egy valdos dominans gyoke.

A differenciaegyenletek aszimptotikus elméleténeyile nevezetes eredménye
Poincaré tétele. A tétel aszimptotikusan konstaggltthatéji magasabb reindinearis
differenciaegyenletekre alkalmazhaté abban az esetimikor a limeszegyenlet sajatértékei
egyszeresek és modulusaik kulontelz [13] cikkben azt mutattuk meg, hogy masodtend
differenciaegyenletek esetén Poincaré tételénelklépidja a nemoszcilldldo megoldasokra
igaz marad akkor is , ha a limeszegyenletnek dsggiaterteke van.

A [14] dolgozatban olyan aszimptotikusan autonomedris differenciaegyenlet-
rendszereket vizsgaltunk, amelyeknél a limeszegyeek egyetlen pozitiv sajatértéke van és
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ahhoz egyetlen nemnegativ normalizalt sajatvekddozik. A limeszegyenlet sajatértékeire
vonatkozo tovabbi feltételek mellett megmutattu&gy a nemnegativ megoldasok alkalmas
sulyozott norméja az adott nemnegativ normalizjétsektorhoz tart a végtelenben.

A [15] dolgozatban absztrakt Volterra-tipusu intdggyenlet megoldasai
aszimptotikus viselkedését vizsgéltuk. Feltéve, yhagmert a ‘linearizalt" egyenlet
novekedései/csokkenési sebessége, elégmitteleket fogalmaztunk meg arra, hogy ez a
novekedési/csdkkenési sebesség drEgljon a vizsgalt egyenlet bizonyos megoldasaira is.
Az eredményeinkd ervssége az, hogy olyan esetben is alkalmazhato, amikemlinearis
egyenlet mogott allé lineéris egyenlet dominans akiarisztikus gyoke komplex és
tobbszoros gyok. Az altalanos eredményeinket szdmokrét példan illusztraltuk. Tébbek
kozott vizsgaltuk a korfludg populacios parcidlis differencialegyenlet modelldikeéris
differencialegyenletek és a sunflower egyenlet na&gai aszimptotikus viselkedéseét.

A [16] dolgozatban homogén lineéris differenciaedge rendszerek megoldasainak
az |, térbe esésere adtunk szikséges és elégermdamint elegend feltételeket. Az
eredmeények a rendszer egy U] transzforméacidjanuliddp és a differenciaegyenletek mas
témakoreinek (pl. stabilitdsvizsgalat) a kutatasalm alkalmazhatok. Az eredményeket
példakkal illusztraltuk.

A [17] dolgozatban elegend feltételeket fogalmaztunk meg arra, hogy egy
késleltetett, lineéris differenciaegyenlet mindeegoidasanak legyen véges hatarértéke. A
feltételek gyengébbek, mint az irodalomban tal@hesonlo allithsok feltételei, és bizonyos
esetekben szikségesek is. Az eredményeket példékkatraltuk.

A [18] dolgozatban szintén arra adtunk eledgefeltételeket, hogy egy késleltetett,
linearis differenciaegyenlet minden megoldasanagyda véges hatarértéke. A [16]
dolgozatban bevezetett () transzformaciot haszkalEredményeink ismert eredményeket
altalanositottak, és 0j megkozelitését adtdk agéizsproblémanak. Az eredményeket
példakkal illusztraltuk.

[22]-ben magasabb retid nemlinearis differenciaegyenletek nulla egyensulyi
helyzetéhez tartd6 monoton cstkkemegoldasait vizsgaltuk. Megmutattuk, hogy az ilyen
tipusi megoldasok exponencidlis cstkkenési ratdaign a linearizalt egyenlet pozitiv
sajatértéke. Tovabbi simasagi feltételek melletiraptotikus formulat is adtunk a monoton
csokkerd megoldasokra.

Perron és Lettenmeyer erdeményei szerint kvaziimea kdzbnséges
differencialegyenletek-rendszerek béarmely nemtividmegoldasanak Ljapunov-kit&e
egyenb a limeszegyenlet valamely sajatértékének valozéres. A [23] cikkben azt
bizonyitottuk, hogy ha a megoldas nemnegativ, akkiojapunov-kiteé mindig sajatértéke a
limeszegyenletnek, és tartozik hozza nemnegatanator is.

Szadmos dolgozat foglalkozik a logisztikus differ@hegyenletek megoldasainak
aszimptotikus viselkedésével. Korlatos késleltetgstében a vizsgalt egyenletek megoldasai
exponencialisan konvergalnak. A [25] dolgozatbareddigi publikacioktol eltér médszert
alkalmazva megmutatjuk, hogy végtelen késleltesesém a konvergencia gyorsasaga flgg a
kezdeti flggvényil is. Nevezetesen egyes megoldasok exponencialissgsok csak
szubexponencialisan konvergalnak.

A [27] dolgozatban nem-homogén késleltetett diffierélegyenletek megoldésainak
konvergencigjat vizsgaljuk abban az esetben, anakagyenletet egy &l fliggd impulzus
sorozattal perturbdljuk. A korabbi publikicioktdtéed technikat hasznalva szamos korabbi
eredmeényt altalanositottunk. Tovabba bizonyos kbetehatarérték formulat is megadtunk.

A [35] cikk f6 eredménye azt mutatja, hogy Poincaré-féle difidemygyenletek
nemnegativ megoldasainak exponencialis ndoveked#gjar mindig olyan sajatértéke a
limeszegyenletnek, amelyhez nemnegativ sajatvekentozik. A tétel nemnegativ
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esetben pedig visszakapjuk &lela klasszikus Perron-Frobenius-tételt.

[36]-ban egy nemlinearis folytonos valtozoju di#aciaegyenlet heteroklinikus
megoldasait vizsgéltuk. A6feredmeény leirja a heteroklinikus megoldasok astotikus
viselkedését abban az esetben, amikor a megoldasnmantumaban szerépleltolasok
racionalisan fuggetlenek.

A [38] dolgozatban nemlinearis Volterra differeraggenletek megoldasainak
aszimptotikus jellemzését vizsgaltuk. Az eredmémlyaeibban az esetben is alkalmazhatok,
amikor a hozzarendelt lineéaris egyenlet dominamakitarisztikus gyoke tdbbszordés komplex
gyok. Az eredményeink alkalmazasaként szamos pogslanodellegyenlet megoldasainak
aszimptotikus viselkedését vizsgaltuk.

[41]-ben olyan véges dimenzioju linearis homogénffedinciaegyenleteket
vizsgaltunk, amelyek egyitthatéi aszimptotikusamdtansok. Egy Perron-féle eredmény
szerint a nemtrivialis megoldasok exponencialisekidési rataja egyénh limeszegyenlet
valamelyik sajatértékének a modulusaval. A cikkipeegmutattuk, hogy egy adott kipban
haladé megoldashoz tartozo6 névekedési rata mirajiigéstéke a limeszegyenletnek, és ehhez
a sajatertékhez tartozik egy kupbeli sajatvektor is

1. Allapotfiiggd késleltetéd és absztrakt differencialegyenletek

Az [1] cikkben allapotfugd késleltetés differencidlegyenletek kilonbézosztalyaira
alkalmazhaté numerikus approximacioés modszert airggk, és 6sszefoglaltuk a korabbi
approximacios eredményeinket. Modszeriinket  kitetggBik  bizonyos  parcidlis
differencialegyenletekre is, amelyek korfidggopulaciés modellegyenletekkel kapcsolatosak.
Megfogalmaztunk nyitott problémakat a szakaszonkékbnstans argumentumu
differencialegyenletek oszcillacios és stabiliz&didlajdonagaira.

Az [5] dolgozatban linearizalt stabilitdsi tételoghlmaztunk meg allapotfigg
késleltetés neutralis differencialegyenletek egy osztalyaragiutattuk, hogy a nemlinearis
egyenlet trividlis megoldasa exponencialisan stahd a hozzarendelt linearis neutralis
differencialegyenlet trivialis megoldasa exponel&sn stabil. Az eredmeények
alkalmazasaként explicit lokalis stabilitasi téketefogalmaztunk meg.

A [8] dolgozatban a Kneser-tételt altalanositasé@tula meg, valamint egy
0sszehasonlitési tételt fogalmaztunk meg allapgtfigsleltetés differencidlegyenletek egy
osztalyara.

A [9] cikkben allapotflig§ késleltetés differencidlegyenletek stabilitasat vizsgaltuk.
Elégséges feltételt adtunk arra, hogy a nemlinedyy®nlethez hozzarendelt linearis egyenlet
trividlis megoldasanak exponencidlis stabilitasegéredjon a nemlinearis egyenletre. Az
altalanos 6sszehasonlitasi tétel alkalmazasakiampo#iigd késleltetés egyenletek korlatos
(példaul periodikus) megoldasai exponencidlis stabara adtunk elegetdeltételt.

A [24] dolgozatban absztrakt allapotfifggkésleltetés egyenletek megoldasai
paraméterekl valé fliggését, a megoldasok paraméter szerinfferdncialhatésagat
vizsgaltuk olyan esetekre is, amikor a késleltagn korlatos.

A [28] cikkben &llapotfligd késleltetés differencialegyenletek megoldasainak kezdeti
fuggvenysl illetve a kezdeti idponttol valo differencialhatésagat vizsgaltuk. Apk#
eredmények jelefisen megjavitjak kordbbi eredményeinket a kezdetékérszerinti
differencialhatosag tekintetében. illetve az 6elolyan dolgozat, amely erre az
egyenletosztalyra a kezdetbjgbnt szerinti differencialhatésagot vizsgalja.

A [29] dolgozat neutralis allapotfigg késleltetés differencialegyenletek egy
altaldnos osztalydban vizsgélja a megoldasok |sétzéegyérteliiségét és paraméterek
szerinti differencialhatésagat.
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2012-ben Hartung Ferenc megvédte ,Differentiabilitiy solutions with respect to
parameters in differential equations with stateethejgnt delays” cith akadémiai doktori
értekezését [30]. A dolgozatban korabbi eredményeibbfejlesztve retardalt ill. neutralis
allapotfigd késleltetés differencialegyenletek paraméter szerinti diff@iéthatésagara
adott meg elégséges feltételeket, illetve az eregeié alkalmazdsaként kvazi-linearizacios
paraméterbecslési modszer lokalis konvergenciggataita.

lll. Integrélegyenletek és integralegyedillenségek mértékterekben

A [6] dolgozatban Bihari tipustu integrél egyétténségek meértékekre torten
altalanositasat vizsgaljuk. Fél&orlatokat adunk az egyélenség megoldasaira, valamint
tanulmanyozzuk az egyéilenséghez kapcsolodo integrélegyenletek megoldhgti.

A [11] dolgozatban olyan integralegyétienségeket vizsgaltunk absztrakt Lebesgue
integrélt hasznalva, amelyek Bihari tipustu integggkenbtlenségek altalanositasai. Az
egyenbtlenségekben szeréplintegraloperatort konkav fluggvények hatarozzak .mag
tekintett egyerdittienség megoldasaira explicit félskorlatokat adtunk. Tanulményoztuk
tovabba a kapcsolddoé integralegyenlet legkiseblegsagyobb megoldasanak a létezését, a
megoldasok kiterjeszthigtégét, valamint a megoldasok szukcessziv approidwaicvald
eloallithatésagat.

A [12] dolgozatban olyan integralegyétienségeket fogalmaztunk meg és igazoltunk
valésziiségi mértekterekben, amelyek hatterét a diszkréiseie egyewstlenségek
témakorébe tartoz6 néhany egyleinség adja. A nyert eredmények finomitjak a kikss
Jensen egyedtlenséget, valamint a becslések pontossagat igjaiuta

A [31] dolgozatban egy altalanos eljardst dolgozukk a diszkrét Jensen
egyenbtlenség finomitasanak a megadasara konvex és Jdmswmrex flggvényekre. A
modszer a probléma Uj kezelését teszi lialetalkalmazasaval szamos ismert egitiamséeg
megkaphat6 a korabbinal altalanosabb alakban, égy@nbtlenségek generalhatok.

A [32] dolgozatban egy Uj tipusu finomitasadt adjuk diszkrét Jensen
egyenbtlenségnek konvex és Jensen konvex fliggvenyekrebefezetett sorozatok
konvergencidjat is vizsgaljuk egy 6nmagaban is l&sle valdszitiségszamitasi hatier
eredmény segitségével. Az eredményeket alkalmazazukkvazi-aritmetikai kdzepek
monotonitdsanak és konvergenciajanak a tanulmasgoaa

A [33] cikkben a [34] dolgozat eredményeinek a éstimalasaval Uj Cauchy tipusu és
sulyozott kevert kbzepeket értelmeziink. Vizsgahukevezetett kbzepek monotonitasat, és
néhany kapcsol6do figgveny exponencialis konvexségé

A [34] dolgozatban a diszkrét Jensen eg§ahség egy finomitasat adjuk konvex és
Jensen konvex fuggvényekre. Az eredmény kdzosaalaitdsa a Jensen egydiehség
korabbi nevezetes finomitdsainak. Specialis esetekbmegadjuk a bevezetett
egyenbtlenségek konkrét alakjat.

A [40] dolgozatban a [34] dolgozat eredményeire admkodva kvazi-aritmetikai
kozepek finomitasait adjuk. Az eredmények segitggigéltalanositiuk a Holder és
Minkowski egyenbtlenségeket.

IV. Stabilitsvizsgalatok, periodikussag, korlatégses alkalmazasok

A [10] dolgozatban linearis nem konvolulciés tipuédlterra differenciaegyenletek
megoldasai korlatossagat vizsgaltuk. Megmutattolgytha minden megoldas korlatos, akkor
a kernel flggvény egy bizonyos tulajdonsagot téljesmely koézel van a korlatossagot
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biztosito eddigi eredmények feltételéhez. Az eradraket konvollcids esetre is alkalmaztuk.

Tegyuk fel, hogy diszkrét sorozatok két tere ,adntie” egy linearis Volterra-tipusu
operatorra nézve. Ebben az esetben a [19] dolga#avizsgélta, hogy milyen feltételek
mellett lesz a fenti két tér ,admissible” az egytnkezolvens operatorara nézve. A dolgozat
tételei egységes targyalasat adtdk a sulyozottalatés, illetve a sulyozottan konvergens
sorozatok terének, tovabba az altalaban vizsgddomencialisan sulyozott sorozatokon tul
alkalmazhat6ak a lassan valtozo, Ugy nevezett spalpencidlis sorozatokra is.

A [20] dolgozatban linearis Volterra-tipusu diffactaegyenletek aszimptotikusan
periodikus megoldasainak létezését mutattuk megkmmollciés esetben. A bizonyitasok a
diszkrét egyenletek megoldasainak korlatossagar&oésergencigjara vonatkozé korabbi
eredményeinken alapult. Az altalunk alkalmazott azéd hatékonysagat egy korabban méasok
altal vizsgalt specialis példan szemléltettik.

A [21] cikkben olyan késleltetett argumentumu diéiecidlegyenleteket vizsgaltunk,
amelyek fontos szerepet jatszanak a neuralis halkbzméleteben. Megmutattuk, hogy a
fazistér egy ®rii részhalmazabdl induld megoldasok kozelithetegy kozonséges
differencialegyenlet megoldasaival. Az approximacitindig egyenletes véges
intervallumokon, a paraméterek bizonyos tartomaaggbedig egyenletes a teljes végtelen
intervallumon.

A [26] cikkben magasabb retichem autonom differenciaegyenletek megoldasainak p-
0sszegezhéséegeét, vagy mas szoval p-stabilitasat vizsgaljukvizsgalataink alapja egy
korabbi cikkiinkben [16] bevezetett transzformagGaékummer’'s —féle konvergencia teszt.
Az eredményeink alkalmazhatok az aszimptotikusilgtab vizsgalatara is, még abban az
esetben is, amikor az egyutthatok nem korlatoszsbod.

A [37] dolgozatban linearis és nem-linearis Vokerrdifferenciaegyenletek
megoldasainak korlatossagat vizsgaltuk. Konnyeenglizhet kritériumokat adtunk meg,
amelyek esetenként szilkségesek, illetve kdzel égékek is. Az eredmeényeinket példakon
szemléltettik.

Az elmult évtizedben szdmos dolgozat foglalkozik lisearis és nem-lineéris
magasabb rerid differenciaegyenletek periodikus megoldasainaksgddataval. A [39]
dolgozatban tisztan algebrai modszerekkel adturikss&ges és elégséges feltételeket arra
nézve, hogy a vizsgalt egyenletnek létezzék padaimdmegoldasa egyait p periédussal. A
vizsgalataink alapja egy Uj transzformécié ([168mely a vizsgalt magasabb rénd
egyenletet atirja egy specialis formajuéedndi, de magasabb dimenzidés egyenletre. Az
eredmények alkalmazhatésagat példakkal illuszkalju

[42]-ben szikséges és elegénidltételt adtunk arra, hogy egy linearis autonom
k6zonséges differencidlegyenletnek Iétezzen pomidgoldasa egy adott rendekip altal
generalt parcialis rendezésre nézve.

Tovabbi szakmai terveink

A fenti kutatasaink folytataséat tovabbra is tenigzzA 2012-2016 ifiszakra beadott
és elfogadott OTKA palyazatunkban részleteztlik\eetzett munkatervet.
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Egyéb tudoméanyos aktivitdsok

Nemzetk6zi konferencia szervezése (Hartung Fersrigitek Mihaly) ,International
Conference on Differential and Difference Equatiofily 14-17, 2008, Veszprém,
Hungary)” cimmel.

Specialis szekcid szervezése §Bystvan és Hartung Ferenc) a Fifth World Congress
of Nonlinear Analysts (Orlando, Florida, USA, J@y July 9, 2008) konferencian “Theory
and applications of delay differential and diffezerequations” cimmel.

Specialis szekcidé szervezése {Byistvan és Pituk Mihaly) az 18th International
Conference on Difference Equations and Applicati@ercelona, Spain, July 23-27, 2012)
konferencian ‘Asymptotic Behavior and Periodicity of Differencguations” cimmel.

Egyéb tAmogatasok

TET, Magyar-Spanyol kutatasi egyiitikbdés, 4,1 mFt, 2009-2010, témavézet
Krisztin Tibor, résztvetk: Gyori Istvan, Hartung Ferenc, Pituk Mihaly, Rost Géyg&/as
Gabriella, Bartha Ferenc Agoston

Szadmos meghivas konferencidaglas tartdsara, ahol a meghivo fél fizette a résizve
koltségeket illetve azok egy részét.

Hozzajarulok ahhoz, hogy a T732milvantartasi szamu kutatds eredményei alapjaniies
zarojelentésemet, az OTKA Bizottsag nyilvanossdgzza, illetve a tudomanyos kdzosség
szaméara ismert, elérléedrchivumban archivalja.

Veszprém, 2012.oktéber 30.

Dr. Gyri Istvan, témavezét
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