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A szakmai jelentés a kovetkezd részekbdl all:

I. A kutatasi téméaban 2007.07.01-2010.06.30 kozott végzett munka ismertetése
IT. Publikiciok listaja
A kutatasi tervben szerepls témakorokben elért 4j tudoményos eredményeket 1ényegében
a témakorok szerinti bontasban ismertetjiik.

A publikacios lista a kutatocsoport tagjainak 2007.07.01-2010.06.30 k6zott megjelent és
megjelenés alatt 1évé publikacidinak listajat tartalmazza. A beszdmoloban szerepld hivat-
kozasok ezekre a listdkra vonatkoznak.

A kutatasi palyazat 21 senior kutatd tevékenységét fogta Ossze és tamogatta. A kuta-
tocsoport munkajaba az adott kutatasi idgszakban harom fiatal kutato (Gselmann Eszter,
Mako Zita és Varga Adrienn) is bekapcsolodott. Ok a senior kutatok iranyitasa mellett
részben kozos dolgozatokban, részben 6nallé cikkekkel illetve értekezéssel jarultak hozza a
péalyazat eredményeihez. Ko6zos dolgozatok publikalasaval tovabbi fiatal kutatokat (egye-
temi és PhD-hallgatokat) is sikeriilt bevonni a kutatoprogram megvalositasaba.

A kutatocsoport tagjai
— 2007-ben

1 monografiat (Molnar Lajos),
25 referalt tudomanyos dolgozatot (nemzetkozi folyoiratban, vagy konferenciakiad-
vanyban),
1 PhD értekezést (Burai Pal) készitettek;

— 2008-ban

33 referalt tudoméanyos (nemzetkozi folyoiratban, vagy konferenciakiadvanyban) dol-
gozatot készitettek és
1 konyvet szerkesztettek;

— 2009-ben

35 referalt tudoményos (nemzetkozi folyoiratban, vagy konferenciakiadvanyban) dol-
gozatot,
1 PhD értekezést (Mako Zita) készitettek és
1 konyv feldjitott kiadasat szerkesztették;

— 2010-ben

19 referalt tudomanyos (nemzetkozi folydiratban, vagy konferenciakiadvanyban) dol-
gozatot és

1 PhD értekezést (Mészaros Fruzsina) készitettek.
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— 2007. szeptemberében a kutatocsoport, a jelen palyazat, tovabba a K 62316 OTKA
palyazat eszkozeinek felhasznélasaval, 67 hazai és kiilfoldi kutatd részvételével Noszvajon
konferenciat rendezett Conference on Inequalities and Applications 07 elnevezéssel.

— 2008. juniusaban Numbers, Functions, Equations 08 cimmel, 78 hazai és kiilfoldi
kutato részvételével konferenciat rendeztiink Katai Imre és Daroczy Zoltan akadémikusok
70. sziiletésnapja tiszteletére.

— 2008. februarjaban Poroszlon és 2010. februarjaban Zamardiban megrendeztiik a 8.,
illetve 10. Debrecen—Katowice Téli Szemindriumot, amelyen mindkét alkalommal 12-12
debreceni, illetve katowicei kutatd vett részt.

— A fenti rendezvényeken tul szamos kiilfoldi kutatohelyrdl latogattak el Debrecenbe
és tartottak (nem ritkan tobb) elgadast. Ezeknek, és a debreceni kutatok hasonlo latoga-
tasainak koszonhetéen a debreceni kutatocsoport széleskord tudomanyos egyiittmiikodést
épitett ki a kovetkezd kutatohelyekkel: Katowice, Bielsko-Biata (Lengyelorszag); Ljubljana,
Maribor (Szlovénia). A kutatasi idészakban tobb tarsszerzis dolgozat késziilt ezen egyete-
mek kutatoival.

Az alabbiakban kutatési irAnyonként csoportositva és részletezve ismertetjiik a kutato-
csoport eddigi tevékenységét.

1. Algebrai struktarakon értelmezett fiiggvényegyenletek. Kvantumstruktarak-
kal kapcsolatban leirtuk az obszervéabilisek terének Gudder-féle rendezést meg6rzé transz-
formacioit [32]. Meghataroztuk adott Neumann-algebrakhoz tartozo obszervabilisek terei-
nek a maximalis szorast megérz6 linearis bijekcioit [92]|. Leirtuk Hilbert-tér effektek terén
a spektralis rendezést valamint a keveréket megdrzd bijekciokat([99], [95]). Megmutattuk,
hogy a kvantum-allapotok terének azon bijektiv leképezései, amik megérzik a relativ ent-
ropiat mind unitér vagy antiunitér operatorbol szarmaztathatok [85]. Ezen eredményiinket
késsbb kiterjesztettiik olyan leképezések esetére is, melyekrdl nincs feltételezve a bijekti-
vitas [94]. Leirtuk az allapotok terének a Jensen-Shannon divergenciat megérzé bijekeioit
[96].

Hilbert-tér pozitiv szemidefinit operatorai terén meghataroztuk a geometriai-kdzepet, a
harmonikus-kozepet, a parhuzamos 6sszeget, illetve a Lebesgue-felbontast meg6rzé bijektiv
transzformaciokat ([88], [89], [90]). Leirtuk a pozitiv definit operatorok terének Thompson-
és Hilbert-izometriait abban az esetben ha az alapul vett Hilbert-tér legalabb 3-dimenzios
[91]. Eredméyiinket késébb sikeriilt kiterjeszteni a 2-dimenzios esetre is [93].

Meghataroztuk a valosziniiségi eloszlasfiiggvények terének Kolmogorov—-Szmirnov met-
rikdra vonatkozo izometriait [33], valamint leirtuk a korlatos frame-fiiggvények terének
izometriait [84].

[gazoltuk egy korabbi sejtésiinket Hilbert-tér adott dimenzios alterein értelmezett olyan
transzformaciok szerkezetére vonatkozoan, melyek meg6rzik az tn. principalis szogeket
[86].

A Hilbert-tér projekciok terén bevezettiink egy kvantmmechanikai motivacioja uj metri-
kat (Santos-metrika) és leirtuk a kapcsol6do izometridkat [97].

Meghatéaroztuk az 6nadjungalt operatorok terén az 1-hossztasagu absztrakt elemi operéato-
rokat a linearitas feltételezése nélkiil [98]. Leirtuk matrixalgebrak azon linearis leképezéseit,
melyek megdrzik a konstans faktor erejéig valo kommutalas relaciojat [87].
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2007-ben a Springer Kiad6é Lecture Notes in Mathematics sorozataban megjelentette
Molnar Lajos korabbi munkéassagat attekinté monografiajat [83].

Specialis algebrai strukturakon vizsgaltuk a Hosszu-féle fiiggvényegyenletet és meghata-
roztuk pexiderizalt valtozatanak Osszes megoldasat [58]. A Hosszu-féle fiiggvényegyenletet
a Gauss- ¢s az Einsenstein-egészek halmaza felett is megoldottuk [43].

Vizsgaltuk a spektréalszintézis teljesiilését kompakt csoportokon. Eredményeink alkalma-
zasaként meghataroztuk a D’Alembert-féle fiiggvényegyenlet folytonos megoldasait kom-
pakt csoportokon [111]. Bebizonyitottuk, hogy egy diszkrét Abel-csoporton spektral-
szintézis akkor és csak akkor teljesiil, ha a csoport torzio-mentes rangja véges [57].

Fiiggvényegyenletek hipercsoportokra valo értelmézését, vizsgalatat kezdeményezte Szé-
kelyhidi kezdeményezte egy 2003-as dolgozatdban. A témakoér legtijabb fejleményeiként
meghataroztuk a tobbvaltozés polinomialis hipercsoportok additiv illetve exponencialis
fiiggvényeit, tovabbd megmutattuk, hogy ezeken a struktirakon teljesiil a spektral-analizis
és a spektrél-szintézis [112]. Meghatéaroztuk a Sturm-Liouville tipust hipercsoportok ad-
ditiv, exponencialis és momentum-fiiggvényeit is [106].

A valoészintiségeloszlasok karakterizécios problémai alapvetd, a fliggvényegyenletek elmé-
letével megvalaszolhatd kérdéseket vetnek fel. TLukacs klasszikus eredménye szerint két
fiiggetlen valdszintiségi valtoz6 akkor és csak akkor normalis eloszlasi, ha Gsszegiik és kii-
16nbségiik fiiggetlen. A 3 es v eloszlasokra vonatkozo ezzel analog tételeket sikeriilt igazolni
a [59], [60], [61], [100] és [101] dolgozatokban. Az modszerek és eredmények a Jarai-fele
regularitasi elmélet eszkozeit intenziven és mélyen felhasznaljak. Mészaros Fruzsina Ph.D.
értekezése [102] is ebben a témakorben késziilt.

2. Fiiggvényosszetételeket tartalmazo egyenletek és alkalmazasaik a k6zépér-
tékek elméletében. Jelentds el6rehaladas tortént a kiilonféle kozépértékosztalyokra vo-
natkozo Matkowski-Sut6 tipust problémék, illetve invariancia egyenletek megoldasaban.
Ez megnyitotta annak lehetGségét, hogy stilyozott kvazi-aritmetikai kozepeket tartalmazo
fiiggvényegyenleteket igen behatoan vizsgaljunk. Ennek kapcsan a valos fiiggvények elméle-
tének klasszikus fogalomalkotasai és eredményei is felhasznélasra keriiltek. Az egyik tobb-
féle szemponthol is vizsgalt fliggvénydsszetételeket is tartalmazé egyenlet az Gn. invariancia
egyenlet, amelyet tobb kézépértékosztalyokban sikeriilt megoldani. A [5], illetve [8] dolgo-
zatokban az invariancia egyenletet Gini, illetve Stolarsky kézepekre (amelyek a hatvany-
kozepek fogalmat altalanositjak kétféle modon) oldottuk meg computeralgebrai eszkozoket
(a Maple V programcsomagot) felhasznalva. Az itt alkalmazott modszer tjszertisége és al-
kalmazhatosaga varhatoan tovabbi hasonlo problémak megoldésahoz is elvezethet. [6]-ban
az invariancia egyenletet a Matkowski altal bevezetett altalanositott kvaziaritmetikai koze-
pekre oldottuk meg négyszeri differencidlhatosagi feltevések mellett. Nyitott kérdés, hogy
az itteni regularitasi feltevések gyengitheték-e. Az invariancia egyenletet a kvaziaritmetikai
kozepek egy masik fajta (egy fiiggvénnyel és egy mértékkel meghatarozott) altanositasara
nézve oldottuk meg a [81] dolgozatban. Ugyanebben a kozépértékosztalyban az egyenldség
problémat is sikeriilt megoldani [80]-ban.

Az invariancia egyenlet soran fellépd fliggvényosszetétel-mentes egyenletek vizsgalata so-
ran is lényeges eredmények sziilettek. A [20],[22], [25], [26], [27], [28], [29], [113], [114]
dolgozatokban a regularitasi feltételek gyengitésével a legaltalanosabb megoldasok megha-
tarozasa is sikeriilt. Silyozott szdmtani kézepeket és azok Gauss-kompoziciojat tartalmazo
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fiiggvényegyenletek ekvivalencidjat a sily-paraméterek algebrai tulajdonsagaival jellemez-
tiik a [30] dolgozatban. Az ebben a témakorben elért eredményeikbdl készitette Burai Pél
és Mako Zita PhD értekezését ([19], [79]).

Két fiiggvénytdl és egy valosziniiségi mértéktol fiiggd kétvaltozos kozépértékek osztalya-
ban a homogén kozepek a leirdsdban is tobb eredmény sziiletett. Itt 1ényeges eltérés van
(valtozokban) szimmetrikus kozepek és a nem szimmetrikus eset kozott. A szimmetrikus
eset 1ényegesen nehezebb, itt a szerepld fiiggvények hatszori folytonos differencidlhatosiga
mellett sikeriilt meghatarozni két specialis mérték esetén a homogén kozepeket [68]. A nem
szimmetrikus kozepeknél a generalo fiiggvények haromszori differencialhatosigat tételeztiik
fel. Ez esetben sikeriilt tetszGleges, egy alkalmas momentumfeltételt teljesité valoszintiségi
mérték esetén megtalalni az 6sszes homogén kozepet [67].

A kvaziaritmetikai kozepek Aczél-féle altalanositasaban bevezetett biszimmetria-egyenlet
vizsgalata is tijabb vizsgéalatokat inspiralt. Ezeknek a vizsgalatoknak az eredményét, ame-
lyek kiterjesztési tételek allitanak a biszimmetria-egyenletre nézve, a [53], [54] és [55] dol-
gozatok tartalmazzak.

Informacioelméleti hattertd fiiggvényegyenletekkel tobb dolgozatban is foglalkozunk.
Megadtuk a Shannontol szirmazo6 entropia egyenlet altaldnos és folytonos megoldasait, és
ezek altalanositasat [41]. Eredményeket értiink el a paraméteres informacio alapegyenlettel
kapcsolatban, ezeknek pedig kdvetkezményei vannak bizonyos rekurziv informaciomértékek
stabilitdsara vonatkozoan [42].

Egy Marshall és Olkin altal felvetett probléma megoldésaként jellemeztiik az exponen-
cidlis eloszlast, fiiggvényegyenletes eszkozoket hasznalva [75]. A polinomfiiggvények integ-
ralegyenletekkel valo jellemzését talaltuk |107|-ban. Egy a Shannon és Rényi entropidkkal
kapcsolatos fiiggvényegyenlet folytonos és altalanos megoldasait is leirtuk [1].

3. Egyenl&tlenségek, altalanositott konvexitas. Részben palydzatunk résztveviinek
szerkesztésében, a Birkhaduser Kiad6 gondozasaban jelent meg a General Inequalities konfe-
renciasorozat 2007. évi rendezvényének, a kutatocsoportunk altal szervezett Conference on
Inequalities and Applications ’07 konferencia bizonyos résztvevéinek dolgozatait tartalmazo
Inequalities and Applications cimii kétet [10].

Az Hermite-Hadamard egyenlGtlenséget, amely egy konvex fiiggvény integralatlaga és
bizonyos fliggvényértékei kozott teljesiil, tobbféle képpen altalanositottuk. A szimplexeken
teljesiils Hermite-Hadamard egyenldtlenségeket igazoltunk a [11] cikkben. Csebisev, il-
letve Beckenbach-rendszerekre nézve konvex fiiggvényekkel kapcsolatos Hermite-Hadamard
egyenlGtlenségeket bizonyitottunk [12]-ben és [13]-ben. Az Hermite-Hadamard egyenl&t-
lenségrdl konstans hibatag esetén Nikodem, Riedel és Sahoo megmutatta, hogy nem stabil.
Azonban ha a hibatag a valtozoknak els6foki homogén fiiggvénye, akkor [52]-ben kimutat-
tuk, hogy az Hermite-Hadamard egyenlGtlenség stabil marad. A magasabb-rendid konve-
xités jellemzését hasonlo rendd Hermite-Hadamard egyenlStlenségekkel sikeriilt kimutatni
[14]-ben. Az Hermite-Hadamard egyenlGtlenség altalanositasanak hatarait sikeriilt tisz-
tazni [34]-ben.

Hazy és Pales egy 2004-es cikkében a kozelitSleg Jensen és kozelitGleg konvex fiiggvények
kapcsolatat tarta fel és ebben az tin. Takagi-fiiggvény szerepét (ami egy kozismert folytonos,
de seholsem differencialhato fiiggvény). Eredményiik t-konvex fiiggvényekre vald altalano-
sitasa talalhato a [44], [45] dolgozatokban. A t-konvexitas vizsgalatanal fellépé hibabecslés
élességének igazolasdhoz a Takagi, vagy mas néven Van der Waerden-féle fiiggvény Pales
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altal 2003-ban megsejtett kozelits-konvexitasi tulajdonsagait a [15] dolgozatban igazoltuk.
Ezt az eredményt altalanositva, a Takagi-tipusu fiiggvények széles osztalyaban igazoltuk a
megfelel kozelits-konvexitasi tulajdonsagot [78].

A Beckenbach-féle konvexitassal kapcsolatos Hahn—Banach-tipusi elvalasztési tételeket
nyertiink a [103] cikkben. A kétdimenzios konvex halmazok feletti Beckenbach-csaladok
szerint vett konvex fiiggvények regularitasi tulajdonsagat vizsgaltuk [2]|-ben.

A Jensen-konvexitas és konvexitas kapcsolatat leird alapvetd Bernstein—Doetsch-tételt
sikeriilt kiterjeszteni s-konvex, Breckner-féle s-konvex és Orlicz-konvex fiiggvényekre a [23],
[24], [47], [49], [50] és [51] dolgozatokban. A t-kvaziaffin fiiggvények tulajdonsagait vizsgal-
tuk [104]-ban.

Tobb eredménnyel jarultunk hozzé az altalanositott konvex fiiggvények elméletéhez. Jen-
sen konvexitési fogalmabol, valamint annak Wright és Popoviciu altal tekintett altalanosi-
tasaibol kiindulva 1j értelemben vett magasabb rendben konvex fiiggvények osztélyait de-
finialtuk és irtuk le szisztematikusan [36]-ban. Sikeriilt megtalalni és igazolni a magasabb-
rendben Wight-konvex fiiggvények dekompozicios tételét, amely szerint az ilyen fiiggvények
el6allnak egy ugyanolyan rendben konvex és egy kisebb foku altalanositott polinom &ssze-
gekeént [76].

A nemkonvexitas egy 1j jellemzésével tobbféle kvaziaritmetikai k6zépbdl Gsszetett koze-
pek Osszehasonlitasi problamajat sikeriilt megoldani [31]-ban. A kvziaritmetikai kozepek
nem-egyenld silyok melletti 6sszehasonlithatosaganak feltételeit talaltuk [77]-ban. Az un.
L-konjugalt kozepek 6sszehasonlitaséanak sziikséges és elegend feltételeit [9]-ben dolgoztuk
ki.

A Hahn—Banach féle elvalasztasi tételt kiterjesztettiik olyan halmazok lokalis szeparacio-
jara, amelyek konvex halmazok differencidlhato fliggvény szerint vett inverz képeként allnak
els [7]. Ebbdl az eredménybdl a Lagrange-féle multiplikator-tétel is azonnal kivetkezik.

A két fiiggvénnyel és egy mértékkel meghatarozott kdzepek osztalyanak Gsszehasonlitasi
problémajat is megoldottuk [70]-ban. A vizsgalatok ujszertisége a kozepek egyenldségére
vonatkozo invariansok bevezetése, és a feltételek egy részének ezek segitségével vald megfo-
galmazasa. A paraméteres kozepek egy osztalyaban az Gsszehasonlitas feltételeit [21]-ban
sikeriilt leirni. Stolarsky-kézepekbdl képzett hanyadosok Gsszehasonlitasaban [69]-ben ér-
tiink el eredményeket.

4. Stabilitaselmélet. A filiggvényegyenletek stabilitdselméletének alapproblémaja an-
nak igazoldsa, hogy ha egy egyenlet jobb és baloldala valamilyen értelmben kicsit tér el
egymastol, akkor az ismeretlen fliggvények kizel vannak a pontos egyenlet valamilyen meg-
olddsdhoz. A témakor alaperedménye a Cauchy-fiiggvényegyenlet Hyers—Ulam-féle stabi-
litdsi tétele. Ennek a tételnek szamos mas fiiggvényegyenletre vonatkozo altalanositésa
ismert,.

Egy iterativ fiiggvényegyenletre vonatkoz6 stabilitasi tétel segitségével igazoltuk a
Cauchy-egyenlet és mas fliggvényegyenletek Hyers-Ulam értelemben vett stabilitasat gru-
poidokon értelmezett grupoidokba képezd fiiggvények esetén [35].

Igazoltuk az informéacié paraméteres alapegyenletének stabilitasat illetve hiperstabilita-
sat a paraméter értékétdl illetve az egyenlet valamint az ismeretlen fliggvény értelmezési
tartomanyatol fiiggéen ([40], [38], [39], [42]).
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Bizonyos alapvetd sikbeli algebrai gorbék esetén megmutattuk, hogy ha egy valos addi-
tiv fiiggvény a tekintett gorbe egy szakaszan korlatos hibaval teljesiti a deriviciok feltételes
(vagy egyvaltozos) egyenletét, akkor elGall egy derivacio és egy linearis fiiggvény Osszege-
ként. Ebbdl stabilitasi tételt nyertiink a derivaciok ilyen jellegii karakterizacioira [16].

5. Altalanositott metrikak. Megmutattuk, hogy egy véges dimenzios valos vektortéren
adott pozitiv, pozitiv homogén és a nemzérus vektorok halmazan sima normabdl szarmazo
metrikus tenzor nemelfajultsaga pozitiv definitséget von maga utén |72].

Uj interpretaciot adtunk az Ehresmann-konnexiok néhany fontos geometriai adatéara
(tenzio, erds torzio) [108]. ,,J6” metrikus derivaltak egy csaladjat hataroztuk meg a Moor—
Vanstone-féle altalanositott Finsler-metrikdk esetén; a ,,josag” — informalisan — azt jelenti,
hogy a kovarians derivalt természetes moédon csatolt egy, csakis a metrikus tenzortol fiiggs,
Ehresmann-konnexiohoz |73].

Bemutattuk, hogyan épithetd ki differencialkalkulus olyan végtelen dimenziés sokasagon,
amelynek modelltere (Hilbert- vagy Banach-tér helyett) altalanos lokalisan konvex topolo-
gikus vektortér. Technikailag az ismerteknél részletesebben kidolgozott bizonyitast adtunk
a differencidloperatorokat koordinatamentesen jellemz§ Peetre—Carleson-tételre. Megmu-
tattuk, hogy a Chern-Rund-féle kovarians derivalas interpretalhato a bazissokasag folotti
differencialoperatorként [110]. Az érintd nyalabokon valé kalkulussal és a projektiv metri-
zalhatosaggal kapcsolatban [109]-ban értiink el eredményeket.

6. Egyéb kutatasok. Ezen cimsz6 alatt olyan kutatasokrol és eredményekrsl szamo-
lunk be, amelyek megfelelnek a kutatasi programnak, de nem tartoznak a fenti nagyobb
témakorokbe. Ugyancsak megemlitjiik azokat a kbzleményeket, amelyek téméajukat tekintve
nem szerepeltek az eredeti palyazati tervben, de amelyeket a péalyazat eszkdzei segitettek a
megvalosulasukban.

Gilanyi Attila szerkesztésében tjra megjelentettiik Marek Kuczma [56] konyvét, amely
mara a fiiggvényegyenletek és egyenl6tlenségek elméletének vilagszerte ismert és alapvetd
kézikonyve lett.

Uj, elegendé feltételt adtunk arra, hogy egy valosegyiitthatos reciprok polinom Gsszes
zérushelye az egységkorvonalon legyen [65]. Talaltunk egy paratlan fokszamu self-inverziv
polinom egyiitthatdira vonatkozé egyenlGtlenséget, melynek teljesiilése esetén a polinom
Osszes zérushelye az egységkorvonalon van [66], [71].

A [63] és [64] cikkek téméaja az 6rokl6ds grafalgebrak Grothendieck csoportjan értelmezett
Coxeter transzformécié spektralis tulajdonsagainak vizsgalata. Ezzel kapcsolatban sikeriilt
belatni, hogy a kormentesen iranyitott altaldnositott csillag grafokhoz tartozo spektralis
sugarak Salem szdmok, valamint megadni a grafokhoz tartozo spektralis sugarak fels§ és
also korlatjat, és bizonyos iranyitott grafokhoz tartozo spektralis sugar valtozasokat.

Vizsgaltuk, hogy két relacié metszetes konvolicidja a tekintett relaciok mely alapvetd
tulajdonsagait 6rokli meg [18]. A parcialisan rendezett halmazokbeli teljességfogalmakat
elemeztiik [17]-ben.

Debrecen, 2010. jinius 10. (A témavezets alairasa)
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