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I. A kutatási témában 2007.07.01�2010.06.30 között végzett munka ismertetése
II. Publikációk listája

A kutatási tervben szerepl® témakörökben elért új tudományos eredményeket lényegében
a témakörök szerinti bontásban ismertetjük.

A publikációs lista a kutatócsoport tagjainak 2007.07.01�2010.06.30 között megjelent és
megjelenés alatt lév® publikációinak listáját tartalmazza. A beszámolóban szerepl® hivat-
kozások ezekre a listákra vonatkoznak.

A kutatási pályázat 21 senior kutató tevékenységét fogta össze és támogatta. A kuta-
tócsoport munkájába az adott kutatási id®szakban három �atal kutató (Gselmann Eszter,
Makó Zita és Varga Adrienn) is bekapcsolódott. �k a senior kutatók irányítása mellett
részben közös dolgozatokban, részben önálló cikkekkel illetve értekezéssel járultak hozzá a
pályázat eredményeihez. Közös dolgozatok publikálásával további �atal kutatókat (egye-
temi és PhD-hallgatókat) is sikerült bevonni a kutatóprogram megvalósításába.

A kutatócsoport tagjai

� 2007-ben

1 monográ�át (Molnár Lajos),
25 referált tudományos dolgozatot (nemzetközi folyóiratban, vagy konferenciakiad-

ványban),
1 PhD értekezést (Burai Pál) készítettek;

� 2008-ban

33 referált tudományos (nemzetközi folyóiratban, vagy konferenciakiadványban) dol-
gozatot készítettek és

1 könyvet szerkesztettek;

� 2009-ben

35 referált tudományos (nemzetközi folyóiratban, vagy konferenciakiadványban) dol-
gozatot,

1 PhD értekezést (Makó Zita) készítettek és
1 könyv felújított kiadását szerkesztették;

� 2010-ben

19 referált tudományos (nemzetközi folyóiratban, vagy konferenciakiadványban) dol-
gozatot és

1 PhD értekezést (Mészáros Fruzsina) készítettek.
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� 2007. szeptemberében a kutatócsoport, a jelen pályázat, továbbá a K 62316 OTKA
pályázat eszközeinek felhasználásával, 67 hazai és külföldi kutató részvételével Noszvajon
konferenciát rendezett Conference on Inequalities and Applications '07 elnevezéssel.

� 2008. júniusában Numbers, Functions, Equations '08 címmel, 78 hazai és külföldi
kutató részvételével konferenciát rendeztünk Kátai Imre és Daróczy Zoltán akadémikusok
70. születésnapja tiszteletére.

� 2008. februárjában Poroszlón és 2010. februárjában Zamárdiban megrendeztük a 8.,
illetve 10. Debrecen�Katowice Téli Szemináriumot, amelyen mindkét alkalommal 12-12
debreceni, illetve katowicei kutató vett részt.

� A fenti rendezvényeken túl számos külföldi kutatóhelyr®l látogattak el Debrecenbe
és tartottak (nem ritkán több) el®adást. Ezeknek, és a debreceni kutatók hasonló látoga-
tásainak köszönhet®en a debreceni kutatócsoport széleskör¶ tudományos együttm¶ködést
épített ki a következ® kutatóhelyekkel: Katowice, Bielsko-Biaªa (Lengyelország); Ljubljana,
Maribor (Szlovénia). A kutatási id®szakban több társszerz®s dolgozat készült ezen egyete-
mek kutatóival.

Az alábbiakban kutatási irányonként csoportosítva és részletezve ismertetjük a kutató-
csoport eddigi tevékenységét.

1. Algebrai struktúrákon értelmezett függvényegyenletek. Kvantumstruktúrák-
kal kapcsolatban leírtuk az obszervábilisek terének Gudder-féle rendezést meg®rz® transz-
formációit [32]. Meghatároztuk adott Neumann-algebrákhoz tartozó obszervábilisek terei-
nek a maximális szórást meg®rz® lineáris bijekcióit [92]. Leírtuk Hilbert-tér e�ektek terén
a spektrális rendezést valamint a keveréket meg®rz® bijekciókat([99], [95]). Megmutattuk,
hogy a kvantum-állapotok terének azon bijektív leképezései, amik meg®rzik a relatív ent-
rópiát mind unitér vagy antiunitér operátorból származtathatók [85]. Ezen eredményünket
kés®bb kiterjesztettük olyan leképezések esetére is, melyekr®l nincs feltételezve a bijekti-
vitás [94]. Leírtuk az állapotok terének a Jensen-Shannon divergenciát meg®rz® bijekcióit
[96].

Hilbert-tér pozitív szemide�nit operátorai terén meghatároztuk a geometriai-közepet, a
harmonikus-közepet, a párhuzamos összeget, illetve a Lebesgue-felbontást meg®rz® bijektív
transzformációkat ([88], [89], [90]). Leírtuk a pozitív de�nit operátorok terének Thompson-
és Hilbert-izometriáit abban az esetben ha az alapul vett Hilbert-tér legalább 3-dimenziós
[91]. Eredméyünket kés®bb sikerült kiterjeszteni a 2-dimenziós esetre is [93].

Meghatároztuk a valószín¶ségi eloszlásfüggvények terének Kolmogorov�Szmirnov met-
rikára vonatkozó izometriáit [33], valamint leírtuk a korlátos frame-függvények terének
izometriáit [84].

Igazoltuk egy korábbi sejtésünket Hilbert-tér adott dimenziós alterein értelmezett olyan
transzformációk szerkezetére vonatkozóan, melyek meg®rzik az ún. principális szögeket
[86].

A Hilbert-tér projekciók terén bevezettünk egy kvantmmechanikai motivációjú új metri-
kát (Santos-metrika) és leírtuk a kapcsolódó izometriákat [97].

Meghatároztuk az önadjungált operátorok terén az 1-hosszúságú absztrakt elemi operáto-
rokat a linearitás feltételezése nélkül [98]. Leírtuk mátrixalgebrák azon lineáris leképezéseit,
melyek meg®rzik a konstans faktor erejéig való kommutálás relációját [87].
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2007-ben a Springer Kiadó Lecture Notes in Mathematics sorozatában megjelentette
Molnár Lajos korábbi munkásságát áttekint® monográ�áját [83].

Speciális algebrai struktúrákon vizsgáltuk a Hosszú-féle függvényegyenletet és meghatá-
roztuk pexiderizált változatának összes megoldását [58]. A Hosszú-féle függvényegyenletet
a Gauss- és az Einsenstein-egészek halmaza felett is megoldottuk [43].

Vizsgáltuk a spektrálszintézis teljesülését kompakt csoportokon. Eredményeink alkalma-
zásaként meghatároztuk a D'Alembert-féle függvényegyenlet folytonos megoldásait kom-
pakt csoportokon [111]. Bebizonyítottuk, hogy egy diszkrét Abel-csoporton spektrál-
szintézis akkor és csak akkor teljesül, ha a csoport torzió-mentes rangja véges [57].

Függvényegyenletek hipercsoportokra való értelmézését, vizsgálatát kezdeményezte Szé-
kelyhidi kezdeményezte egy 2003-as dolgozatában. A témakör legújabb fejleményeiként
meghatároztuk a többváltozós polinomiális hipercsoportok additív illetve exponenciális
függvényeit, továbbá megmutattuk, hogy ezeken a struktúrákon teljesül a spektrál-analízis
és a spektrál-szintézis [112]. Meghatároztuk a Sturm�Liouville típusú hipercsoportok ad-
ditív, exponenciális és momentum-függvényeit is [106].

A valószín¶ségeloszlások karakterizációs problémái alapvet®, a függvényegyenletek elmé-
letével megválaszolható kérdéseket vetnek fel. Lukács klasszikus eredménye szerint két
független valószín¶ségi változó akkor és csak akkor normális eloszlású, ha összegük és kü-
lönbségük független. A β es γ eloszlásokra vonatkozó ezzel analóg tételeket sikerült igazolni
a [59], [60], [61], [100] és [101] dolgozatokban. Az módszerek és eredmények a Járai-féle
regularitási elmélet eszközeit intenzíven és mélyen felhasználják. Mészáros Fruzsina Ph.D.
értekezése [102] is ebben a témakörben készült.

2. Függvényösszetételeket tartalmazó egyenletek és alkalmazásaik a középér-
tékek elméletében. Jelent®s el®rehaladás történt a különféle középértékosztályokra vo-
natkozó Matkowski-Sutô típusú problémák, illetve invariancia egyenletek megoldásában.
Ez megnyitotta annak lehet®ségét, hogy súlyozott kvázi-aritmetikai közepeket tartalmazó
függvényegyenleteket igen behatóan vizsgáljunk. Ennek kapcsán a valós függvények elméle-
tének klasszikus fogalomalkotásai és eredményei is felhasználásra kerültek. Az egyik több-
féle szempontból is vizsgált függvényösszetételeket is tartalmazó egyenlet az ún. invariancia
egyenlet, amelyet több középértékosztályokban sikerült megoldani. A [5], illetve [8] dolgo-
zatokban az invariancia egyenletet Gini, illetve Stolarsky közepekre (amelyek a hatvány-
közepek fogalmát általánosítják kétféle módon) oldottuk meg computeralgebrai eszközöket
(a Maple V programcsomagot) felhasználva. Az itt alkalmazott módszer újszer¶sége és al-
kalmazhatósága várhatóan további hasonló problémák megoldásához is elvezethet. [6]-ban
az invariancia egyenletet a Matkowski által bevezetett általánosított kváziaritmetikai köze-
pekre oldottuk meg négyszeri di�erenciálhatósági feltevések mellett. Nyitott kérdés, hogy
az itteni regularitási feltevések gyengíthet®k-e. Az invariancia egyenletet a kváziaritmetikai
közepek egy másik fajta (egy függvénnyel és egy mértékkel meghatározott) áltánosítására
nézve oldottuk meg a [81] dolgozatban. Ugyanebben a középértékosztályban az egyenl®ség
problémát is sikerült megoldani [80]-ban.

Az invariancia egyenlet során fellép® függvényösszetétel-mentes egyenletek vizsgálata so-
rán is lényeges eredmények születtek. A [20],[22], [25], [26], [27], [28], [29], [113], [114]
dolgozatokban a regularitási feltételek gyengítésével a legáltalánosabb megoldások megha-
tározása is sikerült. Súlyozott számtani közepeket és azok Gauss-kompozícióját tartalmazó
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függvényegyenletek ekvivalenciáját a súly-paraméterek algebrai tulajdonságaival jellemez-
tük a [30] dolgozatban. Az ebben a témakörben elért eredményeikb®l készítette Burai Pál
és Makó Zita PhD értekezését ([19], [79]).

Két függvényt®l és egy valószín¶ségi mértékt®l függ® kétváltozós középértékek osztályá-
ban a homogén közepek a leírásában is több eredmény született. Itt lényeges eltérés van
(változókban) szimmetrikus közepek és a nem szimmetrikus eset között. A szimmetrikus
eset lényegesen nehezebb, itt a szerepl® függvények hatszori folytonos di�erenciálhatósága
mellett sikerült meghatározni két speciális mérték esetén a homogén közepeket [68]. A nem
szimmetrikus közepeknél a generáló függvények háromszori di�erenciálhatóságát tételeztük
fel. Ez esetben sikerült tetsz®leges, egy alkalmas momentumfeltételt teljesít® valószín¶ségi
mérték esetén megtalálni az összes homogén közepet [67].

A kváziaritmetikai közepek Aczél-féle általánosításaban bevezetett biszimmetria-egyenlet
vizsgálata is újabb vizsgálatokat inspirált. Ezeknek a vizsgálatoknak az eredményét, ame-
lyek kiterjesztési tételek állítanak a biszimmetria-egyenletre nézve, a [53], [54] és [55] dol-
gozatok tartalmazzák.

Információelméleti hátter¶ függvényegyenletekkel több dolgozatban is foglalkozunk.
Megadtuk a Shannontól származó entrópia egyenlet általános és folytonos megoldásait, és
ezek általánosítását [41]. Eredményeket értünk el a paraméteres információ alapegyenlettel
kapcsolatban, ezeknek pedig következményei vannak bizonyos rekurzív információmértékek
stabilitására vonatkozóan [42].

Egy Marshall és Olkin által felvetett probléma megoldásaként jellemeztük az exponen-
ciális eloszlást, függvényegyenletes eszközöket használva [75]. A polinomfüggvények integ-
rálegyenletekkel való jellemzését találtuk [107]-ban. Egy a Shannon és Rényi entropiákkal
kapcsolatos függvényegyenlet folytonos és általános megoldásait is leírtuk [1].

3. Egyenl®tlenségek, általánosított konvexitás. Részben pályázatunk résztvev®inek
szerkesztésében, a Birkhäuser Kiadó gondozásában jelent meg a General Inequalities konfe-
renciasorozat 2007. évi rendezvényének, a kutatócsoportunk által szervezett Conference on
Inequalities and Applications '07 konferencia bizonyos résztvev®inek dolgozatait tartalmazó
Inequalities and Applications cím¶ kötet [10].

Az Hermite�Hadamard egyenl®tlenséget, amely egy konvex függvény integrálátlaga és
bizonyos függvényértékei között teljesül, többféle képpen általánosítottuk. A szimplexeken
teljesül® Hermite�Hadamard egyenl®tlenségeket igazoltunk a [11] cikkben. Csebisev, il-
letve Beckenbach-rendszerekre nézve konvex függvényekkel kapcsolatos Hermite�Hadamard
egyenl®tlenségeket bizonyítottunk [12]-ben és [13]-ben. Az Hermite�Hadamard egyenl®t-
lenségr®l konstans hibatag esetén Nikodem, Riedel és Sahoo megmutatta, hogy nem stabil.
Azonban ha a hibatag a változóknak els®fokú homogén függvénye, akkor [52]-ben kimutat-
tuk, hogy az Hermite�Hadamard egyenl®tlenség stabil marad. A magasabb-rend¶ konve-
xitás jellemzését hasonló rend¶ Hermite�Hadamard egyenl®tlenségekkel sikerült kimutatni
[14]-ben. Az Hermite�Hadamard egyenl®tlenség általánosításának határait sikerült tisz-
tázni [34]-ben.

Házy és Páles egy 2004-es cikkében a közelít®leg Jensen és közelít®leg konvex függvények
kapcsolatát tárta fel és ebben az ún. Takagi-függvény szerepét (ami egy közismert folytonos,
de seholsem di�erenciálható függvény). Eredményük t-konvex függvényekre való általáno-
sítása található a [44], [45] dolgozatokban. A t-konvexitás vizsgálatánál fellép® hibabecslés
élességének igazolásához a Takagi, vagy más néven Van der Waerden-féle függvény Páles
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által 2003-ban megsejtett közelít®-konvexitási tulajdonságait a [15] dolgozatban igazoltuk.
Ezt az eredményt általánosítva, a Takagi-típusú függvények széles osztályában igazoltuk a
megfelel® közelít®-konvexitási tulajdonságot [78].

A Beckenbach-féle konvexitással kapcsolatos Hahn�Banach-típusú elválasztási tételeket
nyertünk a [103] cikkben. A kétdimenziós konvex halmazok feletti Beckenbach-családok
szerint vett konvex függvények regularitási tulajdonságát vizsgáltuk [2]-ben.

A Jensen-konvexitás és konvexitás kapcsolatát leíró alapvet® Bernstein�Doetsch-tételt
sikerült kiterjeszteni s-konvex, Breckner-féle s-konvex és Orlicz-konvex függvényekre a [23],
[24], [47], [49], [50] és [51] dolgozatokban. A t-kvázia�n függvények tulajdonságait vizsgál-
tuk [104]-ban.

Több eredménnyel járultunk hozzá az általánosított konvex függvények elméletéhez. Jen-
sen konvexitási fogalmából, valamint annak Wright és Popoviciu által tekintett általánosí-
tásaiból kiindulva új értelemben vett magasabb rendben konvex függvények osztályait de-
�niáltuk és írtuk le szisztematikusan [36]-ban. Sikerült megtalálni és igazolni a magasabb-
rendben Wight-konvex függvények dekompozíciós tételét, amely szerint az ilyen függvények
el®állnak egy ugyanolyan rendben konvex és egy kisebb fokú általánosított polinom össze-
geként [76].

A nemkonvexitás egy új jellemzésével többféle kváziaritmetikai középb®l összetett köze-
pek összehasonlítási problámáját sikerült megoldani [31]-ban. A kvziaritmetikai közepek
nem-egyenl® súlyok melletti összehasonlíthatóságának feltételeit találtuk [77]-ban. Az ún.
L-konjugált közepek összehasonlításának szükséges és elegend® feltételeit [9]-ben dolgoztuk
ki.

A Hahn�Banach féle elválasztási tételt kiterjesztettük olyan halmazok lokális szeparáció-
jára, amelyek konvex halmazok di�erenciálható függvény szerint vett inverz képeként állnak
el® [7]. Ebb®l az eredményb®l a Lagrange-féle multiplikátor-tétel is azonnal következik.

A két függvénnyel és egy mértékkel meghatározott közepek osztályának összehasonlítási
problémáját is megoldottuk [70]-ban. A vizsgálatok újszer¶sége a közepek egyenl®ségére
vonatkozó invariánsok bevezetése, és a feltételek egy részének ezek segítségével való megfo-
galmazása. A paraméteres közepek egy osztályában az összehasonlítás feltételeit [21]-ban
sikerült leírni. Stolarsky-közepekb®l képzett hányadosok összehasonlításában [69]-ben ér-
tünk el eredményeket.

4. Stabilitáselmélet. A függvényegyenletek stabilitáselméletének alapproblémája an-
nak igazolása, hogy ha egy egyenlet jobb és baloldala valamilyen értelmben kicsit tér el
egymástól, akkor az ismeretlen függvények közel vannak a pontos egyenlet valamilyen meg-
oldásához. A témakör alaperedménye a Cauchy-függvényegyenlet Hyers�Ulam-féle stabi-
litási tétele. Ennek a tételnek számos más függvényegyenletre vonatkozó általánosítása
ismert.

Egy iteratív függvényegyenletre vonatkozó stabilitási tétel segítségével igazoltuk a
Cauchy-egyenlet és más függvényegyenletek Hyers�Ulam értelemben vett stabilitását gru-
poidokon értelmezett grupoidokba képez® függvények esetén [35].

Igazoltuk az információ paraméteres alapegyenletének stabilitását illetve hiperstabilitá-
sát a paraméter értékét®l illetve az egyenlet valamint az ismeretlen függvény értelmezési
tartományától függ®en ([40], [38], [39], [42]).
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Bizonyos alapvet® síkbeli algebrai görbék esetén megmutattuk, hogy ha egy valós addi-
tív függvény a tekintett görbe egy szakaszán korlátos hibával teljesíti a derivációk feltételes
(vagy egyváltozós) egyenletét, akkor el®áll egy deriváció és egy lineáris függvény összege-
ként. Ebb®l stabilitási tételt nyertünk a derivációk ilyen jelleg¶ karakterizációira [16].

5. Általánosított metrikák. Megmutattuk, hogy egy véges dimenziós valós vektortéren
adott pozitív, pozitív homogén és a nemzérus vektorok halmazán sima normából származó
metrikus tenzor nemelfajultsága pozitív de�nitséget von maga után [72].

Új interpretációt adtunk az Ehresmann-konnexiók néhány fontos geometriai adatára
(tenzió, er®s torzió) [108]. �Jó� metrikus deriváltak egy családját határoztuk meg a Moór�
Vanstone-féle általánosított Finsler-metrikák esetén; a � jóság� � informálisan � azt jelenti,
hogy a kovariáns derivált természetes módon csatolt egy, csakis a metrikus tenzortól függ®,
Ehresmann-konnexióhoz [73].

Bemutattuk, hogyan építhet® ki di�erenciálkalkulus olyan végtelen dimenziós sokaságon,
amelynek modelltere (Hilbert- vagy Banach-tér helyett) általános lokálisan konvex topolo-
gikus vektortér. Technikailag az ismerteknél részletesebben kidolgozott bizonyítást adtunk
a di�erenciáloperátorokat koordinátamentesen jellemz® Peetre�Carleson-tételre. Megmu-
tattuk, hogy a Chern�Rund-féle kovariáns deriválás interpretálható a bázissokaság fölötti
di�erenciáloperátorként [110]. Az érint® nyalábokon való kalkulussal és a projektív metri-
zálhatósággal kapcsolatban [109]-ban értünk el eredményeket.

6. Egyéb kutatások. Ezen címszó alatt olyan kutatásokról és eredményekr®l számo-
lunk be, amelyek megfelelnek a kutatási programnak, de nem tartoznak a fenti nagyobb
témakörökbe. Ugyancsak megemlítjük azokat a közleményeket, amelyek témájukat tekintve
nem szerepeltek az eredeti pályázati tervben, de amelyeket a pályázat eszközei segítettek a
megvalósulásukban.

Gilányi Attila szerkesztésében újra megjelentettük Marek Kuczma [56] könyvét, amely
mára a függvényegyenletek és egyenl®tlenségek elméletének világszerte ismert és alapvet®
kézikönyve lett.

Új, elegend® feltételt adtunk arra, hogy egy valósegyütthatós reciprok polinom összes
zérushelye az egységkörvonalon legyen [65]. Találtunk egy páratlan fokszámú self-inverzív
polinom együtthatóira vonatkozó egyenl®tlenséget, melynek teljesülése esetén a polinom
összes zérushelye az egységkörvonalon van [66], [71].

A [63] és [64] cikkek témája az örökl®d® gráfalgebrák Grothendieck csoportján értelmezett
Coxeter transzformáció spektrális tulajdonságainak vizsgálata. Ezzel kapcsolatban sikerült
belátni, hogy a körmentesen irányított általánosított csillag gráfokhoz tartozó spektrális
sugarak Salem számok, valamint megadni a gráfokhoz tartozó spektrális sugarak fels® és
alsó korlátját, és bizonyos irányított gráfokhoz tartozó spektrális sugár valtozásokat.

Vizsgáltuk, hogy két reláció metszetes konvolúciója a tekintett relációk mely alapvet®
tulajdonságait örökli meg [18]. A parciálisan rendezett halmazokbeli teljességfogalmakat
elemeztük [17]-ben.

Debrecen, 2010. június 10. (A témavezet® aláírása)
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