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KUTATASI EREDMENYEK TEMAKOROK SZERINT

Véletlen bolyongas, Wiener folyamat, additiv funkcionalok

Erdés Pal ma mér klasszikusnak szamité dolgozatai (A. Dvoretzky és S. J.
Taylor tarsszerzokkel) meghataroztak a bolyongas lokélis idejének alapvetd tulaj-
donsagait. Azota sokan foglalkoztak az eredmények tovabbfejlesztésével, szamos
nyitott problémat hagyva. A jelen kutatas keretében néhény ilyen probléméval
foglalkoztunk.

Ismeretes, hogy az egyszerli szimmetrikus bolyongéas 1 és 2 dimenziéban rekur-
rens, magasabb dimenziéban tranziens. A [8] dolgozatban vizsgédltuk az 1 dimen-
zi0s egyszerl aszimmetrikus bolyongést, amikor az dtmenetvaldszintiségek a hely-
tol fiiggetlenek. Ezen tranziens bolyongéas maximalis lokalis idejének aszimptotikus
tulajdonsagait vizsgdltuk, amelyek hasonléak a 3 dimenziés szimmetrikus bo-
lyongas maximaélis lokalis idejének tulajdonsidgaihoz. A [17] dolgozatban vizsgdltuk
a nehezebb esetet, mikor az atmenetvaldsziniiségek fiiggenek a helytél. Meghata-
roztuk ezen bolyongas lokalis idejének pontos eloszlasat, ill. hatareloszlasat. A
[18] dolgozatban feltételeket adtunk arra, hogy ez a bolyongds Bessel folyamattal
kozelithetd az erés approximécié értelmében. A [31] dolgozatban ezen bolyongéas
elvalasztd pontjait vizsgaltuk, kritériumot adva arra, hogy milyen feltételek mellett
létezik véges sok, ill. végtelen sok elvalaszt6 pont (cutpoint).

A [15] dolgozatban erés approximéaciét bizonyitottunk az 1 dimenzids szim-
metrikus bolyongds tin. centralt lokélis idejére, a £(k,n) — £(0,n) mennyiségekre.
A kapott hatarfolyamat 1 és 2 paraméteres Wiener folyamatok kombinacidja.

A [14] eléaddsban, valamint a [30] és [44] dolgozatokban az un. sikbeli fésii
strukturan torténé bolyongas tulajdonsagaival foglalkoztunk. Az atmenetvaldszi-
niiségek itt fiiggenek a helytol oly médon, hogy vizszintes 1épések csak az x-
tengelyen torténhetnek, méshol csak fliggélegesen léphet a bolyongd részecske.
Az ilyen jellegli bolyongédsok, amelyek az tn. anizotropikus bolyongéas specidlis
esetei, fizikai alkalmazdsokndl meriiltek fel. [14]-ben erds approximdciét és annak
kovetkezményeit vizsgaljuk, [30]-ban és [43]-ban ezen bolyongas lokalis idejével,
ill. egy a kordbbiakndl altaldnosabb modellel foglalkozunk. A [43] el6adasban
vizsgaljuk a sikon, ill. féstin torténd bolyongéas keverékét oly médon, hogy vizszintes
lépések csak a fels6 félsikon, mig fiiggoleges 1épések az egész sikon torténhetnek.
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Altaldnosabb anizotropikus bolyongéassal foglalkoztunk a [45] dolgozatban,
ahol sikbeli bolyongast vizsgaltunk helytol fggo atmenet valdszintiségekkel. Heyde
(1982) altal adott feltételek mellett erés approximaciét adtunk a bolyongds kom-
ponenseire és vizsgaltuk a lokdlis id6 tulajdonsagait.

A [33] dolgozatban a kétparaméteres bolyongas 0-helyeinek aszimptotikus tu-
lajdonsagait vizsgaltuk, azokra majdnem biztos hatarértéktételeket adtunk meg.
Megmutattuk, hogy N lépésben a 0O-helyek szama kozel linedris, az atlok mentén
viszont logaritmikus nagysagrendii.

A [35] dolgozatban a leghosszabb tiszta fej hosszat vizsgdltuk kontinuum
szamossagu fej-iras sorozatok esetén, az irodalomban dinamikus modellként ismert
feltételek mellett. Ezek Erdés-Rényi, ill. Erdés-Révész statikus esetre vonatkozo
eredményeinek kiterjesztései.

Eros approximacio fiiggo folyamatokra

Komlés, Major és Tusnady (1975) alapveté eredményei optimélis Wiener
kozelitést adnak fliggetlen, azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok részletosszegei-
re. E tételek a valdszinliségszamitas és statisztika leghatékonyabb eszkozei kozé
tartoznak, és fiiggo valdszinliségi valtozdkra vonatkozé kiterjesztésiiknek rendkiviil
fontos kovetkezményei lennének. Az els6 fliggé KMT tipusi eredményt Wu (2007)
bizonyitotta be, aki megmutatta, hogy Bernoulli shift alakban el6allithaté és
véges p-edik momentummal (2 < p < 4) rendelkezé (X,,) staciondrius folya-
matok egy tag osztilydra igaz az 1 valészinfiségli S, = W(en) + o(n'/?(logn)?)
approximacié. A bizonyitds a Skorohod bedgyazasi tételen alapul, és p > 4
momentum létezése esetén sem ad jobb hibatagot, mint O(n'/4). [41] dolgo-
zatunkban megmutattuk, hogy az approximacioban megengedve egy masodik, az
elsénél kisebb skalazasi Wiener folyamatot is, tetszéleges p > 2 esetén majdnem
elérheté a o(n'/P) KMT hibatag. Megmutattuk azt is, hogy egy ilyen kéttagi
approximacios tétel kovetkezményei lényegében azonosak az eredeti KMT app-
roximéacidtétel kovetkezményeivel. Ennek illusztridlasara tobb 1j eredményt iga-
zoltunk stacionarius folyamatok rovid intervallumokon valé ingadozéasaira, vala-
mint staciondrius folyamatok paramétervaltozasanak tesztelésére in. ”epidemic”
alternativa mellett.

[12] dolgozatunkban fiiggd stacionarius folyamatok empirikus folyamatanak
Gauss approximaciojaval foglalkoztunk, mégpedig a Kiefer féle, kétdimenzios eset-
ben. A tételben feltett keverési feltétel egyszertibb, mint a szokasos egyenletes
keverési feltételek («, (3, ¢, p, stb. mixing) és nemlineéris iddsorok tag osztéalyaira
(ARCH, GARCH tipusu folyamatok és altaldnositasaik) teljesiil. Eredményeink
igy igen jél alkalmazhatdk az idésorok statisztikajaban.



Hézagos sorok

Ismeretes, hogy altalanos fliggvénysorozatok ritka részsorozatai gy viselked-
nek, mint fiiggetlen valészintiségi valtozok. Igy példéul, ha (ny) r>1 kielégiti az
ne+1/nk > q > 1 (k= 1,2,...) Hadamard hézagfeltételt, akkor a (cosngx)g>1
sorozatra teljesiil a centrdlis hatdreloszlastétel, iteralt logaritmus tétel és szamos
mas, fliggetlen valdszintliségi valtozokra vonatkozé eredmény. Hasonld jelenségek
érvényesek mds ortogondlis rendszerekre, valamint az f(nx) rendszerre, ahol f
egy periodikus mérhetd fiiggvény. A fiiggetlen valtozokkal valé analdgia azon-
ban nem teljes, és az f(npx) sorozat aszimptotikus tulajdonsidgai az (ng)r>1
sorozat szamelméleti tulajdonsdgaitdl is lényegesen fiiggnek. Igy pl. Kac (1946)
egy nevezetes eredménye szerint sima periodikus f fiiggvény esetén az f(2%z)
sorozatra teljesiil a centralis hatdreloszlastétel, ugyanakkor Erdés és Fortet (1949)
megmutattdk, hogy ez nem igaz az f((2* — 1)x) sorozatra. Mint az Salem és
Zygmund, Erdds és Gaposhkin alapveté6 munkaibdl kideriil, az f(ngz) sorozat
viselkedése szorosan Osszefligg az aing, + - -+ apng, = b alaki diofantoszi egyen-
letek megoldasszamaval, de a fellépé kombinatorikai és szamelméleti nehézségek
kovetkeztében a megoldasszam és a sztochasztikus jelenségek kozotti pontos kap-
csolat a legtobb esetben a mai napig ismeretlen maradt. Egy fontos és nehéz
eset az {nxx} sorozat diszkrepancidja, melyre Hadamard hézagok esetén teljesiil
az iterdlt logaritmus tétel (Philipp 1975), de a tételben szerepldé limsup értéke
altalaban kiillonbozik a fiiggetlen véltozok esetén fellépd 1/2 értéktél (Fukuyama
2008) és egyszerli esetektél eltekintve ismeretlen.

A fenti kérdéskorrel foglalkoztunk [7], [10], [25], [26], [36], [37], [40] dol-
gozatainkban, és tobb irdnyban sikeriilt lényeges haladast elérniink. [25]-ben
Hadamard hézagok esetén sziikséges és elégséges diofantoszi feltételt adtunk arra,
hogy az f(nyx) sorozatra teljesiiljon a centrélis hatareloszlastétel, megoldva ezzel
az elmélet egy 60 éve nyitott kérdését. [10]-ben az (ny) sorozat diszkrepancidjanak
viselkedésével foglalkoztunk exponencidlisnédl lassabban névé (azaz a Hadamard
hézagfeltételt nem kielégitd) (ny) sorozat esetén. Ilyen esetekben az iteralt loga-
ritmus tétel nem teljesiil (Berkes és Philipp, 1994); [10]-ben megmutattuk, hogy a
diszkrepancia nagysagrendje ismét csak az ny sorozat aritmetikai tulajdonsigaitol
fiigg. Nemrégiben Fukuyama (2009) azt a paradox jelenséget figyelte meg, hogy az
f(2Fx) sorozatra érvényes centrélis hatdreloszldstétel a sorozat alkalmas permuté-
ciéja utan megsziinik. A hézagos sorok fiiggetlen véltozokhoz valé hasonlésiga
alapjan ez egy rendkiviil meglepd jelenség. [37] dolgozatunkban a centralis hatar-
eloszlastétel és iteralt logaritmus tétel permutacio-invariancidjara adtunk pontos
diofantoszi feltételt, Hadamard hézagok esetén. Exponencidlisnal lassabban n6vo
ny esetén a permutacié-invariancia diofantoszi feltétele igen bonyolulttd valik (egy
konkrét példat vizsgdltunk [40]-ben), de [36]-ban megmutattuk, hogy statisztikai
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értelemben "majdnem minden” nj sorozat rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.

Trimming

Trimming a statisztika egyik régi eljarasa, mellyel a statisztikai mintdkban
eléfordulé nagy elemek hatasa csokkentheto; gyakran hasznaljak pl. robusztus
becslések konstrudlasara. A megnyirt i.i.d. sorozatok elméletével a 70-es és 80-
as években sokan foglalkoztak és e valtozdk aszimptotikus elméletének legtobb
alapvetd problémaéja megoldéast nyert. Az egyetlen kivétel a "modulus trimming”
esete, mikor a centralis hatareloszlastétel pontos feltétele csak szimmetrikus valto-
z0k esetén ismert, az altalanos eset néhany ellenpéldatél eltekintve nyitva maradt.
[28] dolgozatunkban azt mutatjuk meg, hogy ha véletlen normalé faktort is megen-
gediink, akkor a stabilis eloszas vonzasi tartomanyaba esé valtozok esetén a cent-
ralis hatareloszlastétel mindennemi szimmetriafeltétel nélkiil igaz. Ennek fontos
kovetkezményeként igazoljuk, hogy a megnyirt CUSUM statisztika ilyen esetek-
ben aszimptotikusan normalis, ami lehetové teszi tobb statisztikai proba végtelen
szorasu valtozokra vald kiterjesztését.

Pszeudovéletlenség és metrikus entrépia

Mauduit és Sarkozy 1997-ben bevezették a pszeudovéletlenség egy 1j mérté-
két, az un. "well-distribution measure”-t, mely egy sorozat szamtani részsorozatai
egyenletes eloszlasat méri. [6] dolgozatunkban ezt a fogalmat az egész szamok rész-
sorozatainak tetszéleges A osztalyara altaldnositottuk, és diszkrepanciara vonat-
koz6 eredményeinket kiterjesztettiik ezen 1j WI(VA) mértékre. Megmutattuk, hogy
W](VA) nagysaga szorosan osszefligg az A osztaly entropiafiiggvényével és szamos
becslést adtunk a W](\]A)({nkw}) mennyiségre hézagos és nem hézagos (ny) soroza-
tok esetén.

Véletlen kombinatorikai struktirak, grafok és hipergrafok

A [4] cikkben a Katona és Mori altal kordbban bevezetett véletlen graf-modell
tovabbfejlesztett valtozatat vizsgaljuk. Kordbban mar meghataroztuk tobbek
kozott az aszimptotikus fokszameloszlast, ezuttal pedig azt vizsgaltuk, hogyan
modosul a fokszameloszlds karakterisztikus kitevoje, ha nem az egész gratfban,
hanem csak a kiindulasi pont kozelében levé pontokat figyeljik meg.

Bukszar és Prékopa vezették be az in. cseresznyefakat, amelyek segitségével
Bonferroni-tipust harmadrendii fels6 becsléseket adtak véletlen események egytit-
tes bekovetkezésének valdsziniiségére. A cseresznyefa fogalmat tovabbfejlesztve
Bukszar multifikat vizsgalt, magasabb rendi korlatok konstrualasa céljabdl. A
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[34] cikkben egy az id6ben fejlédé véletlen rekurziv multifa-folyamatot tekintiink,
‘preferential attachment’ jellegli dinamikaval. Meghatarozzuk az aszimptotikus
fokszameloszlast a graf egészében és a kiindulasi konfiguracié szomszédsidgaban is.
Amint azt mas skdlafliggetlen véletlen grafoknal is tapasztaltuk, a két fokszam-
eloszlas karakterisztikus kitevGje ezuttal sem egyezik meg.

A [4] és a [34] cikkben is tapasztalt jelenség altaldnos okait vizsgilja a [39]
cikk. Szamos skalafiiggetlen véletlen grafban az aszimptotikus fokszameloszlas
és a karakterisztikus kitevo megvaltozik, ha nem a graf egészét, csak a csicsok
egy kisebb részhalmazat tudjuk megfigyelni. (Ez mutatja a nagyméret{i hil6zatok
statisztikai elemzésének a lehetséges veszélyforrasait.) Igen altaldnos kortilmények
kozott elégséges feltételeket adunk arra, hogy a kivalasztott részhalmazon 1 valé-
szintséggel létezzék aszimptotikus fokszameloszlas, és meghatarozzuk az 1j karak-
terisztikus kitevot is.

A [46] cikkben a kovetkezd véletlen graf-modellt vizsgaljuk: a graf pontjainak

a halmaza {1,2,...,T}, és az (i,j) éleket egymastol fiiggetleniil, p; ; valészini-
séggel huzzuk be, ahol 1])# = qtQy, és a1, ..., ar a graf pontjaihoz tar-
— DPtu

tozd tetszoleges pozitiv siulyok. Ebben a modellben a fokszdmsorozat elégséges
statisztika. A modellt a legutébbi idokben egyméstol fliggetleniil tobben is be-
vezették és statisztikai elemzésnek vetették ala. Csatlakozva ezekhez a vizsga-
latokhoz megmutatjuk, hogy ha a fokszamsorozat az Erdés—Gallai feltétel altal
meghatarozott politop belsejébe esik, akkor létezik egyértelmii maximum-likeli-
hood becslés az «; silyokra és az konzisztens.

A [24] konferenciael6addsban olyan véletlen modellt vizsgaltunk, amelyet a
tudoméanyos publikéaciés tevékenység motivalt. FEz novekvd szamu objektumot
tartalmaz, melyek véletlen sillyal vannak ellatva. A modell véletlen fejlodését a
sulyoktdl fiiggé dinamika vezérli, mégpedig oly médon, hogy a stlyok tapasztalati
eloszlasa 1 valdsziniiséggel gyengén konvergal, és a hatareloszlas farka regularisan
valtozé. A valdszintliségi meggondolasok énmagaban is érdekes, felijitasi tipusu
rekurzidra, illetve integrélegyenletre vezetnek. Az eredményeket tartalmazé (Back-
hausz Agnessel k6z0s) publikécié el6késziiletben van.

Egyenl6tlenségek
A 2], 3], [9] és [23] cikkben analitikus egyenlétlenségekkel foglalkozunk,

ezek alkalmazasaikban és a bizonyitasban felhasznalt mdédszereken keresztiil kap-
csolodnak a valdszinliségszamitas tertiletéhez.

Pachpatte egy cikkében linaris egyenlotlenségeket bizonyitott korlatos zart
intervallumon értelmezett konvex fiiggvényekkel kapcsolatos bizonyos integralokra.
A [3] cikkben ezt megjavitva pontosan meghatdrozzuk az egyenldtlenség két olda-
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lan szereplé mennyiségek lehetséges értékeinek a halmazat, ezdltal tovdbb mar
nem javithaté, éles egyenlotlenségeket kapunk.

A [2] cikkben a konvexitdsi médszert szorzatfiiggvényekre tovabbfejlesztve
nemnegativ konvex, illetve konkav fiiggvények szorzatanak integraljara adunk
pontos also és fels6 egyenlétlenségeket a kiilon-kiilon vett integralok szorzatanak
fiiggvényében. Ezek a becslések élesitik a klasszikus Csebisev- és Griiss-egyenlot-
lenséget.

A ][9] cikkben nemnegativ szdamok stlyozott hatvanyOsszege és a silyozott
Osszeglik tetszoleges pozitiv fliggvénye kozotti egyenlétlenségeket bizonyitunk mind-
két irdnyban, ezzel jelentosen altalanositva Qi és Shi korabbi eredményeit.

Q. A. Ngb et al. 2006-ban publikaltak integralegyenlotlenségiiket, amely rovid
id6 leforgédsa alatt szdmos altaldnositast és tovdabbfejlesztést ihletett. A [23] cikk-
ben 1j megkozelitést alkalmazva egy messzemenden altaldnosabb egyenlétlenséget
bizonyitunk, amely specialis esetként tartalmazza az Gsszes kordbbi eredményt.

A [19], [20], [21] és [38] cikkekben valdszinliségszamitasi egyenl6tlenségeket
bizonyitunk.

A [19] cikkben ezekre a keverékeloszldsokra vezetiink le Bienaymé—Csebisev-
tipusu egyenl6tlenségeket, tovabba becslést adunk az origdt tartalmazdé tetszoleges
ellipszishez tartozo valdszintiségre is.

A [19] cikkben Csebisev-tipusu farokbecsléseket bizonyitunk egy olyan t&bb-
dimenzios eloszlascsaladra, amely a sztochasztikus modellezésben fontos szerepet
jatszik, mégpedig a tobbdimenzids standard normadlis eloszlas skalatranszformalt-
jaira. Habar a sokdimenzids véletlen jelenségek matematikai vizsgalataban a
tobbvaltozos normalis eloszlas rendkiviil fontos és népszerii, szamos olyan fontos
teriilet van (pl. a biztositasi vagy a pénziigyi matematika), amelyben a szerepld
id6sorok eloszlasa ”heavy tail” tipusu, igy a normaélis kozelités nem megfelel6. A
normalis eloszlas skalakeverékei kozott azonban méar heavy tail eloszlasok is meg-
taldlhaték. A kozolt egyenlétlenségekben az eloszlas csak a kovarianciamétrixan
keresztiil szerepel. A szokdsos vizsgdlatokkal szemben, ahol a kever6 eloszlas
egy rogzitett determinisztikus matrix véletlen skalarszorosa, itt tetszoéleges pozitiv
definit matrix értékli keverd eloszlast engediink meg. Altalénosabban, hasonlo
becslést vezetiink le tetszoleges olyan ellipszoidhoz tartozé valdszinliségére, amely
tartalmazza az origét.

A [20] cikkben két diszkrét valészintiségeloszlas eltérését vizsgaljuk, ha ismert
a generatorfiiggvényeik szuprémum-tavolsdga a [0, 1] intervallumon. Az eloszlasok
eltérését variacios tavolsaggal, illetve rogzitett k£ mellett a k-adik tagok kiilonb-
ségével mérjik. Levezetiink mind als6, mind felsé becsléseket. Ilyen jellegii
becslésekre akkor van sziikség, amikor szita-moddszereket alkalmaznak Poisson-



approximéciéhoz. Ehhez a kutatdshoz kapcsolédik a [38] cikk is, amelyben a
farokra vonatkozo6 alkalmas feltételek mellett pontosan tisztazzuk, milyen nagyok
lehetnek egy altalanos valds sorozat tagjai a generatorfiiggvény sup-norméja fligg-
vényében.

A [21] cikkben Csuprunov és Fazekas egy eredményéhez kapcsolédva éles
becslést adunk egy valdszintiségi valtozé adott rendli centrdlis momentumara, ha
ismert az ugyanolyan rendii centrdlis momentum egy mésik valészintiségi mértékre
vonatkozoan. Kiilon megvizsgaljuk azt a specialis esetet, amikor a feltételes mo-
mentumokat becsiiljiik a kozonséges momentumokkal.

Matematikai modellek az 6kolégiaban

Amikor egy opportunisztikus ragadozé egy adott tipusu zsakmanyt keres, de
egy masik faj egyedével talalkozik, kihasznalja a véletleniil adédé lehetGséget. A
[32] cikkben egy sztochasztikus modell keretében meghatdrozzuk az opportunizmus
optimalis szintjét az egy ragadozo, kétféle zsakmany esetben, a zsakményfajok
denzitasdnak fliggvényében.

A [47] cikkben egy evoliicids jatékot definidlunk, amelyben a bevezetett szto-
chasztikus modell matematikai elemzése azt mutatja, hogy az irigység és a joté-
konysag stratégidja a darwini verseny kovetkezményeként adodik.

Tovabbi eredmények

[29] dolgozatunkban az arkusz szinusz tétel funkciondlis valtozatait igazoljuk
fliggd valtozok esetén.

[27]-ben alsé-felsé osztaly eredményeket igazolunk fiiggetlen, azonos eloszléds,
standardizalt valtozok S,, = Zzzl wi X} sulyozott részletosszegeire, mas széval
sziikséges és elégséges feltételeket adunk arra, hogy az S, > s,¢(s,) egyenlétlenség
1 valészintiséggel végtelen sok n-re teljesiiljon, ahol s2 = > ory wi, és ¢ egy
novekvo fiiggvény. A wy = 1 (kK = 1,2,...) esetre vonatkozé kritériumot Kol-
mogorov (1935) adta meg. Erdekes modon, a sulyozott esetben nem a wy sulyok
nagysagrendje, hanem a szdmegyenesen vett eloszlasa a lényeges.

Hasonlé problémaval foglalkozik a [42] cikkiink, ahol sziikséges és elégséges
feltételt adunk arra, hogy a >_;_, wi X}, Osszegekre teljesiiljon a nagy szdmok erds
torvénye abban az esetben, amikor a silyok egy additiv szamelméleti fiiggvény
segitségével vannak megadva.

[5]-ben optimélis feltételt adunk arra, hogy egy GARCH folyamatra teljesiiljon
a centralis hatareloszlastétel.

[13]-ban nemstaciondrius RCA(1) (véletlen egytitthatéju autoregressziv) fo-
lyamatok paraméterbecslésével foglalkozunk. Megmutatjuk, hogy a szokéasos el-
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jarasokkal az e; hibavaltozok szérdsa nem becsiilhetd konzisztensen. Igazoljuk
tovabba, hogy a kvazi-maximum likelihood médszer konzisztens és aszimptotiku-
san normalis becslést ad a lokacids és szérasparaméter esetén.

[16]-ban fliggd valdszintliségi valtozok Osszegére és annak inverzére vonatkozd
Bahadur-Kiefer folyamat integraljara, az in. Vervaat folyamatra adtunk erds in-
variancia tételt, altalanositva a fiiggetlen valtozékra vonatkozé hasonlé eredmé-
nyeket.

[11]-ben egy CUSUM tesztet konstrudlunk linedris folyamatok kovariancia-
strukturajanak megvaltozasara.

Végiil [1]-ben feltételeket adtunk sztochasztikus rekurrenciaval definidlt folya-
matok stacionaritasara, melynek az idésorelméletben vannak alkalmazasai.



