The Lattice Cohomology was introduced by the PI in order to con-
nect the the topological invariants (like Seiberg-Witten or Heegaard
Floer) of the link with classical singularity theoretical invariants of
normal surface singularities. The theory became rather successful:
conjecturally it coincides with the Heegaard Floer modules, it satis-
fies similar exact sequences as the Heegaard Floer homology, and the
PI proved that at Euler characteristic level it provides the Seiberg Wit-
ten invariant of the link, which also can be related with certain sheaf
cohomologies of the singularity. Moreover, it provides a new classifi-
cation possibility for normal surface singularities: the complexity of
these modules might serve as a hierarchy of complexity of singulari-
ties. Using these techniques the PI established several crucial results.
First, for splice quotient singularities he proved with Braun the Seiberg-
Witten Invariant Conjecture (of Nicolaescu-Némethi), namely that the
Seiberg-Witten invariant of the link determines the equivariant geo-
metric genera of the analytic type. Moreover, for the same family
he established the Campillo-Delgado-Gusein Zade type identity. This
identifies two multi-variable series. Omne of them is topological, ex-
pressed from the resolution graph of the link. The other one is analytic
of nature, it is the Poincaré series associated with the multi-variable
divisorial filtration. It is interesting to mention that for such series
the notion of ‘periodic constant’ can also be introduced (as a general-
ization of the corresponding notion introduced for one-variable series
by Némethi-Okuma). The point is that the periodic constant of the
topological series is the Seiberg-Witten invariant of the link, while the
periodic constant of the analytic series is the (equivariant) geometric
genus. In this way the Campillo-Delgado-Gusein Zade identity lifts the
identity predicted by the Seiberg-Witten Invariant Conjecture.

Another important question of complex surface singularities is to
decide whether the singularity admits a deformation which is a ra-
tional homology disk (QHD). The existence of such smoothing can
be conveniently applied in smooth 4-manifold theory when one tried
to construct exotic smooth structures on manifolds with small Euler
characteristics. A strong necessary condition on the resolution graph
of the singularity admitting a QHD smoothing has been worked out in
a joint project by A. Stipsicz with Jonathan Wahl and Zoltan Szabo;
according to this result the graph should be a member of a family
which can be described in terms of combinatorial data. The proof of
this result rests on certain complex analytic theorems and a rather in-
volved combinatorial argument. Further studying the same question,
in a joint project with Mohan Bhupal, Stipsicz actually classified singu-

larities with QHD smoothing among the ones which have star-shaped
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resolution graphs (for example, weighted homogeneous singularities all
do). The proof in this case is built on symplectic topological results.
In a further paper we verified the uniqueness of the smoothing in many
specific cases. The main obstruction in extending the above results
from the weighted homogeneous case to more general singularities is
the lack of appropriate compactifying divisor (or concave filling) which
we could symplectically glue to a smoothing. In a joint project with
David Gay we described a symplectic 'cap’ in some specific cases (more
precisely when the graph had no ’bad’ vertices). It is worth pointing
out that Némethi (using different methods) also found such concave
fillings — hopefully we will be able to verify that these concave fillings
are, indeed, diffeomorphic.

In terms of applicability it is a crucial question whether when sub-
stituting the resolution in a symplectic manifold with a smoothing, the
result still admits a symplectic structure or not. For certain singular-
ities with QHD smoothing the positive answer has been verified in a
paper with David Gay, and later we extended these methods to fur-
ther singularities and further smoothings. Most probably all necessary
techniques are available to answer this question in full generality, we
hope that we will be able to close this small subfield soon.

The case of more general smoothing was also considered. Némethi
together with Popescu Pampu verified Lisca’s Conjecture. More pre-
cisely, they proved that for a fixed cyclic quotient singularity the set of
Milnor fibers associated with all the smoothing components of the de-
formation space coincides with the set of Stein fillings of the link of the
singularity. The later set was established by Lisca (via classification
of the fillings of lens spaces), while the singularity deformations were
described by de Jong and van Straten. Nevertheless, the two descrip-
tions were rather far from each other, presented in two different areas
of mathematics. In fact, certain parts of this correspondence were also
extended to the case of sandwiched singularities as well (constructing
some canonical caps of the fillings).

The Monodromy Conjecture of Denef and Loeser is one of the most
interesting conjectures of hypersurface singularity theory, still open. It
connects the poles of the topological zeta function with the eigenval-
ues of the monodromy action. In two joint articles with W. Veys we
extended the conjectures/statements to the general singularity setting
(for functions germs defined on singular spaces and for certain ‘al-
lowed’ differential forms) with the hope that we find the right category
suitable for induction or deeper algebraic construction which would
permit an inductive proof. Surprisingly we found that in the general
context there are further obstruction: already in the surface case we
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had to consider a certain generalization of the semigroup condition of
Neumann-Wahl (which was originally considered in a rather different
situation) in order to be able to extend the wished properties. In this
work we proved a splice formula for the topological zeta function, we
introduced allowed differential forms, and we proved that the poles of
the topological zeta function associated with germs satisfying the semi-
group condition and allowed differential forms provide eigenvalues of
the algebraic monodromy operator.

A magyar forditas:

A PI a Racspont Kohomolégiat azzal a szandékkal vezette be, hogy
egyesitse és kapcsolatot teremtsen egy normal feliilet szingularitas cso-
mojanak topolégidja (Seiberg Witten invaridnsok és a Heegaard Floer
homolégia), valamint a szingularitds klasszikus invaridnsai kozott. Az
elmélet eredményesnek bizonyult: sejtés szerint megegyezik a Heegaard
Floer modulusokkal, bizonyos egzakt soroknak tesznek eleget a Hee-
gaard Floer homologidhoz hasonéan, Euler karakterisztika szinten meg
a csomo Seiberg-Witten invariansat adja, ami a szingularitds analitikus
tipusa altal meghatarozott kéve-kohomoldgiakkal is 6sszekapcsolhaté.

Tovabba, 1j lehetdséget ad a normal feliilet szingularitasok osztalyo-
zasara: a modulusok bonyolultsdga a szingularitasok hierarkiajat ko-
dolja.

A racspontkohomolégia moddszereire tamaszkodva a PI tobb kulcs-
eredményt is bizonyitott: az elsé (Braun Géborral kézosen) elért ered-
mény bizonyitja a (Némethi-Nicolaescu féle) Seiberg-Witten invaridns
sejtést ‘splice quotient’ szingularitasokra, ami szerint a csomé Seiberg-
Witten invariansa megegyezik az analitikus tipushoz rendelt geometriai
genusszal. A masodik eredmény a Campillo-Delgado-Gusein Zade féle
identitast adja. Ez két tobbvaltozés hatvanysort azonosit. Az egyik
topologikus: a rezoluciés grafbdl irédik fel. A masik a tobbvaltozos
divizorialis filtralas Poincaré sora. Azonossaguk a szingularitas elmélet
egyik legerdsebb egybeesése. A két eredmény kozott szoros kapcesolat
all fent, amit a tobbvaltozés hatvanysorokhoz rendelt ‘periédikus kon-
stans’ teremti meg (ez a Némethi-Okuma egyvaltozés sorokhoz rendelt
periddikus konstans altalanositasa). A kapcsolat az, hogy a topoldgikus
sorhoz rendelt konstans pontosan a Seiberg-Witten invaridans, amig
az analitikus sorhos rendelt konstans a geometriai génusz. Ezért a
Campillo-Delgado-Gusein Zade identitas a Seiberg-Witten Invarians
Sejtés altal kijelolt azonossag ‘felemeltje’.

Komplex feliilet-szingularitasok tanulmanyozasénak egyik fontos, és
a sima 4-sokasagok elméletében jol alkalmazhaté kérdése az, hogy mely
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szingularitasnak van olyan deforméciéja, melynek racionalis homologiaja
a gbmb raciondlis homologidjaval egyezik meg. Az ilyen szingularitasok
fontos szerepet jatszottak kis Euler karakterisztikaju egzotikus 4-soka-
sagok megkonstrudlasaban is. Egy fenti tulajdonsagu (un. QHD)
simitds 1étezésére Stipsicz Andras Szabd Zoltannal es Jonathan Wahllal
kozos dolgozataban adott egy eros sziikséges feltételt; a rezolucids graf-
nak az eredmény szerint egy kombinatorikusan jol leirhato csalad tagja-
nak kell lenni. A tétel bizonyitasa bizonyos komplex analitikus tételek
felhasznalasaval egy meglehetosen bonyolult kombinatorikus érvelésen
alapul. Ugyanezt a kérdést tovabb vizsgalva, Mohan Bhupal-lal a QHD
simitdssal rendelkezo olyan szingularitdasokat osztalyoztdk, melyeknek
rezoluciés grafja csillag alaku (ilyenek pl. a sulyozott homogen szin-
gularitdsok). A bizonyités itt alapvetd szimplektikus topoldgiai ered-
ményekre épiil. Egy tovabbi dolgozatban pedig a QHD simitésok egyér-
telmuségét lattak be jonéhany specidlis esetben. A fenti eredmény
silyozott homogén esetrdl valo kiterjesztésének f6 akadalya az, hogy
nehéz talalni megfelel6 kompaktifikalé divizort (illetve alkalmas konkav
betoltést) amit a simitdshoz lehet ragasztani. Stipsics Andrasnak David
Gay-el végzett kozos kutatasukban egy ilyen szimplektikus ’sapkat’
irtak le bizonyos kényelmes esetekben (pontosabban, amikor a grafnak
nincs ‘rossz’ pontja). Megjegyzendd, hogy Némethi Andréds, méas mod-
szerrel egy hasonléan kinézé konkav betoltést talalt — reméljiikk hama-
rosan belathaté lesz, hogy a két konkav betoltés diffeomorf.

Alkalmazhatdésdg szempontjabdl nagyon fontos kérdés, hogy a re-
zolucids grafot a simitasra cserélve egy szimplektikus 4-sokasdgba, az
eredmény szimplektikus lesz-e. FEzt sikeriilt bizonyos QHD szingu-
laritasokra David Gay-jel belatni, majd egy tovabbi kozos munkankban
tovabbi szingularitasokra és mas simitasokra is kiterjesztettiik az ered-
ményt. A kérdés teljes megvalaszolasara is valdsziniileg rendelkezésre
allnak mar a technikak, reméljiik, hogy hamarosan megsziiletik ezt a
részkérdést lezaro dolgozatunk is.

Az altalanos simitasok esetében Némethi Popescu Pampuval bebi-
zonyitotta a Lisca sejtést. Ez azt allitja, hogy egy rogzitett ciklikus
hanyados szingularitdas deformaciéihoz rendelt Milnor fibrumok hal-
maza megegyezik a szingularitds csomojénak (ez egy lencse tér) Stein
(vagy szimplektikus) betoltéseivel. A bedltéseket Lisca osztalyozta,
amig a deformacié elméleti Milnor fibrumokat de Jong és van Straten
irta le. A két leirds a matematika eléggé tavoli teriileteinek nyelvezetén
fogalmazddik meg, azonositasuk nem trivialis.

Hasonlé részleges eredmények sziilettek a szendvics szingularitasok
eseteiben is.
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A Denef-Loeser féle Monodromia Sejtés a hiperfeliilet szingularitasok
elméletének egyik legérdekesebb sejtése, még megoldatlan. A szingu-
laritas topoldgiai zeta fiiggvényének polusait koti 0ssze a monodromia
sajatértékeivel. Veys-szel {rt két kozos dolgozatban kiterjesztjiik a
sejtés allitasait (és az eddigi részleges eredmények egy részét) arra a
tagabb esetre amikor szingularis tereken tekintiink fiiggvénycsirakat és
a szerepet jatszo differencidl forma is altalanosabb. Ez reményeink
szerint lehetOséget ad indukcios 1épések megszerkesztésére ami az ere-
deti sejtést is bizonyitana. Meglepetésiinkre, az 1j kategoriaban 1jabb
megszoritasok sziikségesek: Neumann-Wahl felszoport feltételének egy
valtozatara van sziikség pozitiv eredmények bizonyitasahoz. A dolgo-
zatok a topolégiai zeta fiiggvény ‘splice’ formuldit is adja (az Eisenbud-
Neumann féle ‘splice’felbontasra nézve).



