Beszamold

a ,Nemlinearis idéfiiggé feladatok numerikus megoldasa és kvalitativ vizsdadta”
c. K-67819 szamu palyazatrol

A parcialis differencialegyenletek a természettudoyn szamos jelenségének szolgalnak
matematikai modelljédl (pl. elektromagnesesség,almgssagtan, aramlastan, reakcio-
diffaziés folyamatok). E jelenségek matematikai sgalata €s megértése egyenleteik
numerikus megoldasan és kvalitativ tulajdonsagaikgismerésén keresztll lehetséges.
Palyadzatunk soran alapvenh ezen munka két tertletére koncentraltunk, néesee a

diszkrét maximum- és minimume-elvek, ill. iteracid®dszerek a prekondicionalé operatorok
elve alapjan. Emellett, mint az minden kutatas rsot@rmészetes, vizsgalatainkat
kiterjesztettik olyan tovabbi problémakra is, areklymenet kozben” fogalmazodtak meg.

A palyazatot a korabbi, kivalonak értékelt ,A prekiicionalds matematikai modszerei
nemlinearis fizikai modellekben” c. OTKA projekt Iftatasaként nyerte el a csoport,
amelynek indulasakor harom tagja volt (Farago Isttémavezeét, Horvath Roébert és
Karatson Janos). A csoporthoz az utolsé évbenatsatbtt Csérg Gabor PhD hallgato.

Kutatasi eredményeink
Parcialis differencialegyenletek és diszkretizacidik diszkrét maximum-elve

A maximum-minimum elvvel kapcsolatban a vegyes méediételi reakcios tagot is
tartalmazo6 parabolikus egyenletekreseizben megfogalmaztuk a maximum-minimum elvet,
megadtuk az elv diszkrét megfélgt és elegséges feltételt igazoltunk az elv éreésggére.
Abban az esetben, amikor nincs jelen reakcios sagirics Robin-féle peremfeltétel, akkor a
racsra vonatkozoan visszakaptuk a lapszégekre kmmatismert nemtompasagi feltételt.
Altalanos esetben viszont szigorlan hegyes szogelire szilkség és Uj feltételként a
racsméretre is kaptunk egy f@lkorlatot. Numerikus kisérleteink jol mutatjak aenty
feltételek élességét. A magasabb térdimenzidjuatiseparabolikus feladatra egyenletes
tetrahedralis racshaldon megadtuk a diszkrét maxielvmérvényessegeének feltételét a
végeselem-mddszer esetére. Elméleti eredményeinket numerikus kisérletek is
alatamasztottak

Tovabbi vizsgalatokat folytattunk a diszkrét maxmminimum-elv elégséges feltételének
megadaséara altaldnosabb alaku parabolikus feladatblevezetesen, megvizsgaltuk azt az
esetet, amikor allandod egyttthatd mellett forraszsrepel. Itt konkrét also és flkorlatot
adtunk egyenletes d-dimenziés szimplektikus raéshah diszkrét maximum-elvre. A
probléma altalanositasaként Mincsovics Miklos PHligatd bevonasaval megvizsgaltuk a
fluggvényegyitthatds esetet is.

Nemlineéris parcialis differencialegyenlet végeswle diszkretizacioja esetén igazoltuk a
diszkrét maximum-elvet megfetel feltételek esetén, folytatva egyulftkddésinket S.
Korotovval (Helsinki-Bilbao). Ezzel korabbi eredny@mket Ujabb, altalanos
feladatosztalyokra terjesztettik ki. Elliptikus Hrerearis feladatok korében egyrészt
kooperativ reakcio-diffuzidos rendszerekre, majdsrelsdi (konvekcids tipusu) tagokat is
tartalmaz6 rendszerekre (stacionarius transzptatif¢okra), valamint fellletre koncentralt



(interface-tipust) nemlinearis rendszerekre igakol végeselemes megoldasra vonatkozé
diszkrét maximum-elvet.

Emellett kidolgoztuk &ltalanos nemlineéris pardhgi rendszerekre is a diszkrét maximum-
elvet végeselemes térbeli felbontas ébah theta-mddszerrel vald diszkretizacio eseténl, ah
a feladat az ébbi elliptikusoknal emlitett valamennyi tipusu tadgartalmazza (diffuzio,
reakcio, konvekcio, interface tipusu reakcid). &édsz6r diagonalisan dominans (Iényegében
monoton tipusu) csatolas esetére mutattuk meg, enfgtiétel elhagyasa esetére is igazoltuk.
Mindkét esetet tobbféle valés modell esetén alkatola (kémiai reakciok,
populaciédinamikai modellek stb.).

Uzemanyagcellak numerikus modellezése

Ennek sordn Szabé Taméas PhD hallgat6 részvétdiatatiasokat folytattunk az zemanyag
cellak matematikai és numerikus modellezése illsz@mitogépes szimulacioja témakorben.
Itt a matematikai modellezés egy nemlineéaris pdialm® differencialegyenletre vezetett.
Ennek kvalitativ vizsgalata (folytonos és diszkszinten) illetve szamitogépes tesztelése
tortént meg.

Az Uzemanyagcellds modellezések és az modéllekyerhet megfeleb kdvetkeztetések
nagy jelenésédiek az zemanyagcellak tervezésénél. Fontos feldabdellezésen beliil,
hogy a modell numerikus megoldasanak kvalitativakrdznie kell az Gzemanyagcella
feszlltség-aram viselkedését. Miutan ezt elértikmagfeleb numerikus maodszerek
kivalasztasaval és a térbeli ésshdli felosztds megfelél megvalasztasaval, a numerikus
modellt arra hasznaltuk, hogy a modellben §lékisérlettel nem meghatarozhato,
paramétereket becsuljuk. Ezen paraméterek meghati#a dolgoztunk ki mddszereket. Az
alapotlet az volt, hogy meghataroztuk azon paramiée, melyekkel numerikusan megoldva
a feladatot a megoldas a lehetegkbzelebb lesz a mérési eredményekhez. Harom
optimalizalasi modszert adaptaltunk a paramételéecségrehajtasara. A Levenberg-
Marquardt, a trust region és a szimuldltds modszereit. Ezek kdzil a numerikus tesztek a
Levenberg-Marquardt-modszert mutattak leghatékdmyak, igy végil a paramétereket ezzel
az eljarassal hataroztuk meg. A numerikus eljar&sokergenciajanak biztositasa érdekében
a végleges moddszerink a parabolikus és az ellgptigladat megoldasanak egy megfelel
kombinacioja lett. Azaz bizonyos araim&ségek esetén a parabolikus, mas esetben pedig az
elliptikus feladatot oldottuk meg. A nyert paramétae illesztett konfidenciaintervallumok
az elvart tartomanyban josoltdk a paramétereketpapaméterek nyert értéke a kémiai
megfontolasoknak megfetel intervallumba esett és felhasznaltukket a cellak
tulajdonsagainak tovabbi elemzésére.

Az operatorszeletelés elmélete és gyakorlati alkabmasai

Ez a téma kutatasaink egyik fontos részeét képezte.

Az operatorszeletelések elméleti kérdései kozul wmegaltuk az inhomogén absztrakt
Cauchy-feladatra torténalapved szeletelések lokalis hibajat. megallapitottuk, ynegrend
medrzédik, azaz nincs rendcsokkenés az ilyen tipusu &btdd esetén. Eredményeinket
sikeresen alkalmaztuk a Maxwell-egyenletek numeri@éges differencias és végeselemes)
megoldasara. A vizsgalatot Kédb kiterjesztettik olyan &figgd feladatokra, amikor a
szemidiszkretizacié olyan kodzonséges differenciiatet-rendszerhez vezet, melynek
egyutthatomatrixa nem konstans, hanendfliggé. Megallapitottuk, hogy a szokasos
szekvencialis, Strang-Marcsuk és a szimmetrikusdyozott szekvencialis szeletelések ezen
feladatokra is ugyanolyan reifnd(rendre el§-, masod-, masodrefil szeletelési hibat



eredmeényeznek, mint a konstans egyutthatds, homdegkadatra. A vizsgalatokhoz a
Magnus-sorfejtést alkalmaztuk, melynek segitség@atem-autonom feladat megoldasa
exponencialis fliggvény segitségével irhaté fel. okéken hasznosnak bizonyult
eredménylnk a nemstacionarius anyagi kozegben y@sédaxwell-egyenletek megoldasa
esetén. Ekkor ugyanis a szemidiszkretizalt fel&éatlyan részfeladatra bonthaté, amikor a
részfeladatok vagy egzaktul vagy pedig nagyon ramyossaggal oldhatok meg. Illyenkor
lényegében csak a szeleteldsbzarmazik hiba. A veszteséget okozo6 tag kétfgp&a is
kezelheb a részfeladatokban: vagy implicit médon diszkddjik, vagy pedig a rotacio
operator diszkretizaciés matrixaval O0sszevonjuk,i art eredményezi, hogy a feladat
egzaktul megoldhato lesz. A numerikus kisérletalars@zt tapasztaltuk, hogy mig a véges
differencias médszer esetén a masodik eljaras Jazebb hibadhoz, addig a véges elemes
esetben az dlsbizonyult jobbnak. A szeletelés és az alkalmamatherikus maédszer altal
egyuttesen meghatarozott konvergencia rendjéneklégdre alkalmaztuk a Richardson-féle
extrapolaciot, amely segitségével a konvergendassege egy illetve esetenként két renddel
is novelheb. Bevezettik az aktiv illetve passziv Richardsordszért és a kilénbéz
szeletelések és az alkalmazott numerikus modszaliedmas megvalasztasaval magas
rendben pontos, stabil numerikus eljarasokat ng&rtiSzamos modszer stabilitisat
megvizsgaltuk, beleértve a nulla-stabilitast ileetaz A-stabilitast. Ezeket a kutatasainkat
szintén nemzetkdzi egyuttikodés keretében folytattuk, éorban Z. Zlatev (Aarhus
University) kdzrenikddésevel.

Operatorszeletelések szamos gyakorlati alkalmaaésidv foglalkoztunk, és ezen belll
kiemelten a szamitdgépes realizalas kérdéseitalizsg

A teljesség igénye nélkil megemilitiink néhany allealast.

« Uzemanyagcellak matematikai és numerikus modetle2ésumerikus szimulaciok
eredményei hozzgjarultak egy kisérleti jarfHyGo) kifejlesztéséhez és annak a
Széchenyi futamon aratott sikeréhez. A mar korahbdkifejlesztett és az Ujonnan
konstrualt modszerekre szamos alkalmazas tortént.

» Maxwell-egyenletek Kulondésen hasznosnak bizonyult eredménylink a t@ems
cionarius anyagi kdzegben érvényes Maxwell-egyeklehegoldasa esetén. Ekkor
ugyanis a szemidiszkretizalt feladat két olyan feladatra bonthatd, amikor a
részfeladatok vagy egzaktul vagy pedig nagyon nagytossaggal oldhatok meg.
llyenkor lényegében csak a szeletetésdzrarmazik hiba. A veszteséget okozo6 tag
kétféleképpen is kezelliet részfeladatokban: vagy implicit médon diszkegfik,
vagy pedig a rotaci6 operator diszkretizaciés mawal o6sszevonjuk, ami azt
eredményezi, hogy a feladat egzaktul megoldhatd les

» Sekélyviz egyenletek vizsgaladamunka soran a fizikai feltevésekldevezettik az
egyenletrendszert, és a hagyomanyos véges difi@eentegoldas helyett a célunk
valamilyen érdekesebb/jobb/hatékonyabb megoldasisaey kidolgozasa volt. Az
elss, és a kutataséfiranyat adé moédszer alapja az operatorszeletdlése .6 Az
egyenletrendszert felszeleteltik harom kulobétteladatra, amelyek megoldasabal
eléallithatdé az eredeti feladat pontos megoldasangkkégelitése. A mi szeletelési
modunk érdekessége, hogy az alfeladatok szerenusd#sn expliciten megoldhatok,
a megoldas képlettel kifejeziéetA numerikus modszerinket le is programoztuk, és
teszteltik. Ez a munka is nemzetkdzi egytuikkdués keretében folyt, nevezetesen
Csomos Petraval és Alexander Ostermann-nal (Inokbragyetem) folytattuk a
kutatasainkat.

» Kdkopas numerikus modellezég&kopasi modellekben szokas a fellletkopast olyan
kopasok sorozataval modellezni, amikor egy rovideigd konstans kopast



alkalmazunk, majd pedig gorbulkgtfiggé kopési sebességet. Ezutdn ezekébead
ismételjik. Ez az eljaras matematikailag megfeleloperatorszeletelési eljarasnak.
Emiatt kezdtilk el az operatorszeletelési eljarkalalazasanak vizsgalatat ékopasi
modellek esetén. Itt az alapfeladat a kopast legmlinearis egyenlet megfebel
felbontasa egy konstans és egy gorbdiletiggé tagra. A numerikus kisérletek jo
mutattak az eljaras hasznossagat, hiszen a konseességes kopas részfeladata
egzaktul megoldhatd, amivel a megoldasi sebességjhel volt.

Elliptikus parcialis differencialegyenletek iterativ numerikus megoldasa

Szuperlineéarisan konvergens eljarasokat konstmiélés elemeztink linearis és nemlinearis
elliptikus feladatok Ujabb osztalyaira: nem szimmkes rendszerek, fellletre koncentralt
(,interface”) nemlinearitas, vegyes peremfeltételekearis feladatok iteraciés megoldasara
nézve racsfliggetlen szuperlinearis konvergencigptukk alkalmas prekondicionalas
segitségeével véges differencia-modszer soran, walartémakorben altalanos leirast adtunk
az ekvivalens operatorok elmélétiéés alkalmazasairél végeselem- és véges diffegienci
modszer esetén. Tovabbfejlesztettik az ekvivalpesatorok alapjan prekondicionalt KGM-t
arra az esetre, ha az eredeti konvekcids tag nemyibbi eredményeinket médositva a
konvergencia efdendi (nem szimmetrikus) allandé egyitthatdés tagok heztedével
javithatd. Nemlinearis esetre vonatkozoan attekinsdtunk az ekvivalens operatorokkal
analég prekondicionalt iteraciokrol. A gradiens-e@gglem-modszert alkalmaztuk egy
képlékenységi feladat megoldasara.

Elektronikus kdnyvet (e-book) szerkesztettiink &hkips feladatok prekondicionalt megoldasi
modszereifl. Szintén O. Axelssonnal és ostravai csoportj&grekondiciondlt konjugalt
gradiens-mddszer konvergenciajanak tovabbi vizsgalaégeztik el nyeregpont-tipusu
feladatokra, alkalmazéssal heterogén Darcy-arakiasoSzintén heterogén elliptikus
feladatokra lokalis Green-fliggvényekre épBetrov-Galjorkin-modszert konstrualtunk.
Jellemzést adtunk arra, hogy egy nemlinearis &list peremértékfeladat végeselemes
diszkretizacidjara alkalmazott Newton-iteracio kradtkus konvergenciaja mikor
racsflggetlen: pontosan akkor, ha a feladat szeeditis.

ld6figgd feladatokra is alkalmaztuk a fenti iteraciés mailsket iddiszkretizacioval
Otvozve. Egyrészt numerikus megoldasi modszert tka@isunk a nemlinearis Schrodinger-
egyenletre a valtozo prekondicionalas elve alapgakorabbi valdés eset komplex térbe valo
kiterjesztése segitségével. Masrészt a szeparé&kopdicionaldsra alapuld, Euler- és
végeselemes diszkretizaciét hasznaldé numerikus medidisk hatékonysagat egy
légszennyezési tesztfeladaton demonstraltuk.

Elliptikus feladatokkal kapcsolatban éles a postefibabecslési modszert dolgoztunk ki
tobbféle nemlinearis peremértékfeladatra. Az elthéledmeényt egy frissebb cikkben PhD-
hallgatonk bevonasaval numerikusan is teszteltik.

E témakorokben részben O. Axelssonnal (Uppsalaa@sir valdé egyduttitkodésben
dolgoztunk, valamint PhD-hallgatéink bevonasavahddeti vizsgalatot és szamitdgépes
realizaciot is folytattunk. Ketten (Antal Istvan i€arics Tamas) ikozben meg is szerezték a
PhD fokozatot.



Néhany tovabbi, a 6 témakhoz kapcsolodo kutatasok

* Megvizsgaltuk a Richardson-extrapolacido alkalmazasa szeletelésre és a
részfeladatokra alkalmazott numerikus médszer allatt konvergencia gyorsitasara.
Megmutattuk, hogy néhany alap§etvalitativ tulajdonsag milyen esetben ougikk
at az extrapolalt kombinaciora. Kiderilt, hogy adzstabilitas tetsdeges Runge-
Kutta-mddszer esetén miggodik, az L-stabilitas is. Viszont az A-stabilitAsa nem
igaz. Az implicit Euler-mdédszer alkalmazasa melkettnddszerek kvalitativ modon
adekvéatak maradnak

* A parcidlis differencialegyenletelek és diszkretibfuk egyéb kvalitativ tulajdonsagai
kozil kiemelten foglakoztunk azégtlstabilitassal. Ez a tulajdonsag az egydimenzios
parabolikus feladatok egyik fontos tulajdonsagapakatalataink alapjan a Bed
szarmaz6 racshalévalasztasi feltétel szigorubb emndltalunk vizsgalt mas
feltételénél. Korabban mar adtunk szikséges esdajeg feltételt a lineari$wezetesi
egyenlet numerikus megoldasanafjelstabilitdsara, mind a véges differencias, mind
pedig a linearis végeselemes esetre. Jelenleg nfalymn van a vizsgalataink
kiterjesztése a nemlineéaris egyenletek iranyabg. digan egyenletre adtuk meg az
elojelstabilitas feltételét, ahol a forrastag flgg@éz ismeretlen fliggvénsit A
vizsgalatokat elvégeztik a véges differencids @evéelemes megoldasokra is. A
korabbi esetekhez hasonldéan adégésre kaptunk felskorlatokat.

A kutatas mellékiranyat egy Uj tipusu DiscontinuoGalerkin (DG) modszer
kifejlesztése adja, mely kutatast Izsak FerencB&ITE) k6zdsen végeztik. Olyan
modszert konstrudltunk, amely megtartja az ereddgisszikus DG moddszerek jo
tulajdonsagait, és emellett az eredeti elliptikudadat megoldasat, amely egy
folytonos fiiggvény, szintén egy folytonos fliggvéeinkbzeliti. igy példaul lehéség
nyilik r4, hogy a numerikus moédszeriinkre vonatkioib@becsléseket olyan normaban
vegezzik el (pl H1 vagy L2), amelyik az alkalmazstbkemberek szamara plusz
informé&ciot nydjtanak, ellentétben a hagyomanyos Dtdszereknél hasznalt
specialis DG normaban vald becslésekkel.

o Kutatdsokat folytattunk a klasszikus stabilitasébné&émakorében. Az absztrakt
numerikus analizis stabilitas-elméletének eredméngkalanositva a lokalis és
globdlis stabilitas fogalmanak megkulonboztetésévgl stabilitdsi fogalmakat
definialtunk, amelyek jol illeszkednek a klasszikumearis (Lax-Richtmyer-
Kantorovich) elmélethez.

Publikacios tevékenység, fokozatszerzés

A kutatas teljes iélszakaban a harom résztéea palyazati idszak alatt 78 tudomanyos
k6zleményt publikalt, amelyek ddntrésze impakt faktoros, nemzetkozi folyoGiratbarenel
meg. (A negyedik résztvéy Csor@g Gabor doktorandusz csak egy éve csatlakozott a
csoporthoz, és egyik csak benyujtott cikkei vannak.)

A résztvewk mindegyike drelépett a tudomanyos fokozatszerzésben. Faragénl&009-
ben, Karatson Janos 2012-ben szerzett MTA doktkoZAatot, Horvath Rébert pedig 2009-
ben szerzett habilitacios cimet. (Uj tagunk, C8dEgibor 2013-ban, A Tarsadalmi Megujulas
Operativ Program részeként megvalosuld Nemzeti |65&y Program keretében Apaczai
Csere Janos Doktoranduszi Osztondijban részesiilt.)

A palyazat ideje alatt a csoportunkban dolgozé aiektduszok kozill, a csoport tagjainak
témavezetése mellett négyen (Csomés Petra, Kuaogs, Szabé Tamas, Antal Istvan) PhD



fokozatot szereztek, egy védés (Mincsovics Mikjgelig idénssszel lesz. Fontosnak tartjuk
megemliteni, hogy Farago Istvan és Karatson Ja@oslooknak, illetve 4 vezehemzetkozi
folyGiratbeli kilonszamnak volt meghivott vendégkesztje, amellyel lehdiséget
biztositott toébb hazai kolléganak eredményeik nekizz megjelenitésére. Szamos
nemzetkozi konferencianak, rangos eseménynek Jolsmervedi, illetve meghivottjai.
(Kiemelném, hogy Faragdé Istvan 2013-ban meghivdtindgris ebaddja volt az egyik
legnagyobb oroszorszagi numerikus kongresszusnakatson Janos pedig ko6zds kutatast
folytatott O. Axelssonnal az Oberwolfachi MFO komgman.).

Bar nem tartozik szoros értelemben a palyazathéepjelentésinkben fontosnak tarjuk
megemliteni, hogy a kutatocsoportunk . f&lfi tagjai kiemelten fontosnak tartottak az
oktatasban val6é aktiv tevékenységuket, beleértvetudomanyos utédnpétlassal vald
foglalkozast. Ennek keretében tobb szakdolgozatK Tiunka szlletett, valamint (;
doktoranduszok kerlltek a csoport tagjainak témetése ald, akik biztositjak a kutatasaink
folytatasat. (Jelenleg 6 ilyen doktori hallgatd ya#iz oktatasi tevékenységhez kapcsolodik,
hogy az elmult 2 évben a csoport fenti harom tajtivan részt vett a TAMOP Aaltal
biztositott jegyzetirasi feladatban is, 6sszesgeg§zet illetve példatar készilt el a csoport
tagjainak szeigségével. (Ezeket nem soroltuk fel a palyazat pablis listajaban, hiszen
elsssorban nem a legujabb sajat kutatasi eredményeiakatmazzak.)



