A T67642-ES OTKA PALYAZAT ZAROJELENTESE

A KUTATAS EREDMENYEI

A pélyazat tamogatasaval 29 dolgozatot {rtam, ezek koziil 25 mar meg is
jelent nemzetkozi szakfolydiratokban, 4 megjelenés alatt van illetve nemzet-
kozi konferenciakon 10 el6adast tartottam.

A Fourier sorok elmélete hosszii miltra tekinthet vissza. E téma legmé-
lyebb tételét Carleson bizonyitotta 1969-ben: egy tetszoleges egyvaltozos
Ly-beli (1 < p < oo) fliggvény Fourier sora majdnem mindentitt konvergél
a fliggvényhez. Az Osszegzési eljarasok a Fourier analizis egy fontos agat
alkotjak. Ismeretes, hogy ha egy Fourier sor részletosszegei divergensek,
egy alkalmas Osszegzési eljarassal kaphatunk konvergenciat. Példaul egy
Ly-beli fiiggvény Fourier vagy Walsh-Fourier sora lehet divergens, de Fejér
kozepei majdnem mindeniitt konvergdlnak a fliggvényhez. Hasonléan az
inverz Fourier transzformdltra vonatkoz6 egyenldséget (amely csak “szép
fiiggvényekre” miikddik) is ki lehet terjeszteni egy tagabb fiiggvényosztalyra
egy alkalmas Osszegzéssel. Az elmult idében sok kutaté foglalkozott az-
zal, hogyan lehet ezeket az eredményeket altalanositani tobbvéltozos Fourier
sorokra.

A Géabor analizis (vagy id6-frekvencia analizis) is az elmult 20 évben
keriilt az érdeklodés kozéppontjaba. A magyar Gabor Dénes 6tletére alapozva
Janssen, Daubechies, Feichtinger, Benedetto, Christensen, Grochenig, Heil
és Walnut munkassdga nyoman valt az idé-frekvencia analizis a harmonikus
analizis onallé, gyorsan fejlédé agava. A Gabor analizisnek szamos gya-
korlati alkalmazasa van, pl. a kép- és jelfeldolgozasban, illetve a kommu-
nikdcidelméletben (mobil telefonok). A Gabor analizis alapjaban véve lokalis
Fourier elméletnek tekintheto, szemben a Fourier sorokkal, amely csak pe-
riodikus fiiggvényekkel foglalkozik, vagy a Fourier transzformélttal, amely
csak globdlis képet ad a fiiggvény viselkedésérol. Az ido-frekvencia analizis
Gébor frame-ekkel foglalkozik, azaz
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alakti frame-ekkel, ahol g € Lo(R?) egy ablakfiiggvény, M a moduléciés T
pedig az eltolds operdtor. A frame nem feltétlen linearisan fiiggetlen vagy
ortonormalt rendszer.

Szamos természetes kapcsolat van a szummacidelmélet és a Gabor analizis
kozott. Ezen palyazat keretein beliil alapvetden két iranyban folytattam a
kutatdsaimat. Egyrészrol a Gabor analizis eszkozeivel, illetve az ott hasznalt



terekkel vizsgaltam a Fourier sorok és transzformaltak osszegzéseit. Mésrész-
10l az Osszegzési eljardsokat alkalmaztam a Gabor analizisben, és a Gabor
sorok, illetve Gabor transzformalt Osszegzéseivel foglalkoztam. Ez a téma
igen Ujnak mondhatd, a szakirodalomban alig-alig fordulnak el6 erre vonat-
kozé eredmények.

A Gabor sorfejtésekre ismeretes, hogy ha g és v négyzetesen integralhato
fiiggvények dudlis Gabor frame-eket generalnak akkor
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Lo-normaban. Megvizsgaltam ennek a konvergencianak a kiterjesztéseit mo-
dulaciés terekben, ha g és v mindketten a Feichtinger algebraban vannak,
illetve L, (1 < p < 0o) terekben, ha g és v a W (L, 1) Wiener amalgam tér
elemei. Hasonléan a Fourier sorok elméletéhez ez nem miikodik, ha p = 1
vagy p = co. Ha a Gabor sor egy Osszegzését vessziik, akkor az el6z6 konver-
genciaeredmény mar igaz p = 1-re, illetve bizonyos esetben p = oo-re. Gébor
sorok Osszegzéseinek majdnem mindeniitt valé konvergencidjaval is foglalkoz-
tam. Igazoltam a jol ismert Fejér illetve Lebesgue tételek megfeleljét Gabor
sorokra, azaz, hogy egy integralhaté fiiggvény Géabor soranak Osszegzése
majdnem mindeniitt tart a fiiggvényhez. Az Osszegzést egy 6 fiiggvény
segitségével definidltam (ligynevezett 6-Osszegzés), ami tartalmazza az Gsszes
jol ismert Osszegzést, példaul a Fejér, Riesz, Weierstrass, Picard, Bessel
és Riemann 0Osszegzéseket. Altaldnosan, ha 6 egy Herz térben van, akkor
a Gébor sor Osszegzése majdnem mindeniitt konvergal. FEnnek nagyfoku
altaldnositasaként kaptam, ha f a W(Li, ls) Wiener amalgam térben van,
ami sokkal nagyobb, mint az L; tér, akkor is igaz a majdnem mindeniitt vald
konvergencia. Mindekozben a Hardy-Littlewood egyenlotlenség 1j valtozatait
is bebizonyitottam.
Ismeretes a Gabor egyiitthatokra, hogy
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Ennek az egyenldtlenségnek létezik kiterjesztése modulédcids terekre és L,
(1 < p < o0) terekre is. Osszhangban a Gébor analizis gondolataival
megvizsgaltam egy 1j Hardy teret, az ugynevezett lokalis Hardy teret. Al
talanositva az el6z6 moduldcios és az L, terekre vonatkozé eredményt, sziik-
séges és elégséges feltételt adtam a Gabor egyiitthatok segitségével arra, hogy
egy figgvény a lokdlis Hardy térben legyen. A rovid-ido Fourier transz-
formaltra vonatkozé multiplier tételeket bizonyitottam. Az inverz Gébor



transzformaltra j konvergencia tételeket lattam be a Riemann kozelito 0ssze-
gek segitségével.

A Fourier sorok 0sszegzései témakorben eros 6 illetve Marcinkiewicz 0sszeg-
zéseket vizsgaltam tobbvaltozos Fourier transzforméltakra. Marcinkiewicz
és Zygmund klasszikus tétele tobbvaltozds integralhato fliggvények Fourier
sorardl illetve transzformaltjarél mond ki majdnem mindentitt vett konver-
genciat, ha az indexek egy kupban helyezkednek el. Az egyik cikkemben ezt
a kup feltételt gyengitettem tgynevezett kipszerti halmazokra. Itt ujfajta,
a kupszerti halmaztdl fiiggé Hardy tereket vezettem be. A H, Hardy terek
fontos szerepet jatszanak a harmonikus analizisben. Szamos olyan tétel van,
amely igaz az L, (1 < p < oo) terekre és a H-re, de nem igaz Li-re. Igy
a Hy Hardy tér az L, (1 < p < o0) terek természetes kiterjesztésének is

tekinthetd. Foglalkoztam a of := sup |0?| maximaloperator korlatossdgaval,
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jeloli a @ fiiggvény altal generalt dsszegzésre vonatkozé kozepeket. Ekkor of
korldtos L,n (1 < p < 00), de nem korlatos L;-en. Igazoltam, hogyha
0 kielégit bizonyos, elég tdg feltételeket, akkor o korldtos H,-bél L,-be
(po < p < 00), ahol py < 1. Emlékeztetiink rd, hogy H, = L,, ha 1 < p < oc.
Ebbdl interpoldciéval kovetkezik, hogy of gyengén (1,1) tipust, ami a o f
0-kozepek majdnem mindeniitt valé konvergenciajat biztositja. Ez a majd-
nem mindeniitt valé konvergencia bizonyitasara egy 1j mddszer kidolgozasat
is jelenti. Azt is igazoltam, hogy egy kipszeri halmazon egy integralhaté
fiiggvény 0-kozepei pontosan akkor konvergdlnak minden Lebesgue pontban,
ha 6 egy Herz térben van. Ezt a tételt kiterjesztettem Wiener amalgam
terekre is, valamint Fourier transformaltakra is.

Altaldnos tobbvéltozés Osszegzéseket vizsgalva elégséges feltételt adtam 6-
ra, hogy konvergenciat illetve egyenlotlenségeket nyerjiink Wiener amalgam
és Hardy terekben. Itt a Gabor analizisben hasznédlatos Wiener amalgam
terek mellett a modulécios tereket is alkalmaztam a szummécidelméletben.
Ha 6 példaul eleme a Feichtinger algebranak vagy egy stulyozott modulacios
térnek, akkor of korldtos H;-bSl Li-be. Ezt az egyenlStlenséget is kiter-
jesztettem p < 1-re. Megvizsgaltam a Lebesgue pontok fogalmat illetve ezek-
ben a pontokban az 6sszegzések konvergenciajat tobbvaltozés fiiggvényekre és
altalanositottam a tételeket Walsh-Lebesgue pontokra. Ez utébbi altalano-
sitdas lényeges 1j oOtleteket és definicidkat is kovetelt. Goginava gruz pro-
fesszorral altalanositottuk a Lebesgue pontok fogalmat tobbvaltozds Walsh-
Fourier sorok Marcinkiewicz 6sszegzésére, igy nyertiik a Marcinkiewicz-Lebes-



gue pontokat. Igazoltuk, hogy az 0sszegzés minden Marcinkiewicz-Lebesgue
pontban konvergens.

Schipp Ferenccel a Fourier sorok 6-6sszegzésének diszkrét valtozatat vizs-
galtuk tobb dimenziéban is. Folytonos fiiggvényekre a diszkrét részletossze-
gek egyenletesen konvergdlnak az eredeti fliggvényhez. Tovabba approxi-
maciéelméleti eredményeket is kaptunk, pl. a Jackson polinomok egyenletes
konvergencigjat. Szili Laszloval silyozott Jacobi-Fourier sorokra igazoltunk
egyenletes konvergenciat.

Jelent6s hozzajarulasként az elobb emlitett lokalis Hardy tereket a szum-
macidelméletben is alkalmaztam. Mivel a lokélis Hardy terek mas atomokkal
(is) rendelkeznek, mint a klasszikus Hardy terek, ezért a bizonyitdsok is ne-
hezebbek. Az onmagukban is érdekes egyenlétlenségek mellett a Fourier
transzformaltakra vonatkozé Osszegzések majdnem mindeniitt valé konver-
gencigjat integralhato fliggvényekrol kiterjesztettem Wiener amalgam térbeli
fiiggvényekre.

Végezetiil foglalkoztam a két- és tobbvaltozds trigonometrikus Fourier
sorok ugynevezett hdromszog Osszegzéseivel is (kiilon kellett vizsgdlni ezt a
két esetet). Mivel itt a magfiiggvények nagyon bonyolultak, ezért ezt az
Osszegzést kevesebben vizsgaltak. A Fourier sorok haromszog részletosszegét

az
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formuldval definidljuk, ahol |-| az egyes normaét jeldli, azaz |j| := ji1 +. ..+ ja.

Ha csak az els6 siknegyedet tekintjiik, akkor valéban egy haromszogben adjuk
ossze az elemeket. Ezekre a részletosszegekre egyébként sok egyvaltozos tétel
igaz marad, példaul a Carleson tétel is teljesiil. A #-kozepeket a

ot @ =3 0(2) fyen=
képlettel vezetjiik be, ahol most 0 egyvaltozos fiiggvény. A 6-ra vonatkozo bi-
zonyos feltételek mellett igazoltam, hogy of korlatos H,-bdl L,-be és gyengén
(1,1) tipusi. Ebbdl kovetkezéen a 60-kozepek majdnem mindeniitt kon-
vergalnak a fiiggvényhez, ha a fiiggvény integralhaté. Fourier transzformél-
takra hasonld tételek igazak.

September 5, 2011

Dr. Weisz Ferenc
egyetemi tanar
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