Szakmai zaréjelentés az OTKA-67580 (2007-2011) palyazatrol

A palyazati téma a korabbi OTKA-42985 (2003-2006) téma folytatasa volt.

Az elmult 40 évben a diofantikus egyenletek elméletében rendkiviil jelentds elérehaladas
tortént. Sziilettek igen altaldnos, de ineffektiv végességi tételek; explicit felsd korlatokat nyertek a
megoldasszamra; effektiv modszereket dolgoztak ki fontos egyenletosztalyokra, melyek az osszes
megoldas megkeresését teszik elvileg lehetévé; olyan hatékony algoritmusokat is kidolgoztak, melyek
bizonyos tipusu egyenletek esetén lehetdvé teszik konkrét egyenletek Osszes megoldasanak a
tényleges megkeresését szamitogép felhasznélasaval; végiil a nyert modszereknek és eredményeknek
szamos fontos alkalmazédsa sziiletett, egyebek kozott az algebrai szamelméletben és a rekurziv
sorozatok elméletében. Kutatocsoportunk az OTKA 67580 sz. palyazati tamogatassal mind az &t f6
vizsgalati irdnyban, nemzetk6zi viszonylatban is igen jelent6snek mindsitett eredményeket ért el.
Kutatasainkat a szerz6désben megfogalmazott munkatervnek megfelelden végeztiik. Eredményeinket
90 tudomanyos dolgozatban publikaltuk, s igen sok el6adast tartottunk nemzetk6zi forumokon.

Eredményes tudomanyos egyiittmiikddést folytattunk szamos kiilfoldi matematikussal. K6zos
cikkeket publikaltunk amerikai, angol, ausztral, francia, holland, horvat, indiai, japan, kanadai,
mexikdi, lengyel, német, osztrdk és torok matematikusokkal. Munkainknak jelentés a nemzetkozi
visszhangja, a publikacidinkra valé hivatkozasok szdma meghaladja a 3000-et. Vizsgalatainkhoz
sokan kapcsolddtak, eredményeinket, modszereinket sokan felhasznaltak kutatasaikban.

Tudoményos eredményeinkért szamos elismerésben részesiiltiink. Ujabb OTKA palyazatunk
mindharom opponense Ugy nyilatkozott, hogy a ,témavezeté korabbi palyazatai kiemelkedden
eredményesek voltak”. Gyéry Kalman a Debreceni Egyetem Diszérme kitiintetésben (2010) részesiilt.
2008 és 2011 kozott az European Research Council meghivasara részt vett az EU-s tudomanyos
palyazatok elbiralasaban. Pethd Attilat az MTA levelezd tagjava (2010), az MTA Matematikai
Tudoményok Osztalya pedig osztalyelnok helyettessé valasztotta. Pintér Akos 2010-ben, Hajdu Lajos
2011-ben akadémiai doktori cimet szerzett. Bérczes Attila 2009-ben habilitalt. A csoportvezet6 kutatdi
allandé meghivottjai és felkért eldaddi szakteriiletiik nemzetk6zi konferencidinak. Egy nemzetk6zi
konferenciat és tobb workshopot rendeztek.

Az OTKA 67580 sz. palyazat keretében végzett kutatasok legfontosabb eredményeinek rovid
osszefoglalasa

Szamos jelentds effektiv, kvantitativ és numerikus eredmény sziiletett egy sor alapvetd fontossagu
diofantikus probléméval kapcsolatban. Az eredmények elsésorban szétesé forma egyenletekre,
egységegyenletekre, szuperelliptikus és binom Thue egyenletekre, altalanositott Fermat-tipusi
egyenletekre, szeparabilis egyenletekre, valamint rekurziv sorozatokra, adott diszkriminansq, illetve
adott rezultansu binér formakra, altalanositott szamrendszerekre €s alkalmazasaikra vonatkoznak. Az
alabbiakban ismertetjiik a legfontosabb eredményeket. A legkiemelkeddbb eredményeket a rovid
Osszefoglaldban is felsoroljuk. A kutatocsoport tagjainak a kozos eredményeit csak egyetlen (az alabbi
sorrendben az elsd) helyen fogjuk ismertetni.

Gyéry Kalman eredményei: Gyéry Kalman a projekt keretében 17 tudomanyos dolgozatot publikalt.
Az alabbiakban részletezziik a legfontosabb eredményeit.

Altalanos effektiv végességi tételek (részben Bérczes Attilaval és Pintér Akossal kozos eredmények).
A diofantikus szamelméletben kozépponti szerepet jatszanak az egységegyenletek és a szétesd forma
egyenletek. Egységegyenletekre, altalanosabban S- egységegyenletekre és szétes6 forma egyenletekre
Gy6ry Kalman nyerte az els6 effektiv eredményeket, explicit korlatokat adva a megoldasokra. Ezeket
a korlatokat késobb lényegesen élesitette és eredményeinek szdmos alkalmazasat adta. Minden
eddiginél jobb effektiv egyenldtlenségeket sikeriilt bizonyitania az algebrai szamtestek feletti hires
ABC-sejtés iranyaban.

A diofantikus approximaciok elméletének egy klasszikus, igen sokat vizsgalt teriiletén nyert
jelent6s uj eredményeket Bérczes Attilaval és J. H. Evertsével kozosen. Effektiv eredményeket nyert
adott algebrai szamoknak egy végesen generdlt multiplikativ csoport elemeivel valé
approximacidjardl. A nyert explicit alsé korlatok jelentdsen pontositjdk Bombieri, Cohen, Bugeaud és
Gubler nevezetes eredményeit, és fontos alkalmazasokhoz vezettek diofantikus egyenletekre
vonatkozoan.




Bérczes Attilaval, J. H. Evertsével (és részben C.Pontreauval) kozosen elsdként nyertek
effektiv korlatokat algebrai gorbék és bizonyos egyéb sokasigok olyan pontjaira, melyek "kozel"
vannak egy algebrai szamokbdl all6 végesen generalt multiplikativ csoporthoz, illetve még
altalanosabban annak diviziocsoportjahoz.

Szamos diofantikus probléma vezethet vissza (1) Ax"-By"=C alaka binom Thue-egyenletekre,
ahol x ,y # 0, n > 3 ismeretlen egészek, 4, B, C pedig rogzitett, 0-tol kiilonbozé egészek. A Baker-
modszer felhasznalasaval x ésy abszolut értékére és n-re egy , 4, B, C-tol fiiggd explicit fels6 korlat
adhaté. Gyéry Kalman és Pintér Akos az (1) alaku egyenletek és az S —egységegyenletek kozos
altalanositasara nyert effektiv végességi tételeket. Megmutattak, hogy ha 4, B, C is ismeretlenek, de
csak adott p; _ p, primekkel oszthatdk és Ax, By, C relativ primek, ugy Ax, By, és C abszolut
értékére csupan Q = p;  p-t6l figgd effektiv felsd korlat adhatdé. A nyert eredmény kozos
altalanositasat adja az S- egységegyenletekre és a binom Thue-egyenletekre korabban nyert kvalitativ
effektiv végességi eredményeknek.

Klasszikus, sokat vizsgalt egyenlet a (2) f(x) = w)" alakt szuperelliptikus egyenlet, ahol f(X)
€ Z[X] adott fopolinom, w0 rogzitett egész x ,y és n > 3 pedig ismeretlen egészek. Sokan nyertek
effektiv fels korlatot a megoldasokra, melyek azonban fiiggnek az w-t6l, az f fokszamatol, valamint
az f magassagatol vagy diszkriminansatol. Gydry és Pintér megmutattak, hogy bizonyos természetes
feltételek mellett a megoldasokra olyan effektiv korlat is adhatd, ami csupan az f fokszamatol,
valamint az w és az f ltalanositott diszkriminansa kiilonb6z6 primosztoinak szorzatatdl fiigg. A nyert
eredmény mar véglegesnek tekinthetd abban az értelemben, hogy a korlatokban a nevezett
paraméterektol valé fiiggés tovabb mar nem gyengitheto.

A szamtestek feletti egységegyenletekre és S-egységegyenletekre vonatkozd végességi
eredményeket Lang 1960-ban messzemenden altalanositotta a Z felett végesen generalt
integritastartomanyok esetére. Azonban a szamtest esettel ellentétben Lang eredménye ineffektiv. 50
év elteltével Gyorynek Evertsével kozosen sikeriilt Lang tételére effektiv bizonyitast adnia, raadasul
kvantitativ formaban. Az eredménynek szamos fontos alkalmazasa lesz.

Teljes hatvinyok szamtani _sorozatokban (Hajdu Lajossal és Pintér Akossal kozos
eredmények) Ezzel a klasszikus témakorrel a 17. szdzad 6ta rendkiviil sokan foglalkoztak, kozottiik
Fermat, Euler, Liouville, Sylvester, Erdés és Siegel. Egy masfél évszézados sejtést bizonyitva Erdds és
Sejfridge (1975) megmutatta, hogy k <2 egymasra kovetkezd egész szorzata nem lehet teljes hatvany.
Egy altalanos sejtés szerint — mely k£ = 3 esetén egészen Fermat-ig nyulik vissza- az altalanosabb (3)
x(x+d) ... (x+(k-1)d) = y" egyenlet relativ prim x, d és (kx) # (3,2) mellett sem megoldhaté. Szamos
részeredmény utan az elsé attorést Gyory (1999) érte el, aki a sejtést k = 3-ra bebizonyitotta. Ezt az
eredményt Gyory és Hajdl (tarsszerzokkel kozosen) kiterjesztette a £ < 12 esetre, Gjabban pedig
Gyory, Hajdu és Pintér a k < 35 esetre. A bizonyitasaik soran (3)-at visszavezették (4) Ax" + By =
CZ%, q €{2, n} alaki egyenletekre, majd szamos mély, klasszikus és modern eredményt és modszert,
kozottiik a Frey gorbék, Galois reprezentaciok és modularis formék médszerét hasznaltak fel a kapott
(4) tipust egyenletek kezelésére.

Binom Thue egyenletek és szuperelliptikus egyenletek explicit megoldasa (Pintér Akossal
és részben Bérczes Attilaval kozos eredmények) A C = 1 esetben GyOry és Pintér szisztematikusan
elkezdte (1) alaku egyenletek teljes megoldasat korlatos 4 és B mellett, s max (|4|, |B|]) = 20-ra az
Osszes megoldast meghataroztak. Ujabban Bazs6 Andrassal és Bérezes Attilaval kozosen
kiterjesztették (1)-re vonatkoz6 eredményeiket arra az estre, amikor az 4, B, C pozitiv egyiitthatok
értéke legfeljebb 30, C=1 mellett legfeljebb 50, 4 = C = 1 mellett pedig legfeljebb 400. Néhany
kivételtdl eltekintve a tekintett egyenleteket teljesen megoldottak.

A szerzOk a bizonyitasok soran a modern diofantikus szamelmélet szinte valamennyi fontos
modszerét kombinaltak, beleértve a Baker-modszert, a hipergeometrikus médszert, a lokalis modszert,
a modern szamitogépes mddszereket, valamint a Fermat-sejtés bizonyitasara kidolgozott médszernek a
szerzOk altal tovabbfejlesztett valtozatat. C = 1 és ¢ €{3,n} esetén n > 13 primekre a (4) alaka
egyenletek egy széles osztalyat megoldottak. Eredményitk az 4 = B = C = 1 esetben n > 13-ra
tartalmazza Wiles hires tételét a Fermat-féle egyenletre vonatkozoan.

Adott fokszami és adott diszkrimindnsu, illetve adott rezultinsi binér formak (Bérczes
Attilaval kozos eredmények) Gyory Kalman a 70-es évek elején szamos alkalmazassal jar6 effektiv
végességi tételeket nyert adott diszkriminanst egész egyiitthatds fépolinomokroél. Késobb végességi
eredményeket publikalt adott fokszami és adott rezultansu egész egyiitthatds fépolinomokrdl is. Az
eredmények a “monic” binér formak nyelvén is megfogalmazhatok. Birch és Merriman — Gy6rytol
fiiggetleniil- anal6g, de ineffektiv tételt nyert adott diszkriminansu binér formakrol, mely azonban nem




adja ki specialis estként a “monic” estben nyert végességi allitasokat. Evertse és Gyory (1991)
kvantitativ formaban effektivizalta a Birch-Mirriman tételt.

Az adott diszkriminansi illetve adott rezultansi binér formak természetes mddon
ekvivalenciaosztalyokba sorolhatok. Bérczessel és Evertsével kozosen adott felbontési testtel
rendelkez6 binér formak esetén explicit és egyben uniform fels6 korlatokat adtak az emlitett
ekvivalenciaosztalyok szamara. Alkalmazasként fontos 0j eredményt nyertek Thue-Mahler egyenletek
megoldasszamara vonatkoz6an. Az emlitett eredményekhez szorosan kapcsolédva megmutattak, hogy
adott algebrai szamtestben legfeljebb véges sok olyan monogén rend van, mely harom egymassal nem
ekvivalens algebrai egésszel is generalhat6 a racionalis egészek gyiiriije felett. Eredményiiket ennél
lényegesen altalanosabban, Z felett végesen generalt tartoméanyok feletti rendek esetén is bizonyitjak.

Aritmetikai grafok: A végesen generdlt integritdstartomanyokon korabban Gyory altal
bevezetett aritmetikai grafok szamos alkalmazashoz vezettek. Ujabban olyan éltalanos kvantitativ
eredményeket nyert az emlitett grafokra vonatkozdan, melyek fontos 1 alkalmazasokat
eredményeztek rezultans egyenletek és diszkriminans egyenletek vonatkozasaban.

Pethé Attila eredményei: Pethd Attila 2007 és 2011 kozott 19 tudoméanyos dolgozatot készitett az
OTKA palyazat tamogatasaval.

Akiyamaval, Brunotteval és Thuswaldnerrel tovabb folytattuk a shift radix rendszerek
tulajdonsagainak a tanulmanyozasat. Cikksorozatunk 3. részében meghataroztuk az adott fokszamu és
adott korlat alatti konstans tagi CNS polinomok eloszlasat. A vizsgalatot tovabb folytattuk a 4.
részben, ahol a Pisot polinomok szdmara is sikeriilt aszimptotikus formulat bizonyitani, s6t a
maradéktag nagysagrendjére is adtunk becslést. Ugyanebben a dolgozatban az F-tulajdonsagu Pisot
polinomok szamara is tudtunk aszimptotikus formulat bizonyitani, de maradéktag nélkiil. Utobbi
dolgozat gondolatmenetét kovetve Madritsch-csal lényegesen javitottuk az egész egyiitthatos
kontraktiv polinomok
eloszlasara vonatkozo eredményiinket. Akiyamaval és Brunotteval jellemeztik a harmadfoku,
reducibilis CNS polinomokat. Hasonl6 eredmény az éltalanos esetben nem varhat6, mint azt korabbi
munkaink mutatjak.

Foglalkoztunk a valds egyiitthats kontraktiv polinomok hataranak vizsgalataval is. Ekkor
fontos probléma a hatarpontok osztalyozésa abbol a szempontbdl, hogy egy hozzajuk rendelt majdnem
linearis leképezés palyai ciklikusak-e vagy van kozottikk divergens. Belattam, hogy ha a polinomnak
nincsenek az egységgyokoktdl kiilonbozd gyokei a komplex egységkoron és azok is egyszeresek,
akkor az SRS leképezéssel definialt sorozat ndvekménye egyenletesen korlatos. Ez bizonyos
esetekben algoritmust ad a pontok osztalyozasara. Kirschenhoferrel és Thuswaldnerrel a
haromdimenziés hatarhalmaznak egy az aranymetszéssel definidlt pontjat elemeztiik. Szoros
kapcsolatot talaltunk az igy definialt sorozat periddikussaga, illetve divergenciaja illetve a kezdétagok
Zeckendorff eldallitasa kozott.

A kétdimenzids eset hatarat az (1, y), ahol -2 < y < 2 szakasz kivételével korabban teljesen
leirtuk és megfogalmaztuk azt a sejtésiinket, hogy az ezekhez a pontokhoz tartozé palyak is
periddikusak. Legyen y = 2 cos z. Akiyamaval, Brunotteval és Steinerrel belattuk, hogy sejtésiink igaz,
ha a cos z +i sin z komplex szam masodfoku algebrai szam. Ezen feliil leirtuk a lehetséges
periddushosszakat is. Kirschenhoferrel ¢s Thuswaldnerrel példdkat mutattunk arra, hogy
haromdimenzids esetben a hatarhalmaz pontjainak tulajdonsagai a sorozat kezdéértékétdl is
fiigghetnek.

Zieglerrel a Pell egyenlet olyan megoldasait vizsgaltuk, amelyek valamely koordinataban
szamtani sorozatot alkotnak. Az ilyen sorozatok legnagyobb elemére és igy hosszara is explicit felsé
korlatot adtunk. Megmutattuk azt is, hogy minden haromtagu szamtani sorozathoz végtelen sok x’- dy’
= m Pell egyenlet talalhaté, amelyek megoldasai kozott az y koordinatdban ez a sorozat el6fordul.
Belattuk, hogy ottagh szAdmtani sorozatokra mar csak véges sok Pell egyenlet létezik hasonlo
tulajdonsaggal. Négytaghak esetén talaltunk mindkét alternativara példat. Dujellaval és Tadiccsal
megmutattuk, hogy a Zieglerrel talalt — 0, 1, 2, 3 - négytagl szamtani sorozat jelenti az egyetlen
kivételt. Bérczessel és Hajduval ezen eredmények egy részét Aaltalanositottuk normaforma
egyenletekre. Erdekes, hogy a normaforma egyenletekre illeszkedé szamtani sorozatok hosszara
vonatkozd becslésiink csak a forma fokszamatdl és a konstans tagtol fligg.

Zannier 2008-ban jellemezte az Gsszes olyan polinomot, amelyeknek rogzitett szami nem
nulla egyiitthatdja van és felbonthatatlan a fliggvények kompozicidjara nézve. Fuchssal ugyanezt a
problémat vizsgaljuk, azonban nem a 0-t6l kiilénbozd egyiitthatok, hanem a gyokdk szdmat rogzitjiik.




Megmutattuk, hogy ha egy racionalis tortfiiggvény gyodkei és polusai szamat rogzitjiik, akkor néhany
trividlis esettdl eltekintve csak véges sok, effektiven meghatarozhatd, felbonthaté racionalis
tortfliggvény létezik.

Az algebrai szamelmélet egyik klasszikus problémaja algebrai szamtestek testindexének
meghatarozasa. Pohsttal meghatéaroztuk a trikvadratikus szamtestek testindexének lehetséges értékeit.
Ezen feliil megmutattuk, hogy barmely p primszamhoz és n természetes szamhoz p" osztja azon
multikvadratikus szamtest testindexét, amelyet elég sok, multiplikative fiiggetlen négyzetszam
adjungalasaval kapunk Q-bol.

Husztival egy biztonsagos vizsgaztatd rendszert irunk le. Biztonsagos abban az értelemben,
hogy mind a vizsg4zo, mind a vizsgaztaté anonim marad a regisztracié utan, de a vizsga befejezése
utdn a vizsgazo egyértelmiien azonosithatd, igy az érdemjegyét hozza tudjuk rendelni. Bérczessel és
Follathal olyan hash fiiggvényt definialunk, amelyik nem invertalhaté egyszer(i probalgatassal és
megmutatjuk, hogy biztonsagos, ha az egész szamok faktorizacidjanak problémaja nehéz. A
konstrukcié tobbvaltozds, hianyos polinomokat hasznal.

Gaal Istvan eredményei: Gaal Istvan a projekt keretében 10 dolgozatot publikalt.

M. Pohsttal kozosen megmutatta, hogy rezultans tipusi egyenletek esetén, ha az egyik
polinom adott és a masik polinom ismeretlen, akkor az egyenlet megoldasa kétvaltozds
egységegyenletek megoldasara vezethetd vissza. Ezt folhasznalva fiiggvénytestek és algebrai
szamtestek esetén is algoritmust adott az egyenlet megoldasara. Ugyanezen észrevétel vezetett a
rezultans tipusi egyenletek megoldasszamara adott eddig ismert korlatnak a javitasahoz is. Véges
testek feletti fliggvénytestek esetén algoritmust adott tobbvaltozés egységegyenletek megoldasara.
Ennek szdmos tovabbi alkalmazésa lesz, elsként normaforma egyenletek megoldasanak kiszamitasara
hasznaltak fel.

M. Pohsttal kozosen a globélis fiiggvénytestek feletti egy illetve két polinom valtozos
rezultdns tipusu egyenleteket visszavezették két-illetve haromvaltozds egységegyenletekre.
Felhasznalva az egységegyenletekre vonatkozd korabbi tételeiket, hatékony eljarast adtak rezultans
tipust egyenletek megoldasara globalis fliggvénytestek felett.

M. Pohsttal kézosen eljarast adtak éltalanos normaforma egyenletek megoldasara globalis
fiiggvénytestek felett, felhasznalva a tobbvaltozos egységegyenletek megoldasara kifejlesztett
modszeriiket. Tovabba altalanos feltételek mellett az F(x,y)=G(x,y) egyenlet Gsszes megoldasanak
kiszamitasara adtak algoritmust a Q) fliggvénytest felett.

M. Pohsttal k6zésen hatékony eljarast adtak fiiggvénytestek felett az Gsszes olyan teljes
hatvany meghatarozasara, melyek két S-egység dsszegei. Tovabba C. Fiekerrel és M. Pohsttal kozosen
hatékony algoritmust adtak a fliggvénytestek feletti Mordell-egyenlet megoldasara. A modszer
szamtestek felett is alkalmazhato.

Szabo Timeaval kozosen kiszamitotta tobb ezer harmadfoka gy6kbovités minimalis indexét.
Eredményiik mutatja, hogy a diszkrimindns abszolut értékének novekedésével a minimalis index
tendencidjaban no.

Pintér_Akos eredményei: Pintér Akos a projekt keretében 18 tudoményos kézleményt publikalt.
Benyujtotta és megvédte az akadémiai doktori értekezését, melyben a binom Thue egyenletekre, ternér
egyenletekre és polinomok hatvanyértékeire vonatkozd, mar publikalt eredményeit foglalta Gssze.

A Bilu-Tichy tétel felhasznalasaval ineffektiv végességi allitasokat nyert kombinatorikus
geometriai hatterii diofantikus egyenletek megoldasszamara. Térsszerzokkel k6zosen megoldotta az
x2+2”al 1"b=y”n egyenletet.

Tarsszerzokkel kozosen a balansz szamok egy altalanositasat adta, effektiv és ineffektiv
tételeket nyert ezen altalanositott balansz szamok szamara. Vizsgaltak az f(x)=g(y) egyenletet , ahol az
f és g polinomok trinomok. Végességi allitast nyertek a megoldasok szamara. Alsoé becslést adott
rekurziv sorozattal meghatarozott polinomok egyszeres és kiilonb6z6 gyokeinek szamara.

Korabbi vizsgalatait Kkiterjesztette binom Thue-egyenletek egy széles osztalyanak teljes
megoldasara. Egy specialis hézagelv segitségével egy Runge-tipusii diofantikus egyenlet Osszes
megoldasat meghatarozta,

Szamtani sorozatokkal kapcsolatos karakterizacidjat adta a klasszikus Fibonacci sorozatnak.
Alsé becslést adott bizonyos masodrendii rekurziét kielégitd polinomcsaladok egyszeres gyokeinek a
szamara.




Szamtani sorozat tagjainak k-adik hatvany Osszegét, mint polinomot tekintve megadta a
polinom mas polinomokkal valé 6sszetételét (decompositio-jat).

Hajdu Lajos eredményei: Hajdu Lajos az OTKA palyazat keretében 25 tudomanyos dolgozatot

sres

multiplikativ tulajdonsagli halmazokban talalhaté szamtani sorozatokra vonatkozd eredményeit
Osszegezte.

Diofantikus problémdk. A ,majdnem” teljes hatvanyokbdl all6 szamtani sorozatok irodalma
rendkiviil gazdag, a teriiletet tobbek kozott Fermat, Euler, Erdés neve fémjelzi. A korabbi idevagod
eredményeket lényegesen javitva, GyoOryvel és Pintérrel megmutattak, hogy 3<k<35 esetén egy
szamtani sorozat k egymast kovetd tagjanak szorzata nem lehet teljes hatvany. Az eredmény
bizonyitasa tobbek kozott mély kombinatorikus megfontolasokat, illetve a Fermat-egyenlet
megoldasaban is kulcsszerepet jatsz6 modularis mddszer alkalmazasat igényli. A bizonyitds a
korabbiakhoz képest nem csupan mennyiségi, hanem jelentds mindségi tovabblépést is jelent. Ekkora
tagszam esetén ugyanis nem hasznalhatok a korabbi kombinatorikus megfontolasok, az egymast kovetd
szamok primtényezdivel kapcsolatos Osszefiiggéseknek (illetve szamos mas moddszernek) az
eddigieknél lényegesen mélyebb, pontosabb megértésére és hasznélatara volt sziikség.

Tarsszerzokkel a kobok illetve 6todik hatvanyok esetében a fenti teriileten Iényeges el6relépést
ért el, megmutatva, hogy 3<k<39, illetve 3<k<54 esetén sem lehet egy szamtani sorozat k darab
egymast kovetd elemének szorzata teljes harmadik, illetve 6todik hatvany. E hatvanyokra korabban
csak klasszikus eszkozok élltak rendelkezésre. Nekik sikeriilt elészor modern algebrai geometriai
eszkozoket (elliptikus gorbék, Chabauty-modszert) alkalmazniuk ezekre az esetekre is.

Tobb tételt bizonyitott kiilonb6z6 hatvanyokbdl allé szamtani sorozatokrol. Megmutatta, hogy
egy ilyen sorozat hossza valamely tagja, illetve a differencia fliggvényében is korlatozhat6. Sikeriilt
jellemeznie az ugynevezett ,hatvanygazdag” szamtani sorozatok lehetséges tagszamait. Tengellyel
k6z6sen éles korlatot nyert az n-edik hatvanyokbdl valamint négyzetekbdl, illetve kdbokbol alld
szamtani sorozatok hosszara.

Sikeriilt csak természetes paraméterektol fliggd felsé korlatot adnia S-egységek Gsszegeibol allo
halmazokban talalhaté szamtani sorozatok hosszara. Tételét Green és Tao primekbdl allé szamtani
sorozatokkal, kapcsolatos eredményével kombinalva, negativ valaszt adott Pohst egy primszamok
eloallitasara vonatkozd kérdésére. Késobb az eredeti tételt Lucaval kvantitativ alakban is
levezette.Részben a fenti eredmény alkalmazasaval, Bérczes Attilaval és Pethd Attilaval tobb végességi
eredményt igazoltak norma forma egyenletek megoldashalmazaban taldlhaté szamtani sorozatok
hosszéara vonatkozoan.

Adammal és Lucéval megmutattak, hogy barmely k-hoz talalhato olyan m, hogy barmely k
darab szam hatvanyainak adott linearis kombinacidi csak ,,kevés” maradékosztalyt érintenek modulo m.
Ezt az eredményt késébb Tijdemannal pontositottak, valaszt adva Nathanson egy kapcsolodé kérdésére.

Bérczessel, Dujellaval és Lucaval tobb tjszerii tételt igazolt olyan diofantikus halmazokra
vonatkozoan, ahol az elemek eltolt szorzata kiil6nbozd hatvany is lehet.

Parhuzamosan t6bb Mordell-Weil bazist hasznalva Kovaccsal kidolgoztak egy olyan eljarast,
amely az elliptikus egyenletek megoldasara szolgald, Gebel-Pethd-Zimmer illetve Stroeker-Tzanakis
eredményein alapuld Ellog algoritmus javitasat szolgéltatja. Az S-egységegyenletek esetében hasonld
iranyba tett lépéseket: olyan S-alapegység rendszer létezését igazolta konstruktiv mddon, amely az
LLL-mddszer alkalmazasakor a legnagyobb hatékonyséagot teszi lehetdvé.

Polinomok. Gyoryvel és Tijdemannal kbzosen tobb 0j eredményt bizonyitott Schur- valamint
Pélya-tipusu irreducibilitasi kérdésekkel kapcsolatban. Eredményeik tobb klasszikus tétel kiterjesztését,
¢lesitését jelentik. Az altaluk igazolt j Osszefliggések tobb fontos (példaul algebrai szamelméleti)
alkalmazasat is adtak.

Bizonyos feltételek mellett Tijdemannal jellemzését adtdk azon polinomoknak, melyek végtelen
sok k-tagi polinomot osztanak. Eredményiik a kapcsolodd, Posner és Rumsey illetve Gydry és Schinzel
nevéhez fliz6do6 sejtéssel illetve problémaval kapcsolatban is 4j informaciokkal szolgal.

Egész szamok legnagyobb kizis osztdival kapcsolatos eredmények. Recaman egy 1978-ban
megfogalmazott problémaja a kévetkez6: hatarozzuk meg azokat a p primszamokat, melyekre az elso p
darab prim teljes maradékrendszert alkot modulo p. A kérdéssel, illetve a kapcsolodd témakorrel
rengetegen foglalkoztak. Saradhaval megmutattdk, hogy a Recaman probléméjaban szerepld
tulajdonsag egyediil p=2 esetén teljesiil. Saradhaval és Tijdemannal a probléma egy altaldnosabb,
Pomerance-t6l szarmaz6 alakjat is eredményesen vizsgaltak, s6t a Riemann hipotézist feltételezve




teljesen meg is oldottak azt. A fenti kérdések vizsgalata soran az egy adott n szam illetve egy adott
intervallumban szereplé egészek legnagyobb kozos osztdjaval kapesolatos Jacobsthal fiiggvény is
fontos szerephez jut. Saradhaval megcafoltak Jacobsthal egy 1962-ben a j(n) fliggvény viselkedésével
kapcsolatban megfogalmazott sejtését. A bizonyitasok soran tobb kiilonb6zé primszamelméleti
eredmény és szitamddszer felhasznalasa mellett hatékony szitalé algoritmusok kidolgozaséara is
sziikségiik volt.

Saradhaval tobb eredményt is nyert Pillai egy adott intervallumban talalhaté egészek
legnagyobb kozos osztdival kapesolatos problémajara vonatkozoan. Egyrészt sikeriilt a problémaban
kulcsszerepet jatszo paramétert (a vizsgalt intervallum hosszat) sok részestben meghatarozniuk,
masrészt a probléma kiilonb6z6 altalanositéasait is kezelni tudtak.

Schinzellel és Skalbaval kozosen megmutattak, hogy (bizonyos specialis kivételektol
eltekintve) barmely szam ,,elég sok™ osztojat kivalasztva mindig talalunk harom olyan oszt6t, melyek
szorzata teljes négyzet. Eredményiiknek bizonyos halmazok siiriiségére vonatkoz6 tébb fontos
alkalmazasat is adtak.

Diszkrét tomogrdfia. A diszkrét tomografia alapproblémaja: hatarozzuk meg egy binaris matrix
elemeit, pusztan a matrix bizonyos vonaldsszegeinek (példaul sor- és oszlopdsszegeinek) ismeretében.
Egy korabbi eredményiikben Tijdemannal megmutattdk, hogy a kérdés targyalasa soran a probléma
legrovidebb valés megoldasa fontos szerepet jatszik. Tarsszerzokkel kozosen ujszert, altalanos
eredményeket nyert a legrovidebb megoldas eldallitasaval kapcsolatban. Eredményeiknek tobb fontos
alkalmazasat is adtak, példaul az azonos vonaldsszegii matrixok tavolsagara vonatkozoan.

Digitdlis képfeldolgozds. Hajdu Andrassal és Tijdemannal tobb speciélis, de fontos esetben
sikeriilt meghatarozniuk a négyzetracson az Euklideszi metrikat legjobban approximal6 szomszédsagi
sorozatot.

Kiilonbozo algebrai és egyéb eszkdzok felhasznéalasaval igazoltdk egy uUjszerii kombinalt
rendszer hatékonyséagat bizonyos tipusu, orvosi jellegli képfeldolgozasi problémak kezelésére.

Bérczes Attila eredményei. Bérczes Attila a projekt keretében 16 tudomanyos dolgozatot publikalt.

A diofantikus egyenletek elméletének egyik intenziven fejlédé aga az explicit mddszerek
alkalmazasa egyenletek teljes megoldasara. Ezen beliil az egyik népszerii irany a Ramanujan-Nagell
egyenlet kiilonféle altalanositasainak vizsgalata. Pink Istvannal kozosen teljesen megoldottak két fontos
altalanositott Ramanujan-Nagell egyenletet.

A debreceni szamelméleti kutatocsoport kezdeményezd szerepet toltétt be a norma forma
egyenletek megoldashalmazaban taldlhaté szamtani sorozatok vizsgalatdban. Bérczes Attila Hajdu
Lajossal és Pethd Attilaval kozosen jelen palyazat keretei kozott is folytatta ezen kutatasokat. Tobb
kvalitativ és kvantitativ végességi eredményt értek el abban az esetben, amikor a szamtani sorozat a
megoldashalmazban a megoldasok egy rogzitett koordinatdjaban jelenik meg. Ugyanezen kutatasi
teriileten Zieglerrel kdzosen Pell egyenletek megoldashalmazaban talalhaté mértani sorozatokkal
kapcsolatban értek el eredményeket, tovabba meghataroztdk a Lucas sorozatokban talalhaté Osszes
mértani sorozatot.

Vilaszt adott Ruzsa Imre egy problémajara. Egy 2004-ben Debrecenben tartott eldadasan Ruzsa
azt kérdezte, hogy mennyi lehet az elemszama egy véges, 1-nél nagyobb pozitiv kvéciensii mértani
sorozatot tartalmazo halmaz Gsszeghalmazanak. A kérdés harom-, illetve négytagi polinomok k&zos
gyokeinek vizsgalatara vezethetd vissza.

Liptai Kalmannal és Pink Istvannal kzosen belattdk, hogy egy trivialis esettdl eltekintve
nincs olyan egészekbdl 4all6 R n maésodrendii rekurziv sorozat, mely kiséropolinomjanak
diszkriminansa pozitiv, és amely valamilyen n>1, k>0 egész esetén teljesiti az R_1+R_2+...+R_{n-1}
=R_{nt1} +R_{n+2}+...+ R_{n+k} egyenletet.

Lucaval kdzdsen a nevezetes Bernoulli szamok szamlaldjanak legnagyobb primtényezdjére,
illetve a szamlalé szamjegyeinek dsszegére vonatkoz6 eredményeket nyertek

Jarasi Istvannal kozosen a kutatocsoport elméleti kutatasainak kozvetlen gazdasagi-
tarsadalmi hasznosithatosagat is alatimasztva, index formak kriptografiai alkalmazasanak lehetdségét
vizsgaltdk. Ez a munka Pethd és Bérczes egy korabbi, norma formdakkal kapcsolatos kriptogréfiai
vizsgalatanak egyenes folytatasa. Dolgozatukban javaslatot tesznek egy index formara alapozott
egyirany( hash fiiggvény hasznalatara, melyrél matematikailag belattak, hogy iitkozésmentes. Az
altaluk javasolt hash fliggvény lavina hatasat szamitogépes kisérletekkel vizsgaltak. A vizsgalatok azt
mutatjak, hogy az altaluk javasolt fliggvény ebbdl a szempontbol is jol viselkedik és biztonsagosan
mikaodik.




A norma illetve index formékra alapozott hash fiiggvények a formak homogenitasa miatt
tobb technikai problémat is okoztak. Ezért egy ujabb dolgozatban, az ilyen tipusi problémakat
megelézendod, tarsszerzokkel kdzosen olyan hash fliggvényre tesznek javaslatot, melyek alapjaul egy
olyan tobbvaltozés polinom szerepel, mely két kiilonb6zd fokszami homogén polinom Gsszege,
melyek koziil a magasabb fokszamuban minden véltozo szerepel a polinom fokszamaval megegyez6
fokszdmon is. Az ezek segitségével definialt hash fliggvényrél a szerzok belatjak, hogy
iitkozésmentes. Jelen algoritmus a korabbi javasolt algoritmusoknal sokkal gyorsabb, ugyanis ebben
az esetben a biztonsagot nem veszélyezteti az, ha egy véges primtest felett dolgozunk.



