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A pélyazat tamogatasaval 62 publikacié jelent meg. Fzekbsl 1 kényv, amely a
,Conference on Inequalities and Applications ’07” konferencidan bemutatott dolgoza-
tokbol Inequalities and Applications [9] cimmel a Birkhduser Verlag gondozasaban
jelent meg. (Ebben a kutatocsoport tagjai két dolgozatot is publikaltak.) Tovabbi 50
dolgozat nemzetkozi tudomanyos folyoiratban, 11 pedig referalt konferenciakiadvany-
ban jelent meg. A zardjelbe tett évszam a megjelenés, illetve a varhaté megjelenés
idejét jeloli.

Vera Zeidannal (aki a Michigani Egyetem professzora) egytittmiikodve 7 dolgo-
zat késziilt el és ebbdl egy van megjelenés alatt. A Pales—Zeidan (2007, Nonlinear
Anal.) [56] dolgozatban a korabbi években elért eredményeink betet6zéseként, az un.
Dubovickij—Miljutyin-féle id6transzformacios triikk segitségével az allapottérre vo-
natkozo egyenl6tlenségi, az irdnyitasi fliggvényre pedig egyenlGségi és egyenlGtlenségi
korlatozasokat tartalmazo optimalis iranyitasi feladatokra sikeriilt a Pontrjagin-féle
maximum-elvet kiterjeszteni és ezt masodrendii sziikséges feltételekkel is kiegésziteni.

Ko6z0s kutatasaink egy tjabb teriilete a Clarke-féle altalanositott Jacobi-métrix
(amely a lokélisan Lipschitz véges dimenzios normalt terek kézott hato fliggvények-
hez tarsit egy halmazértékd derivalt fogalmat), amelyet végtelen dimenziés normélt
tereken értelmezett és véges dimenziods értékkészletd lokalisan Lipschitz fiiggvényekre
sikeriilt altalanositani a Pales—Zeidan (2007, J. Convex Anal.) [54] dolgozatban. Az
altalanositas a lokalisan Lipschitz fiiggvények (Rademachertdl ered) majdnem min-
denititti differencialasi tételén alapszik, mivel a fliggvény véges dimenzios affin alte-
rekre vett megszoritdsainak Clarke-féle Jacobi-matrixai segitségével értelmezi az &l-
talanositott halmazértékd derivaltat. Ennek az 0j fogalomnak a karakterizaciojat és
a kalkulus szabélyok egy teljes spektrumat (6sszeg szabaly, lanc szabély, részenként
sima fliggvények differencialasa, stb.) sikeriilt kidolgozni a Pales—Zeidan (2008, J.
Math. Anal. Appl.) [57] dolgozatban. Bebizonyitottuk, hogy ez a derivalt fogalom
a legsziikebb szekvencialisan feliilrél folytonos halmazértéki szigori Hadamard-féle
derivalt. A bizonyitasok hatterében Fabian és Preiss egy eredményének az altala-
nositasara volt sziikség. Ennek felhasznalasaval kimutattuk, hogy az altalanositott
derivalt véges dimenzios alterekre valo lesziikitése és az ugyanarra az altérre nézve kép-
zett altalanositott derivalt kozott egyenlség all fenn. A Radon-Nikodym tér értéki
fiiggvényekre vonatkozo kiterjesztést dolgoztuk ki a Pales—Zeidan (2007, Set-Valued
Anal.) (45 oldolas) [55] dolgozatunkban. A Pales—Zeidan (2009, J. Convex Anal.)
[58] dolgozatban a sikeriilt egy olyan sztik halmazt konstrualni, amelynek konvex
burka az altalunk bevezetett altalanositott halmazértékid derivalt. Ennek az alkal-
mazasok szempontjabol az a jelentGsége, hogy sokszor mar ez a sziikebb ,derivalt” is
elegendd a szélsGérték problémakra vonatkozo sziikséges feltételek megfogalmazasa-
hoz. Az altalanositott derivalt konstrualhatosaga nagy mértékben fligg az értékkeészlet
tér geometriai tulajdonsagaitol, legaltalanosabban normalt terek duélis tereként els-
all6 Banach-térbeli értékid fiiggvényekre vonatkozé kiterjesztést sikeriilt kidolgozni a
Péles—Zeidan (2010, Discrete Contin. Dyn. Syst.) [60] dolgozatban. Ebben a dolgo-
zatban egy példat is sikeriilt konstrualni, ami azt mutatja, hogy van olyan a folytonos
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nem lehet altalanositott derivaltat rendelni. Az irdnyitaselméleti alkalmazéasoknal a
fent altalanossag azoban még mindig nem elegendGen hatékony, ezért sziikségessé valt
egy u.n. altalanositott koderivéalt fogalmanak az értelmezése, amely méar tetszéleges
értelmezési tartomény és tetszéleges értékkeészlet esetén hasznalhat6. Ezt az 4j fogal-
mat Pales—Zeidan (2010, Set-Valued Variational Anal.) [59] dolgozatban vezettiik be,
és az erre vonatkozo kalkulus szabalyok egy teljes spektruméat (6sszeg szabaly, lanc
szabaly, részenként sima fiiggvények differencialasa, stb.) erre is kidolgoztuk.

A Pales (2006) [51] dolgozat un. absztrakt iranyitasi feladatokra vonatkozik, vagyis
olyan problémékra, ahol valtozok két csoportba oszthatok: az egyik csoport szerint
Lipschitz folytonossag, a masik csoport szerint pedig egy konvexitasi feltétel telje-
siil. Az optimumnak az ilyen problémékra nyert elsé- és magasabb-rendi sziikséges
feltétele minden szempontbol altalanositja Ioffénak és Tyihomirovnak egy klasszikus
eredményét, amely a Lagrange-elv és a Pontrjagin-féle maximum-elv egy kozos al-
talanositasa. FEzek az eredmények elsGsorban a konkrét — kozonséges és parcialis
differencialegyenletekkel vezérelt, nemsima adatokat tartalmazé — optimalis irdnyi-
tasi problémakra alkalmazhatok sikeresen.

A Bajak-Pales (2009, Acta Math. Hungar.) [7] dolgozatban a Hahn-Banach és a
Dubovickij—Miljutyin-féle elvalasztési tételeket olyan halmazok szeparacidjara, elva-
lasztéasara sikertilt kiterjeszteni, amelyek konvex halmazok (nemlinearis) inverz képe-
ként allnak elg. Ebbdl az eredménybdl alkalmazéasként a feltételes szélsGérték problé-
makra jol ismert Lagrange-féle multiplikator tétel is azonnal és konnyen levezethetd.

A masik vizsgalt témakorben a konvexitas kiillonbozd altaldnositasait, ezek jellem-
zését, tovabba konvex fliggvények perturbacios tulajdonsagait, stabilitasat vizsgaltuk.
Tovabbi érdekesnek mutatkozé kérdés a nem elsérendi Lipschitz-perturbéciok vizs-
galata és az eddigi eredményeknek a vektorvaltozos fliggvények esetére vonatkozo ki-
terjesztése. A monoton fliggvények Lipschitz-perturbéaciot jellemeztiik a Mako-Pales
(2006, Acta Math. Hungar.) [45] dolgozatban. Boros Zoltan (2008, Math. Inequal.
Appl.) [12], egy sejtésemet igazolva, megmutatta, hogy a klasszikus Tagaki-fliggvény
(més néven van der Waerden-fliiggvény) kielégiti a Jensen-egyenl6tlenség egy per-
turbalt alakjat, azaz, hogy rendelkezik egy bizonyos approximativ konvexitési tu-
lajdonsaggal. Ezt az eredményt messzemendGen sikeriilt altaldnositani a Mako-Pales
(2010, J. Math. Anal. Appl.) [44] cikkben, ahol az G.n. p-konvexitassal kapcsolatos
Takagi-tipusu fliggvények egy széles osztalyara sikeriilt hasonlo jellegti approximativ
konvexitasi tulajdonsagot igazolni.

A Bessenyei-Pales (2006, Math. Inequal. Appl.) [10] dolgozatban az tn. Csebisev-
rendszerekre nézve elsé-, valamint magasabb rendben konvex fliggvények konvexité-
saval foglalkoztunk és kiterjesztettiik a klasszikus esetbdl ismert Hermite-Hadamard-
egyenlGtlenséget ilyen rendszerekre. A kiilonb6z6 szimmetria tulajdonsagokkal rendel-
kezé fliggvényekre vonatkozd Hermite-Hadamard-tipusi egyenlétlenséget talaltunk a
Czinder—Péles (2006, Math. Inequal. Appl.) [18] dolgozatban, amelyrdl kideriilt, hogy
a Gini- és Stolarsky-kozepek Osszehasonlitasi tételének bizonyitasaban is jelentds sze-
repet jatszik.

Egy 1j szubdifferencialfogalmat, a Q-szubdifferencial fogalmat vezettiik be a Boros—
Pales (2006, J. Math. Anal. Appl.) [14]-ben, amely a konvex analizisb6l ismert stan-
dard szubdifferencial fogalomnak az altalanositasa, ennek elemei azonban nem linea-
ris funkcionalok, hanem additiv fliggvények. Ennek az 1j fogalomnak a segitségével
a Jensen-konvexitast a Q-szubdifferencial monotonitasaval jellemeztiik.

A Beckenbach altal bevezetett konvexitas-fogalomra vonatkozé szendvics tétele-
ket nyertiink Nikodem-Péles (2007, J. Convex Anal.) [48] dolgozatban. A harom
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paraméteres sikbeli tartomanyokon értelmezett Beckenbach csaladokra nézve konvex
fiiggvények tulajdonsagait vizsgaltuk az Adamek-Gilanyi-Nikodem—Pales (2007, J.
Math. Anal. Appl.) [2] dolgozatban. A konvexitas, Jensen-convexitas és a Wright-
konvexitas magasabb-rendi altalanositasait vezettiik be, illetve vizsgaltuk az ilyen
tulajdonsagu fiiggvények kozotti kapesolatoka a Gilanyi-Péles (2008, Math. Inequal.
Appl.) [24] cikkiinkben. A magasabb rendben Wright-konvex fiiggvényeknek C. T. Ng
klasszikus eredmnyével analég dekompozicios tételét sikeriilt bebizonyitani a Maksa—
Pales (2009, J. Math. Anal. Appl.) [42] dolgozatban. A magasabb-rendd monotonitas
és konvexitas Hermite-Hadamard egyenl6tlenséghez hasonlé linearis integralegyenlét-
lenséggel valo jellemzését talaltuk a Bessenyei-Péles (2010, Proc. R. Soc. Edinburgh
Sect. A) [11] cikkben. A Hadamard-egyenlStlenség (nem csak konvex fiiggvényekre
vald) teljesiilésének sziikséges és elegendd feltételeit irtuk le a Fink—Péles (2007, Appl.
Anal. Discr. Math.) [22] dolgozatban. A Nikodem-Péles (2008, Ann. Univ. Sci.
Budapest. Sect. Comput.) [49] dolgozatban a t-kvaziaffinitas az 1/2-kvaziaffinitas
kozott kapcsolatot sikeriilt meghatérozni. Az Hermite-Hadamard egyenlGtlenségre
stabilitasi tételt igazoltunk a Hazy—Pales (2009, Proc. Royal Soc. A) [36] és Hazy [30]
dolgozatokban. A Daroczy—Pales [21] cikk a nemkonvex fiiggvényeknek egy olyan 1j
jellemzését adja, aminek a segitségével 1j, a kvaziaritmetikai kdzepeket is altalanosito
kozéptipusok Osszehasonlitasi tételeit sikeriilt leirni.

A kiilonféle értelemben vett &ltalanositott konvex fliggvényekre vonatkozd
Bernstein—Doetsch-tipusi eredményeket targyalnak a Burai-Hazy—Juhasz (2009,
Publ. Math. Debrecen) [17], Hazy [27], [31], [33], [34] és Hazy—Burai [35] dolgoza-
tok.

A kozépértékekkel kapcesolatos Jensen-tipusi egyenleteket, illetve kdzepek Gauss-
féle kompozicioit tartalmazo fliggvényegyenleteket vizsgaltunk a Dardczy—Maksa—
Pales (2006, Proc. Amer. Math. Soc.) [20] és a Dar6czy—Lajko-Lovas—Maksa—Pales
(2007, Acta Math. Hungar.) [19] dolgozatokban. A metrikus grupoidokon tekintett
Cauchy-egyenlet stabilitdsanak kiilonb6z6 tipusi becsléseit foglaltuk 6ssze a Gilanyi—
Kaiser—Pales (2007, Aequationes Math.) [23] cikkiinkben. A kvaziaritmetikai ko-
zepekbdl L-konjugalassal nyert tjabb kozepek sszehasonlitasanak sziikséges és ele-
gendd feltételeit taldltuk a Bakula—Pales—Pecaric (2007, Commun. Appl. Anal.)
[8] dolgozatunkban. A Losonczi-Péles (2008, J. Math. Anal. Appl.) [38]| dolgo-
zatban két fiiggvénnyel és egy mértékkel meghatarozott kozepek Gsszehasonlitasanak
szitkséges feltételeit és elegendd feltételeit hataroztuk meg. A Maksa—Péles (2010,
Colloq. Math.) [43] dolgozatban a sulyozott kvéaziaritmetikai kozepek Gsszehason-
litdsanak sziikséges és elegendé feltételeit arra az &altalanosab esetre is megadtuk,
amikor az Osszehasonlitand6 kozepek nem feltétleniil ugyanugy vannak silyozva. A
Mako-Pales (2008, Publ. Math. Debrecen) [46] cikkben a kvaziaritmetikai kozepek
mértékek segitségével valo altalanositésait vizsgaltuk és megoldottuk az ilyen kézepek
egyenldségi problémajat. A Mako-Péles (2009, J. Math. Anal. Appl.) [47] dolgo-
zatban az ilyen kozepek osztalydban meghataroztuk azokat a kozép-parokat, amelyek
Gauss-kompozicidja a szdmtani kozép. Az invariancia-egyenletet a Matkowski &l-
tal bevezetett altalanositott kvaziaritmetikai kbzepek osztalydban négyszeri folytonos
differencialhatosagot feltéve oldottuk meg a Bajak—Péales (2009, Aequationes Math.)
[6] dolgozatban. Az Gini-kozepekre teljesiil§ invariancia-egyenlet Osszes megoldéasat
komputaralgebrai eszkozokkel, a MAPLE programcsomag alkalmazasanak segitségé-
vel oldottuk meg a Bajak—Pales (2009, Comput. Math. Appl.) [5] cikkben. Az itt
kifejlesztett modszer, amely az elméleti megfontolasokat és a komputeralgebrai esz-
kozokkel elvégzett részletszamitasokat kombinalja, valoszintileg tovabbi paraméteres
egyenlGségi problémak vizsgélatara is alkalmazhaté lesz.
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A tobbvaltozos kvaziosszegek reprezentacoit irja le a Maksa-Nizsaloczki [41] dol-
gozat. A Maksa—Mészéaros [40] dolgozatban az exponencialis valoszintségeloszlas egy
fiiggvényegyenletekkel valo jellemzését adtuk. A Lajko-Maksa-Mészéaros (2008, Publ.
Math. Debrecen) [37] cikkben a Hosszu-féle fliggvényegyenlet egy altalanositasat sike-
riilt mérhetsségi feltételek mellett megoldani. A Gselmann—Maksa (2009, Sci. Math.
Jpn.) [25] dolgozatban a nemnegativ informaciofiiggvények egy 1j elGallitasat ad-
tuk meg. A Gselmann—-Maksa (2009, Aequationes Math.) [26] dolgozatban a pozitiv
paraméterid informéciofiiggvények fiiggvényegyenletének Hyers—Ulam értelemben vett
stabilitasat bizonyitottuk. A Pales (2008, Acta Sci. Math. (Szeged)) [53] cikkben a
linearis fliggvényegyenletek egy specidlis osztalyat vizsgaltuk, amely alapvets fontos-
sdgu az iteraciot is tartalmazo nemlinearis egyenletek vizsgalataban. Az iteraciot is
tartalmazo fiiggvényegyenletek regularitaselméletérdl frott sszefoglaldt tartalmaz a
Pales (2006, Tatra Mt. Math. Publ.) [52] dolgozat. A kiindulé eredmény éltalaban
Lebesgue-nek a monoton fiiggvényekre vonatkozé majdnem mindeniitti differencial-
hatosagi tétele, ezért meglepd a Boros-Dardczy (2006, Publ. Math. Debrecen) [13]
dolgozat eredménye, amely egy iterativ egyenletrdl azt mutatja ki, hogy az altalanos
megoldéasok tetszdleges additiv fiiggvények.

Debrecen, 2010. aprilis 26. (Témavezets alairasa)
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