Zarojelentés a K 61908 szamu OTKA palyazathoz

Az elért eredmények rovid ismertetése:

Ruzsa Imre a madridi matematikai kongresszuson meghivott eldadoként tartott eléadast.
Ennek irott valtozata Additive combinatorics and geometry of numbers cimmel a konferencia
kotetben jelent meg. Ebben azt vizsgalta, hogy miként kapcsolddnak egy racspontokbdl allo
halmaz geometriai tulajdonsagai (dimenzio, konvex burok mérete) additiv tulajdonsagokhoz.

Ruzsa Imre a Cardinality questions about sumsets cimii a Montreal school on combinatorial
number theory kotetben megjelend cikke részben ismertetd, részben 1) eredményeket
tartalmazoé cikk. Az Gj eredmények egyike az |A+B+C|*2 \leq |A+B| |A+C| |B+C]|
egyenldtlenség, amely mas régebbi eredményekkel egyiitt 1ényegében leirja az $|A|$, $]2A[S,
$|3A[$ lehetséges egyiittes nagysagrendjeit.

Ruzsa Imre V. Bergelsonnal irt, Sumsets in difference sets cimi, az Israel J. Math.
folyodirathoz benyujtott cikkében differenciahalmazokat vizsgdl a 2 és 3 dimenzios racsban,
tovabba a benniik talalhato struktirakat ¢s Bohr kdrnyezeteiket tanulmanyoztak.

Ruzsa Imre T. Sanders-szel k6zos, Difference sets and the primes cimii, az Acta Arithmetica-
ban megjelent cikkében az elsé n pozitiv egész szam olyan részhalmazait vizsgaljak, ahol
semelyik két kivalasztott szam kiilonbsége sem p-1 alaki, ahol p primszam. Megmutatjak,
hogy ekkor a halmaz szamossaga legfeljebb Cnexp{-c(logn){1/4}} alkalmas c,C
konstansokkal.

Ruzsa Imre Gyarmati Katalinnal és Matolcsi Matéval kozos, A superadditivity and
submultiplicativity property for cardinalities of sumsets cimii, a Combinatorica-ban
megjelend cikkiikben S=A 1+...A n 0sszeghalmazokat vizsgéalnak, ahol A i az egészek
véges halmazai. Az S i=A 1+...+A {i-1}+A_{i+1}+...A n halmazok szdmossagat
hasznalva nem javithat6 als6 és felsd becsléseket adnak S szdmossagara.

M. B. Nathanson, K. O’Bryant, B. Orosz 1. Z. Ruzsa, and M. Silva:
Ha van két linears fiiggvény, f(x; y) és g(x; y), készitenek olyan halmazt, amelyre f(A,A)
elemszama nagyobb, mint g(A,A) elemszama.

B. J. Green and I. Z. Ruzsa: Freiman’s theorem in an arbitrary Abelian group, Journal London
Math-ban megjelent cikkiikben

Struktaratétel bizonyitanak azon halmazokra, amelyekre |A+A| < c|A|. Ezek benne vannak
egy ugynevezett “mellékosztaly-sorozatban”, ami egy alkalmas faktorcsoportban
elhelyezkedd tobbdimenzios szamtani sorozat dsképe, a dimenzid < f(c), a lefedd halmaz
mérete pedig < g(c)|Al.

E. Croot, I. Z. Ruzsa, and T. Schoen. Arithmetic progressions in sparse sumsets.
In B. Landman et al., editor, Proc. Integers Conference 2005, pages 157{

164, Carrollton, Ga., USA. de Gruyter.

Aranylag ritka halmaz 6sszeghalmaza is tartalmaz szdmtani sorozatot: k



taguhoz elég kb. n*{1-1/k} szam n-ig.

K. Gyarmati, S. Konyagin, and I. Z. Ruzsa. Double and triple sums modulo

a prime. In A. Granville, M.B. Nathanson, and J. Solymosi, editors, Additive
Combinatorics, volume 43 of CRM Proceedings and Lecture Notes, pages 271{
277, Providence, RI, USA, 2007. American Math. Soc.

Ha A halmaz modulo p, p prim, és |2A| = n, mekkora lehet |3A|? Kicsi n-re ez
kb. (3/2)n, mint az egész szamoknal, aztan valahol p/2 tajékan megvaltozik és
kvadratikus modon folytatodik; p-t csak akkor éri el, amikor mar n > p-c\sqrt{p}

Katalin Gyarmati, F. Hennecart, and I. Z. Ruzsa. Sums and differences of

finite sets. Functiones et Approximatio, 37:175{186, 2007.

Megvizsgaljak, hogy ha adott A és A + B szamossaga, akkor mekkora lehet A-B,
illetve X-B dzamossaga, ahol X részhalmaza A-nak.

Katalin Gyarmati, M. Matolcsi, and 1. Z. Ruzsa. Pliinnecke's inequality for

different summands. In Building Bridges, volume 19 of Bolyai Society Mathematical
Studies, pages 309{320. Springer, 2008.

Ha vannak kommutativ csoportban A,B_1,...,B_k halmazok, amikra |A|=n, tovabba

az [bsszes |JA+B_{i 1}+...+B {i 1}|<\beta (i_1,...,i_l)*n, akkor, belatjuk, hogy alkalmas
X\subset A nem[lires részre X + B1 + ...+B_k| <j\gamma |X|, ahol a\gamma \beta _i
egylitthatok szorzata a megfeleld hatvanyon. Ha az 6sszes B_i ugyanaz a halmaz, ez
Pliinnecke tétele.

I. Z. Ruzsa. Sumsets and entropy. Random Structures and Algorithms, 34:1{10,

2009.

Kiilonféle kapcsolatok [sszeghalmaz-egyenlétlenségek €s entropiaegyenldtlenségek kozott.
Példaul bebizonyitja a Ruzsa-féle dsszeg-kiilonbség egyenldtlenségnek az entropia
altalaanositasat: h(X) + h(Y-Z) \leq h(X-Y) + h(X-Z) fiiggetlen diszkrét valtozokra.

I. Z. Ruzsa. Many differences, few sums. Ann. Univ. E6tvds, 51:27-38, 2008.
Megnézi, hogy ha |A| = n és |A-A| kozel van a maximumhoz, ami n"2-n+1,
milyen kicsi lehet |A + A|, vagyis mekkora lehet |A + A| + (n"2-|A-A|)
minimalis értéke. Tudjuk, hogy ez lehet <n{2-c} valamilyen pozitiv c-vel.
Konnyii latni, hogy ez mindig >n{3/2}, és ezt megjavitja n"{5/3} -ra.

H. Maehara, I. Z. Ruzsa, and N. Tokushige. Large regular simplices contained
in a hypercube. Periodica Math. Hungar., 58:121{126, 2009.
Megmondjak, mekkora szabalyos szimplex fér bele egy egységkockaba.

Balog Antal 2006 tavaszan 4 hénapot Montrealban toltott, részben az OTKA
tdmogatasaval. Ott tobbek kozt részt vett a School on Additive Number
Theory cimi két hetes programban, és eléadasarol "Many additive
quadruples" cimmel cikket irt a Lecture Notes

szamara. Ebben egy kvantitativ szempontbol nagyon erds bizonyitast adott
Szemerédi Endrével k6zos, mintegy tiz éves eredményiikre. Ha az A és B
egész szamok véges halmazaibdl alkotott (a,b) parok egy "nagy" halmazan az
atb alaku 6sszegek csak "kevés" kiilonb6zé szamot allitanak eld, akkor
vannak olyan "nagy" A', B' részhalmazok, hogy minden a'+b' alakt 6sszeg is



csak "kevés" kulonbozo szamot allit elo.

Hegyvari Norbert Answer to the Burr-Erdds question on restricted addition

and further results cimii F. Hennecart és A. Plagne-nyal k6z6s, Combinatorics Probability &
Combuting-ban megjelend cikkében megvizsgalta, hogy mit lehet mondani kx A megszoritott
Osszeghalmazban a legnagyobb hézagrdl, tudva, hogy hA-ban minden elég nagy szam
eléfordul (hA a h-tagl 6sszeghalmaz nem feltétleniil kiilonboz6 elemekkel).

Hegyvari Norbert On Monochromatic sums of squares and primes F. Hennecart-tal k6z6s, a
JNTh-ban megjelend cikkében egy Sarkozy altal felvetett Ramsey-tipust additiv problémara
adtak valaszt: Ha a négyzetszamokat (primeket) k szinnel szinezziik, legalabb hany
,»egyszinll” elemet kell venniink, hogy minden elég nagy szam eléalljon ezek dsszegeként.

Hegyvari Norbert On Additive and Multiplicative Hilbert Cubes cimii, kozlésre a J. of
Combinatorial Th.A-ba benyujtott cikkében additiv és multiplikativ Hilbert-kockakat vizsgalt.
Kvantitativ forméban is becslést adott egy Nathanson 4ltal bizonyitott tételre, miszerint ha A

1 felsostiriségii, akkor van benne végtelen H-kocka.

Hegyvari Norbert IP sets, Hilbert cubes a Public. Math-ban kozlésre elfogadott cikkében
Bergelson ¢s Ruzsa egy eredményéhez kapcsolddva azt vizsgalta, hogy M(A) halmaz
komplementere, ahol M(A) az A-beli elemek Gsszes tobbszordsét tartalmazza, tartalmaz-e
végtelen Hilbert-kockat. Hasonlo kérdéseket vizsgaltak Z"k-ban is.

Hegyvari Norbert Linear Operations on sets with positive upper density F. Hennecart és A.
Plagne-nyal kozos cikkében a kovetkez6 problémat vizsgaltak: Stewart, Tijdeman, Ruzsa
iteralt differencia-halmazainak egy

masiranyu vizsgalata; D(X)=X-X helyett az O(X)=aX+bX (a,b egészek)

operaciot iteraljuk, ahol X pozitiv felsd stirliségli halmaz. A {6

nehézség: a Kneser tétel-- ellentétben D(X) esetével, kozvetlenul nem

alkalmazhat6, més kominatorikus athidalé segédlet kell.

Hegyvari Norbert F. Hennecart-ral irt Iterated difference sets in dense sets cimi cikkében nem
kommutativ sigma-végtelen halmazokban 1évd iteralt kiilonbség halmazokat vizsgal.

Hegyvari Norbert On sum-product bases cimii cikkében Ebben a primtestben adott A halmaz

elemszadmara adok becslést, megkivanva, hogy a 1*A*A+a 2*A*A+...+a_k*A*A minden
elemet eldallit. A kérdés Glibichuk, Konyagin és Bourgain kérdéséhez kapcsolodik.

Hegyvari Norbert F. Hennecart-ral Explicit Constructions of Extractors and Expanders, Acta
Arithmetica 140.3 (2009) p. 233-249

A primtestben adott f(X,y) fv-ét expandernek nevezik, ha minden A,B



halmazra, melyre |A|,|B|~p"t, 0<t<1 [f(A,B)|>|A|*{t+e}, e>0. Mei-Chu
Chang, Croot, Lev és masok kérdezték: adjunk explicit expandereket.
Bourgain: f(x,y)=x"2+xy expander, valamilyen e>0 mellett. Ebben a
cikkben végtelen sok expandert megadunk, bizonyos t-k halmazara
Bourgain expanderének (és masoknak is) e-jat is megbecsiiljiik.
Tovabba megadunk végtelen sok 3-forrasu extraktort is \F_p-ben
f:AXBxC --> {-1,1} és\sum_{a,b,c}f(a,b,c)=0(|A||B||C|). E kérdésnek szamitogéptudomanyi
kapcsolata is van.

Hegyvari Norbert: Additiv és multiplikativ Hilbert-kockakat vizsgalt. Kvantitativ formaban is
becslést adott egy Nathanson altal bizonyitott tételre, miszerint ha A 1 felsdstiriségii, akkor
van benne végtelen H-kocka.

Révész Szilardnak Tiles with no spectra in dimension 4 cimii Farkas B-val kozos a Math.
Scand., 98 no. 1 (2006)-ban megjelent cikkében a Fuglede probléma — altalanossagban Tao
illetve Kolountzakis-Matolcsi altal nemrégiben negativ iranyban megvalaszolt — ,,megforditott
iranyat” sikeriilt még tovabb élesitenie azaltal, hogy konstrualtak példat arra, hogy lehet egy
halmaz parkettaz6d, de mégsem spektralis akar 4 dimenzioban is. Ez megjavitotta
Kolountzakis és Matolcsi korabbi 5 dimenzids konstrukciojat.

Révész Szilard, N. Reyes, G. A. M. Velasco-val k6zds, Oscillation of Fourier
Transforms and Markov-Bernstein Inequalities, (J. Approx. Theory, 145
(2007), 100-110.) cikkében megmutatta, hogy ha egy

pozitiv definit folytonos fiiggvény derivaltjara van egy, a fiiggvény
normajatol fliggd korlatunk, akkor a fiiggvény nem tiinhet el a 0 egy
alkalmas kornyezetében.

Révész Szilard, On some extremal problems of Landau (Serdica Math. J., 33
(2007), 125-162.) cikkében a primszamformula hibatagjanak becslésénél hasznalhaté Landau-
féle extremalis problémarol ad attekintést ill. altalanosit kérdéseket.

Révész Szilard A. Bonamival irt, Integral concentration of idempotent trigonometric

crer

becslésekre bizonyit éles egyenldtlenségeket korabbi eredményeket 1ényeges javitva.

Sandor, C.: On the minimal gaps between products of members of a sequence of
positive density. Ann. Univ. Sci. Budapest. E6tvos Sect. Math. 48 (2005), 3--
7.



A cikkben megmutatja, hogy ha a természetes szamok egy részsorozatanak
stirtisége \alpha, akkor a szorzathalmaz szomszédos elemei k6z6tt a hézag
végtelen sokszor legfeljebb \frac{1}{\alpha ~3} nagysagu.

Sandor Csaba a Non-degenerate Hilbert Cubes in Random Sets cimii a Journal de Théorie des
Nombres —ben megjelenés alatt 1év6 cikkében a k-dimenzios nem-degeneralt Hilbert-kockak
kiiszobfiiggvényét hatarozta meg ill. véletlen halmazokban vizsgalt rokon kérdéseket.

Sandor Csaba igazolja: Erdds és Turan sejtése szerint ha a természetes szamok egy A
részhalmaza esetén az additiv reprezentaciofiiggvény korlatos, akkor végtelen sokszor veszi
fel a O-t. A fenti cikkben azt mutatom meg, hogy ha a reprezentaciofiiggvény limsup-ja A,
akkor liminf-je legfeljebb A-\sqrt{A}+1.



