A bonyolult sztochasztikus rendszerek dinamikdjanak és strukturdjanak vizsgdlata cimi
palyazatunkban vizsgalt problémak és bizonyitott eredmények ismertetése.

Egyik fontos kutatasi témank a Wiener folyamatok és a lokdlis id6 tanulmanyo-
zasa volt. A 3 és magasabb dimenziés Wiener folyamat trajektéridja kortili r sugari
tartomdany, az un. ”Wiener sausage” tulajdonsigait vizsgaljuk. Ismert volt, hogy a
tartomany térfogata eloszlasban kozel (egydimenzids) Wiener folyamat, midén az idé
végtelenhez tart. A 3 dimenzids esetben er6s approximéciét adunk erre a kozelitésre.
(Cséki, E. and Hu, Y.: Strong approximations of three-dimensional Wiener sausages.)

Erdos és Taylor klasszikus eredményei a 3, ill. magasabb dimenziés bolyongés
lokélis idejének maximumara adnak 1 valészintiségii hatarértékeket. Két pont lokalis
idejének, ill. 1 pont lokalis idejének és az e koriili gomb tartézkodasi idejének egyiittes
viselkedésére adunk 1 valészintliségli hatarérték tételeket. (Csdki, E., Foldes, A., Révész,
P.: Joint asymptotic behavior of local and occupation times of random walk in higher
dimension.)

A Polya tétel szerint 3, ill. magasabb dimenziéban a szimmetrikus bolyongas
tranziens, azaz minden pontot csak véges sokszor latogat meg 1 valdszintiséggel. Erdos
és Taylor egy eredménye szerint azonban a latogatdsok szdménak maximuma n ideig
logn nagysagrendii. Vizsgaltuk azon pontokat, ahol a bolyongas tartézkodési ideje
a lehetd legnagyobb, és bebizonyitottuk, hogy azok koérnyezetében is az egyes pontok
latogatasanak szama aszimptotikusan konstansszor logn, midén n-nel végtelenhez tar-
tunk. (Csdki, E., Foldes, A. and Révész, P.: On the behavior of random walk around
heavy points.)

Egy masik a fenti problémakorrel rokon fontos kutatasi témank a véletlen bolyon-
gasok egy fontos, de nehezen vizsgalhaté mennyiségének, a lokdlis idének a viselkedése
volt.

Vizsgéaltuk az aszimmetrikus bolyongas lokalis idejét abban az esetben, amikor a
szamegyenesen egy pontbol a szomszédos pontokba lépés valdszintiségei p, ill. g =
1 —p, p > q. Ismeretes, hogy ez a bolyongas tranziens, a lokalis id6 a magasabb
dimenzios bolyongaséhoz hasonld tulajdonsagokat mutat, azaz n 1épésben a maximalis
lokalis id6 log n nagysagrendti, és az ilyen maximalis lokalis idejii pontok kornyezetében
a lokalis id6 nagysagrendje ugyancsak logn. Ezt a jelenséget pontositottuk, majdnem
biztos hatarértékeket hataroztunk meg pontos konstansokkal, illetve azt vizsgaltuk, hogy
milyen nagy kornyezetben igaz még ez a jelenség. (Cséki, E., Foldes, A. and Révész,
P.: On the local time of the asymmetric Bernoulli walk.)

Ezenkiviil olyan bolyongéasokat is vizsgaltunk a szamegyenesen, amelyekben az egy
pontbdl a szomszéd pontokba lépés valdszintisége fiigg a helytol, de hatarértékben ezek
a valdészinliségek 1/2-hez tartanak. A valdsziniiségektél fliggéen egy ilyen bolyongas
bizonyos esetekben rekurrens, mas esetekben tranziens. A tranziens esetet vizsgaltuk,
és meghataroztuk a lokalis id6 eloszlasat, illetve annak aszimptotikajat, amikor a hely
"kimegy a végtelenbe”. Meghataroztuk az olyan szakaszok hosszanak az aszimptotika-
jat, amelyek soran a bolyongas csak elére 1ép. Csdaki, E., Foldes, A. and Révész, P.:
Transient nearest neighbor random walk on the line.)
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Tovabbi eredményeket is elértiink az ilyen modellek vizsgalataban. A bolyongas
és a megfelelo Bessel folyamat kozott erds approximaciét bizonyitottunk. Vizsgaltuk,
hogy a Bessel folyamat majdnem biztos tulajdonsagai ilyen médon mennyiben 6rok-
16dnek at a bolyongédsra. Meghataroztuk, hogy az atmenet valdszintiségektol fiiggden
milyen esetben van véges, illetve végtelen sok elvalaszté pont (cutpoint), azaz olyan
pont, amely a bolyongas els6 felét elvalasztja a masodiktdl. (Ez azt jelenti, hogy a két
rész diszjunkt). (Csdki, E., Foldes, A. and Révész, P.: On the number of cutpoints of
the transient nearest neighbor random walk on the line.)

Ko6zonséges bolyongas lokalis idejének novekményeire erds approximéciot adtunk
egy kétparaméteres Gauss folyamat segitségével. Ennek kovetkezményeként hatarelosz-
lastételeket, illetve majdnem biztos hatarérték tételeket tudtunk bizonyitani a lokalis
id6 novekményeire. (Csdki, E., Csorgs, M., Foldes, A. and Révész, P.: Random walk
local time approximated by a Brownian sheet combined with an independent Brownian
motion.)

Foglalkoztunk fiiggetlen valoszintliségi valtozdok viselkedését leird eredmények termé-
szetes altalanositasaival. Egyik dogozatunk a fiiggetlen valészintiségi valtozok normalt
részletoszegei maximumara vonatkozo Darling-Erdos tétel pontonkénti valtozatat irja
le, és egy olyan paraméteres hatareloszlastétel-osztalyt ad meg, ahol a pontonkénti
valtozatban fellépo atlagolasi eljaras folytonosan valtozik a log és loglog atlagolas
kozott. (Berkes I. Weber, M.: Almost sure versions of the Darling-Erdds theorem.)
Figgetlen, azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok silyozott részletosszegeire bizonyi-
tottunk iterdlt logaritmus tételeket. Ha a valtozokra csak 2 momentumot tesziink fel, az
aszimptotika nem az egyiitthaték nagysagrendjétél, hanem az egyiitthatdsorozat arit-
metikai tulajdonsagaitdl fligg. Tanulméanyoztuk a problémat néhany klasszikus “sza-
balytalan” egyiitthatésorozat (pl. additiv szdmelméleti fiiggvények) esetében. (Berkes
I., Philipp, W., Tichy, R.: Empirical processes in probabilistic number theory: the
LIL for the discrepancy of (ngw) mod 1.) Tovabba fliggetlen valészinliségi valtozék
Osszegeinek un. “teljes” konvergenciajara adtunk 1j feltételeket.

Mis dolgozatokban a szamelméletben fellépo sztochasztikus jelenségekkel foglalkoz-
nak. Az additiv szamelméleti fiiggvények eloszlasara vonatkozo Erdos-Kac féle centralis
hatareloszlastételnek megfelel6 iteralt logaritmus tételt bizony’,ltottuk be. (Berkes L.,
Weber M.: Moment convergence and the law of the iterated logarithm for additive
functions.)

E kérdés megoldasat a pontonkénti CHT elmélet jelenségeinek vizsgalata tette
lehetévé. Megadtuk az {npa} tipusi sorozatok diszkrepancidjdnak pontos aszimp-
totikajat hézagos, de exponencidlisnal lassabban névo ny sorozatok esetén. Ez az
aszimptotika erésen fiigg az ny sorozat szamelméleti (diophantoszi) tulajdonsdgaitdl.
Megadtuk nemlinedris sorozatok diszkrepancidjanak pontos aszimptotikajat hézagos,
de exponencialisnél lassabban n6vo ny sorozat esetén. Ez az aszimptotika erdsen filigg
az ny sorozat szamelméleti (diophantoszi) tulajdonsigaitél. Foglalkoztunk nemlineéris
idosorok aszimptotikus és statisztikai tulajdonsagaival, nevezetesen az ilyen folyama-
tok paramétervaltozasainak észlelésére, valamint bizonyos nemlinedris funkcionaljai és
lokalis ideje aszimptotikdjara vonatkozé eredményeket bizonyitottunk.
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Vizsgéaltuk azt a kérdést, hogy a klasszikus valdsziniliségszamitas eredményei fiig-
getlen valdszintiségi valtozok Osszegeire hogyan valtoznak meg, ha a fliggetlenség helyett
valamilyen mas, csak gyenge fliggdséget biztosité tulajdonsig érvényestil.

Igy példsul Berkes L. és Aistleitner C. On the central limit theorem for f(ngz) cimii
dolgozata sziikséges és elégséges feltételt fogalmaz meg arra, hogy egész szamok egy (ny,)
sorozata és egy sima periodikus f fiiggvény esetén a Zlivzl f(ngx) osszegekre igaz legyen
a centralis hatareloszlastétel. E problémat M. Kac vetette fel 1949-ben, és a mai napig
megoldatlan maradt. Kac megmutatta, hogy az n, = 2* esetben érvényes a CHT, és
nem sokkal késébb Erdés and Fortet igazoltdk, hogy az nj, = 2% — 1 esetben ez nem igaz.
Ez azt sugallja, hogy a CHT érvényessége az (ny) szdmelméleti tulajdonsdgain mulik.
Az emlitett dolgozatban megmutattuk, hogy a CHT akkor és csak akkor teljesiil, ha
az any +bn; = ¢, 1 < k,1 < N diophantoszi egyenlet megoldasainak szama ‘“nem tul”
nagy.

Berkes I., Horman S. Horvath L. az Asymptotic results for the empirical process
of stationary sequences cimii dolgozatban egy 1j keverési egyiitthatét (”.S-mixing”)
vezettek be, amelynek érvényessége a szokasos keverési egyiitthatoknél (erés keverés,
¢-keverés, stb.) joval egyszeriibben ellenérizhetd, és aszimptotikus kévetkezményei
ugyanolyan erosek, mint a klasszikus keverési fogalmaké. Ennek felhasznalasdval sta-
cionarius folyamatok empirikus eloszlasfiiggvényére bizonyitottak be 1ij eredményeket.
Egy masik dolgozatban az arcus sinus torvény funkcionalis formaival foglalkoztunk.

Maés dolgozatokban néhany fontos statisztikai problémat vizsgaltunk. fgy példaul
foglalkoztunk az un. ”change point” kérdéskorrel. Itt egy folyamat strukturajaban
fellép6 valtozasokra probalunk kovetkeztetni egy minta alapjan. Egyrészt linedris (azaz
mozgd atlag) folyamatok kovariancia-struktirajanak véltozasara konstrudltunk egy tesz-
tet. (Berkes I., Gombay E, Horvath L. Testing for the changes in the covariance struc-
ture of linear processes.) Egy mésik munkdnkban az un. funkciondlis adathalmazokban
fellépS strukturalis valtozasokkal foglalkoztunk. (Berkes I., Gabrys R., Horvath L.,
Kokoszka P.: Detecting for changes in the mean of functional observations.) Funkcioné-
lis adathalmazok tobbek kozott az ekonometriaban lépnek fel, amikor “nagy stirtiségti”
megfigyelésekkel dolgozunk, pl. egy részvény arat egy tobb honapos idéintervallumban
percenként ismerjiik. Ilyenkor az n-edik adat a részvény n-edik napon megfigyelt
értékeibol all, amelyeket nem egy magas dimenziéju vektornak tekintiink, hanem egy
fiiggvénynek, és az adatok analizise absztrakt tér (pl. Hilbert tér) értéki val6szintiségi
valtozok vizsgalatat kivanja meg.

Mas vizsgalatokban véges halmazokbdl valé mintavételre bizonyitottunk 4j tipusu
eredményeket. Ha a halmazok elemei teljesitik a szokasos “aszimptotikus elhanyagol-
hatosagi” feltétetelt, akkor a mintaelemek Osszegére érvényes a centralis hatareloszlas-
tétel, akar visszatevéssel, akar visszatevés nélkiil huzunk. (Berkes I., Hérmann S., L.
Horvath: The functional central limit theorem for a family of GARCH observations
with applications.) Egy mésik dolgozatban leirtuk a részletisszegek viselkedését abban
az esetben, ha az aszimptotikus elhanyagolhatdsagi feltétel nem teljestil. (Berkes I., Aue
A., Horvath L.: Selection from a stable box.) Ilyenkor a mintavételre haszndlt halmaz
elemei valészintliségi valtozok eredményeink kiadjak a végtelen szérasu valtozokbol vett
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mintak bootstrap illetve permutacié statisztikdinak aszimptotikus viselkedését, amely
a klasszikus viselkedéstdl lényegesen eltér. A hatareloszlas nem normalis, és véletlen
paramétereket tartalmaz.

Egy maés kutatasi témaban fiiggetlen valdszintliségi valtozok nem linearis funkcio-
naljaival foglalkoztunk. Az U-statisztikdk eloszlasara adtunk olyan éles becsléseket,
amelyek kés6bbi statisztikai vizsgalatokban is hasznosnak bizonyulhatnak. (Major P.:
On a multivariate version of Bernstein’s inequality.) Ezenkiviil egy mésik klasszikus
egyenl6tlenségnek is megadtuk egy nem-trividlis tobbvaltozés altalanositdsat. (Major
P.: On the tail behaviour of multiple random integrals and degenerate U-statistics.)

Foglalkoztunk a matematikai statisztika orvosi és biologiai alkalmazéasaival is. Az
ilyen jellegti kérdések néhany a valdszintiségszamitasban és matematikai statisztikaban
népszerl halozatokkal kapcsolatos probléma vizsgalatahoz is elvezettek.

Véletlen strukturdk matematikai statisztikai vizsgalataban szerintiink az elsodleges
szempont azt a funkciét modellezni, amelynek ellatasara a struktura létrejott. Véletlen
halézatok szerkezete azt a folyamatot irdnyitja, amely a csticsok egyiittes allapotabol
all. Ezen az alapon egyesitjiik Erdos Pal és Rényi Alfréd grafok evolicidjara, Albert
Réka és Barabasi Albert-Laszlo hélézatok preferencia alapt fejlodésére és Stuart Alan
Kauffman enzimatikus kolcsonhatasokra vonatkozé modelljeit.

Bizonyos statisztikai alkalmazasok felvetettek a véletlen permutacidék finomabb tu-
lajdonsagairdl szold kérdéseket. Ilyen jellegli kutatasokat is folytattunk. Kerestiik
véletlen permutaciék olyan feltételes fiiggetlenségi relacidkkal definidlhaté modelljeit,
amelyek a klasszikus hierarchikus, illetve log-linedris modellek analégjai a véletlen per-
mutacidk vildgaban. Tébb (egyszeriibb és bonyolultabb) modellt sikeriilt megalkotni,
amelyek a gyakorlatban is alkalmazhatdak, ugyanakkor szép matematikai tulajdonsa-
gokkal rendelkeznek. A hagyoméanyos mddszereken tul az algebrai statisztika eszkoztara
is jol alkalmazhaté ezen modellek vizsgalatandl. Igazoltuk P. McCullagh egy sejtését,
amely egy altala definidlt, véletlen permutaciokra adott modell identifikalhatosdgarol
szolt. (Csiszar V. Markov bases for conditional independence models for permutations.)

Egy maésik altalunk vizsgalt véletlen permutaciokkal kapcsolatos probléma Persi
Diaconisnak az Amerikai Pszichidterek elnokségi valasztds alapjan Osszeallitott nagy el-
emszamu mintajahoz kapcsolédik. Ez egy az irodalomban jél ismert minta, amely azdta
a véletlen permutaciok statisztikai vizsgdlatdban etalonna valt. Sok modellt illesztet-
tek az adatokra, de egyik illeszkedése sem volt elfoghaté. Az adatok elemzése vezetett
egy egészen 1j modell felfedezésére. Ebben a modellben a legnehezebb feladat a sz-
abadséagi fok meghatarozasa volt, amelyhez a statisztikai modellek elméletének jelentos
fejlesztésére volt sziikség, amely elvezetett az algebrai statisztikahoz. Errol bizonyitott
érdekes eredményeket Csiszar Vill6 a Conditional independence relations and log-linear
models for random matchings dolgozataban.

Evek 6ta tanulmanyozunk egy 300 beteget tartalmazé 30 éve tarté pszichidtriai
adatmezot, egy ideje az eredményeket ismerteté cikkeken dolgozunk. Kimutattuk,
hogy a lelki zavarokkal kiizd6 betegek korébben az intelligencia enyhén alacsonyabb
az atlagnal. A munka soran egy-egy beteget tobb orvos is megvizsgalt, a diagnézisok
osszehasonlitdsara Markov-modellt dolgoztunk ki, melyben az orvosoknak a betegekhez
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hasonléan sajat arculatuk van és a két allapottér kolcsonhatasa az orvos véleménye a
betegrol.

Az intezétiinkben miikodé csoport folyamatosan fejleszt egy univerzalis modellt
amely az immunoldgiai rendszer folyamatait irja le. A modell alapfeltevése, hogy az
immun rendszer els0dleges feladata az egészséges szervezet harméniajanak a fenntartdasa,
az idegen anyag kilokése ennek korollariuma.

Foglalkoztunk tovabbi a biostatisztika és matematikai statisztika altal felvetett
problémaékkal. Ilyen volt az enzim halézatok vizsgalata.

Start Alan Kauffman kolcsonhaté Boole-halézatok modelljét fejlesztették ugy hogy
az enzimek aktivitasat mérd gy nevezett micro-array kisérlet eredményeit hasznaltak
fel. A kisérleti adatokhoz valo jé kvantitativ illeszkededésen tilmenGen a Kauffman altal
meghatarozott kritikus dinamikus viselkedést tették a modell elfogadhatésaganak kvali-
tativ feltételévé. A kisérleti eredmények gondos mérlegelése a Kauffman és munkatarsai
altal javasolt kanalizalé Boole fiiggvények &ltalanositasara vezetett. Azok a Boole
fliggvények lettek a legjobban alkalmazhatdak, amelyek fa-reprezentaciéjaban minden
egyes valtozo csak egyszer fordul el6. (Tusnddy G., Rejté L. Reconstruction of Kauffman
networks applying trees.)

Tovabba foglalkoztunk immunolégiai és populaciégenetikai modellekkel.

A matematikai immunolégia hosszi idok 6ta megoldhatatlan kérdése az, hogyan
donti el az immun rendszer, mikor mi a teend6. Rengeteg matematikai modell sziiletett,
de ezek keletkezése nem &all meg annak megfeleléen, hogy mindegyik csak erds el-
hanyagolassal kezeli a kérdést és az 1jabb eredmények érvénytelenitik. A Rényi In-
tézetben miikodo csoport egyre kozelebb jut egy olyan teljes elmélet megteremtéséhez
melyben minden jelenség értelmezése fehérje szinten torténik. Az alapfeltevés az, hogy
az immun rendszer 6 feladata az egészséges szervezett életének koordinédlasa. (Tusnady
G., Bakacs T., Mehrishi J.N., Szabados T., Varga L., Szabé M.: T-cells survey the
stability of the self: a testable hypothesis on th homeostatic role of TCR-MHC).

Az alabbi kérdés vezetetet populacidgeneteikai modellek vizsgalatahoz.

Diszkrét idoben fejlodé genetikai modellek koézott mar 1995-ben talaltak olyan
példat mely konvergencia helyett kaotikus rendszerre vezet. Most sikeriilt el6szor a
jelenséget folytonos idejii folyamatokban rekonstruélni. (Tusnddy G., Hatvani L. Tokos
G.: A mutation-selection recombination model in population genetics.)

Végiil foglalkoztunk gyakorlati statisztikai probldmakkal is. Ilyen az aldbb is-
mertetett munka, ahol pszichiatriai adatok feldolgozasaval foglalkoztunk.

Pethd Bertalan 1965 és 1975 kozott tiz nozoldgiai csoporthoz tartozé betegekbol
egy 250 f6s mintat vizsgalt meg tiz kiillonbo6zo teszttel amelyekben altalaban hisz pon-
tozhatd tiinet szerepelt. Koritlbeliil 50 fos normal kontroll csoporton is elvégezte ezeket a
vizsgalatot. Ezt a mintat 1995 és 2000 kozott djra megvizsgédlta. Az egyesitett adatokat
a Rényi Intézet dolgozta fel. A feldolgozashoz a Boole halézatokhoz hasonld j modellt
dolgoztak ki amely feltételezi, hogy a vizsgdlt személyekben is és a vizsgalokban is re-
jtett faktorok vannak és a teszt eredménye a két komponen kolcsonhatasa. A statisztikai
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eljaras az ugy nevezett EM algoritmus alkalmazasa. A legfontosabb eredmények:

A) A nozolégia csoprtok sullyossdgukat tekintve a szakemberek altal feltételezett
modon rendezhetéek, egyesekben teljes gydgyulds varhatd, masok viszont gyakorlatilag
gybgyithatlanok, csak az allapotuk stabikizalasara lehet torekedni.

B) Eléfordul, hogy a besorolds megvaltozik: ez nem szakmai hiba, hanem az élet
rendje. Egy homokorara emlékezteté modell irja le a jelenséget a legplasztikusabban:
sokszor a tiinetek homalyos és kaotikus egyiittese koncentralédik, ekkor manifesztalédik
a betegség, aztan az id6 haladtaval a tiinek koncentraltsidga, egyetlen nozologiai be-
soroldsra utalasa djra elmosodik.

C) A betegek csoportositdasara két rendszer van haszndlatban. A minta elemeit
mind a két rendszerbe beillesztették, emiatt sikeriilt a kat rendszer kapcsolatat felderi-
teni.

D) Meghataroztak az egyes tesztekre a vizsgdlok dontésinek a megbizhatdsagét
(reliability).

E) Bebizonyitottak, hogy az egészségesek és betegek kozotti hatdrvonal egyértel-
miien meghiizhaté. Tusnady G., Petho B., Vargha A., Tolna M., Farkas Gy., Vizkelety
A., Téth A., Szilagyi 1., Bitter 1., Kelemen A., Czobor P.: Validity and reliability;
comparision of inter-rater reliabilities of psychopathological symptoms.)



